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PRÉFACE 


DE  LA  CINQUIÈME  ÉDITION 


Toutes  les  parties  de  ce  Traité  ont  été  revues  avec 
soin  pour  la  présente  édition ,  qui  comprend ,  en  outre, 
un  assez  grand  nombre  d  articles  que  I  on  ne  trouvait 
pas  dans  les  précédentes.  J'ai  ajouté  à  la  résolution  des 
équations  du  premier  degré  la  démonstration  de  la 
règle  de  Cramer,  et  j  en  ai  déduit  une  discussion  géné- 
rale des  formules  relatives  à  un  système  de  n  équations 
du  premier  degré  à  n  inconnues,  5]|ij*F«mpla€e*lA.div^  • 

cussion  des  équations  à  trois  inconlînes/«1iè  ré6oliitibi>  '• 

••••  ••••  •    •  ,•, 

de  deux  équations  du  second  degré  a*t{eQ2r4Qcqûnues    . 

a  reçu  plus  de  développements.  La  .th toeitf :dj0s  n>âxi~ 

•    ••  >••  •••••   • 

mums  et  minimums  par  la  métbod^'éréitiéntàiiV  â  été 

modifiée  et  rendue  plus  complète.  Plusieurs  proposi- 
tions sur  les  nombres  ont  été  ajoutées,  entre  autres, 
le  théorème  de  Fermât  et  la  détermination  du  nombre 
des  entiers  moindres  qu*un  nombre  doimé  et  premiers 
avec  lui.  La  tbéorie  des  fractions  continues,  l'analyse 
indéterminée,  la  théorie  des  logarithmes  et  celle  des 
intérêts  composés  ont  été  le  sujet  de  plusieurs  addi- 
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tioiis  et  de  quelques  modifications.  J'expose  la  résolu* 
tion  ea  nombres  entiers  de  Téquation  ax  -h  bjr  =zc 
par  le  procédé  que  M.  Catalan  a  indiqué,  et  qui  n'est 
autre  que  le  procédé  ordinaire  réduit  aux  seules  opé- 
rations essentielles  J  ai  ajouté  dans  le  chapitre  XI  la 
théorie  des  combinaisons  et  des  arrangements  qui  con- 
tiennent des  lettres  répétées,  la  loi  des  puissances 
d'un  polynôme ,  et  la  sommation  des  puissances  sem- 
blables et  entières  d'une  suite  de  nombres  eu  progres- 
sion par  différence.  Dans  les  chapitres  XIII,  XIV,  XV 
et  XVI,  qui  ont  pour  objet  les  équations  de  degré 
quelconque,  plusieurs  propositions  ont  aussi  été  intro- 
duites; ces  propositions  sont:  un  théorème  de  M.  Sturm 
qui  augmente  le  nombre  des  cas  où  la  règle  des  signes 
fait  connaître  qu'une  équation  n'a  pas  tontes  ses  ra- 
cines xéeUe$;.l^.  théorème  de  M.  Budan,  ou  de  Fou- 
iiéry  poucrlê  ^iiit  bù  il  n*y  a  pas  de  racines  imagi- 
nai!:^ ;  i^Âlàftfion  des  racines  imaginaires,  et  plusieurs 
tbéofèmesr^nr:  la  résolution  algébrique  des  équations 
tnifômêà/ tJes' propositions  relatives  aux  limites  des 
racines,  la  détermination  des  racines  entières  et  la 
rectification  de  la  méthode  de  Newton,  reportée  au 
chapitre  XIV,  ainsi  que  le  théorème  de  Rolle,  ont  été 
présentées  d^une  manière  plus  simple.  La  théorie  de 
l'abaissement  des  équations  a  été  exposée  avec  quel- 
ques modifications  dans  les  explications  et  dans  le 
choix  des  exemple:».  La  décomposition  des  fractions 
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ratiooDelies ,  avec  un  moyen  simple  pour  reffecliier 
dans  le  cas  des  facteurs  multiples,  a  été  reportée  au 
chapitre  XVII.  Le  chapitre  XIX  contient  une  théorie 
complète  des  dérivées  pour  les  fonctions  qui  dépendent 
des  divei*ses  opérations  de  i'Al^^èbre,  ou  qui  renferment 
des  exponentielles  et  des  logarithmes;  la  théorie  des 
maximums  et  des  minimums  par  le  moyen  des  déri 
vées  se  trouve  ainsi  étendue  à  ces  fonctions;  et  il  en 
est  de  même  des  règles  relatives  à  l'évaluation  des 
expressions  qui  se  présentent  sous  uih;  forme  indéter- 
minée. Le  chapitre  XX  a  été  ajouté  en  entier;  la  table 
des  matières  fait  connaître  les  sujets  qui  y  sont  traités. 

Quelques  suppressions  ont  été  faites,  afin  d'éviter 
qae  le  volume  ne  fitt  trop  augmenté;  mais  elles  n  ont 
porté  que  sur  des  articles  peu  essentiels,  ou  qui  pou- 
vaient être  regardés  comme  superflus. 

J'ai  cité,  en  général,  dans  le  cours  de  louvrage, 
les  savants  qui  ont  découvert  les  théorèmes  ou  les 
démonstrations  que  j  ai  exposés;  toutefois,  pour  com- 
pléter ces  citations,  je  dois  rappeler  que  dans  les 
avertissements  placés  en  tête  des  éditions  précédentes, 
il  était  indiqué  que  les  démonstrations  relatives  aux 
quantités  imaginaires,  aux  nombres  figurés  et  aux  déve- 
loppements en  séries,  étaient  empruntées  aux  publica. 
tions  de  M.  Cauchy  ;  et  que,  pour  le  théorème  de  cet 
illustre  géomètre  qui  établit  que  toute  équation  a  une 
racine,  nous  avious  fait  usage  d'une  démonsti  ation  due 
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à  M.  Stnrm.  Je  dois  ajouter  encore  qu'à  l'égard  de  la 
rectification  de  la  méthode  de  Newton,  telle  qu  elle  est 
présentée  dans  Tédition  actuelle,  je  me  suis  servi,  pour 
les  formules  préliminaires,  d*une  démonstration  qui  se 
trouve  dans  Xjilgèbre  de  M.  Finck,  et  le  reste  de  Tex- 
plication,  à  la  rédaction  près,  appartient  à  M.  Ossian 
Bonnet. 

Octobre  18J9. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


INTRODUCTION. 

Premier  aperçu  des  procédés  qui  seivenl  à  faciliter 
la  résolution  des  problèmes  d'jérithmétique, 

1.  L*objet  que  Ton  a  particulièrement  en  vue  daiii» 
TAlgèbre  est  d'établir  des  méthodes  à  Taidc  desquelles  on 
puisse  découvrir  les  opérations  qu^il  faut  exécuter  sur  des 
nombres  donnés,  afin  d'obtenir  d'autres  nombres  inconnus 
qui  dépendent  des  premiers  suivant  des  conditions  déter- 
minées. , 

2.  Pour  montrer  l'origine  de  cette  science ,  supposons  que 
Ton  ait  à  résoudre  la  question  suivante  : 

Partager  %go  francs  entre  ttvis  personnes  y  de  telle  sorte 
que  la  seconde  ait  1 15  francs  de  plus  que  la  première,  et 
la  troisième  i8o  francs  de  plus  que  la  seconde. 

Si  Ton  connaissait  une  des  parts ,  la  première  par  exem- 
ple, on  obtiendrait  aisément  les  deux  autres. 

Or«  la  seconde  part  devant  être  égale  à  la  première  aug^ 
mentée  de  ii5  fr.,  la  troisième  part,  qui  doit  èti^  égale  à 
la  seconde  augmentée  de  i8o  fr.,  sera  égale  à  la  première 
augmentée  de  ii5  fr.  plus  i8o  fr.,  ou  à  la  première  aug- 
mentée de  995  fr. 

5'  riiie.  I 
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Donc ,  la  somme  des  trois  parts  sera  formée  de  trois  fois 
la  première  part  plus  1 1 5  fr. ,  plus  encore  txgo  fr. ,  ce  qui 
est  la  même  chose  que  trois  fois  la  première  part  plus  4io  fr. 

Cette  somme  doit  être  égale  au  nombre  a  partager. 

Donc  trois  fois  la  première  part  plus  4io  fr.  doivent  éga- 
ler 890  fr. 

Donc  trois  fois  la  première  part  égaleront  890  fr.  moins 

410  fr.,  ou  480  fi** 

Donc  la  première  part  égalera  le  tiers  de  180  fr.,  ou 
160  fr. 

Puisque  la  première  personne  a  1 60  fr. ,  la  seconde  aura 
160  fr.  plus  1 15  fr.,  ou  a^'S  fr.-,  et  la  troisième  aura  276  fr. 
plus  1 80  fr. ,  ou  455  fr.  Ces  trois  sommes  réunies  font  890  fr.  ; 
ce  qui  prouve  l'exactitude  de  la  solution. 

3.  Cet  exemple  donne  un  aperçu  du  genre  des  raisonne- 
ments qu^il  faut  faire  pour  résoudre  les  problèmes  que  l'on 
peut  se  proposer  à  Tégard  des  nombres ,  et  Ton  voit  que , 
pour  exprimer  ces  raisonnements,  on  a  surtout  besoin  d^em- 
ployer  et  de  répéter  fréquemment  certaines  expressions  qui 
indiquent  ou  les  nombres  que  Ton  cherche,  comme  ces  mots 
plusieurs  fois  répétés  dans  la  question  ci-dessus ,  première 
part,  seconde  parti  etc.,  ou  les  relations  qui  existent  entre 
les  quantités  que  Ton  considère,  et  les  opérations  par  les- 
quelles elles  se  déduisent  les  unes  des  autres,  comme  ces 
mots  égale  à,  plus  ou  augmenté  de,  moins  ovl  diminue 
de  y  etc.  Il  est  donc  naturel  d'adopter  des  signes  particuliers 
pour  représenter  d'une  manière  abrégée  ces  sortes  d'expres- 
sions. 

4.  On  indique  l'addition  par  le  signe  4-  qu^on  prononce 
plus.  Ainsi ,  3 1  +  i  a  -|-  8  signifie  qu'on  doit  faire  la  somme 
des  trois  nombres  3i,  12  et  8. 

I^a  soustraction  s'indique  par  le  signe  —  qu'on  prononri* 
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moins.  Ainsi,  3i  —  is  signifie  que  Ton  doit  soustraire  la 
de  3i. 

Pour  exprimer  la  multiplication ,  on  se  sert  du  signe  X 
qu'on  lit  multiplié  par,  ou  bien  on  place  entre  les  facteurs 
un  point;  ainsi ,  pour  indiquer  le  produit  des  deux  nombres 
3i  et  5,  on  écrit  3i  X  5,  ou  3i  .5.  Pareillement,  pour  in- 
diquer le  produit  des  nombres  3i,  5,  8  et  1 1,  c^est-à^ire 
le  résultat  qu'on  obtiendra  en  multipliant  successivement 
Ji  par  5,  le  produit  par  8  et  le  nouveau  produit  par  1 1 ,  on 
écrit  3ix5x8xii,ou  bien  3 1 . 5 . 8 . 1 1 . 

Pour  exprimer  qu'un  nombre  doit  être  divisé  par  un 
autre,  on  écrit  celui-ci  au-dessous  du  premier,  et  on  les 
sépare  par  une  barre ,  ou  bien  on  écrit  le  diviseur  à  la  suite 
du  dividende ,  en  les  séparant  par  deux  points.  Ainsi ,  pour 
indiquer  le  quotient  de  8  par  6,  on  écrit  ^,  ou  8  : 6. 

On  exprime  Tégalité  de  deux  quantités  par  le  signe  = 
qui  se  prononce  égale.  Ainsi ,  3  -|-  5  —  a  =  6  se  lit  3  plus  5 
moins  a  égale  6. 

Pour  exprimer  les  mots  plus  grand ,  plus  petite  on  em- 
|Joie  le  signe  ^,  en  ayant  soin  de  tourner  l'ouverture  de 
te  signe  vers  la  quantité  qui  est  la  plus  grande.  Ainsi ,  pour 
eiprimer  Tinégalité  des  deux  fractions  7  et  77 ,  dont  la  se- 
conde est  pltis grande  que  la  première,  on  écrit  f-f  ^  ]^,  ou 

Keiii<-H. 

Pour  représenter  abréviativement  un  nombre  inconnu 
qnll  s* agit  de  déterminer,  on  se  sert  d'une  lettre  qu*on  choi- 
sit de  préférence  parmi  les  dernières  lettres  de  Talphabet. 

Quand  un  nombre  qu'on  a  désigné  par  une  lettre  doit 
être  multiplié  par  un  autre  nombre  connu,  on  se  contente 
de  placer  ce  nombre  devant  la  lettre.  Ainsi ,  pour  marcpier 
qu'un  nombre  qu'on  a  représenté  par  x  doit  être  multiplié 
par  5,  on  écrit  5  a:  ;  si  le  nombre  .r  doit  être  multiplié  par  7 , 
It*  produit  sVxprime  par  ^.r. 

5.   Au  moyen  des  conventions  qui  vieiment  d  être  éta- 

I . 
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blics,  on  peut  écrire  les  raisonnements  du  n**2,  coninio  on 
le  voit  ci-après  : 

La  première  part  étant  désignée  par r, 

la  seconde  part  sera j  -H  1 15, 

et  la  troisième  sera  x  4-  1 15  H-  i8o,  ou x-h  agS. 

Il  suit  de  là  que  la  somme  des  trois  parts  sera .  3 x  +  1 15  +  Ttg^* 

ou  simplement 3x  +  4 '^ * 

donc Sx  +  4'®  =  ^H)*** 

Donc 3x  =  890" — 4'<^N 

ou ,  ce  qui  revient  au  même 3x  =:  480. 

Donc x  =  -4^, 

et  en  effectuant  la  division x  =  160. 


De  cette  manière  on  substitue  h  récriture  ordinaire  une 
écriture  plus  rapide,  qui  permet  mieux  de  voir  à  chaque 
instant,  et  d'un  seul  coup  d'œil,  le  point  où  la  question  a 
été  amenée  ;  et  par  là ,  la  solution  est  rendue  à  la  fois  pins 
prompte  et  plus  facile. 

6.  En  examinant  avec  soin  la  solution  qui  vient  d'être 
donnée,  on  voit  que,  pour  obtenir  la  première  pan,  qui  est 
celle  qu'on  a  désignée  par  x,  on  retranche  de  890,  qui  est 
le  nombre  à  partager,  une  somme  4io  formée  de  Texcès  1 1 5 
de  la  seconde  part  sur  la  première  et  de  ce  même  nombre  1 1  r> 
augmenté  de  Texcès  180  de  la  troisième  part  sur  la  seconde; 
puis  on  prend  le  tiers  du  reste. 

Il  est  clair  que  si  les  nombres  donnés  890 ,  1 1 5  et  1 80 
étaient  remplacés  par  d^autres,  on  serait  encore  conduit  à 
des  opérations  exactement  semblables. 

Ainsi ,  que  1 260  soit  le  nombre  à  partager,  1 70  Texcès 
de  la  seconde  part  sur  la  première,  et  220  l'excès  de  la  troi- 
sième sur  la  seconde,  on  fera  la  somme  de  220  et  170^  et 
Ton  ajoutera  170  à  cette  somme,  ce  qui  revient  à  faire  la 
somme  de  deux  fois  170  et  220;  on  soustraira  cette  somme 
5f)o  do  i25o;  enfin  on  divisera  le  reste  690  par  3.  Ia*  qno- 
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lient  a'So  sera  la  valeur  de  la  plus  petite  pan.  On  vérifiera 
lexactilude  de  ce  résidtat  eu  calculant  les  deux  autres 
parts  et  les  ajoutant  à  la  première:  la  somme  sera  égale 
à laSo. 

On  parvient  donc,  au  moyen  d'un  seul  exemple,  à  une 
i^Ie  par  laquelle  on  peut  résoudre  immédiatement,  et  sans 
repasser  par  les  détails  des  raisonnements,  toutes  les  ques- 
tions semblables  à  celle  que  Ton  s^était  proposée,  et  qui 
n'en  diflerent  que  par  les  valeurs  des  nombres  donnés. 

7.  11  est  aisé  de  concevoir  combien  il  serait  utile  de  pou- 
voir généraliser  ainsi  la  solution  de  chaque  problème,  en 
la  faisant  consister  uniquement  dans  la  détermination  des 
opérations  à  exécuter  sur  les  nombres  donnés  afin  d'obtenir 
les  nombres  inconnus. 

Pour  y  parvenir  avec  facilité  dans  toutes  les  questions . 
on  représente  les  nombres  donnés  par  des  lettres ,  en  ayant 
Mti  de  choisir  les  premières  lettres  de  Talphabet,  afin  de 
distinguer  ces  nombres  de  ceux  qui  sont  inconnus  et  qu'on 
représente  par  les  dernières  lettres.  , 

8.  Au  moyeu  de  cette  convention,  la  question  du  n"  2 
sezprinae  généralement  de  cette  manière  : 

Partager  un  nombre  a  en  trois  parties,  de  telle  sorte 
que  la  seconde  surpasse  la  première  ileh^  et  la  troisième 
surpasse  la  seconde  de  c. 

Alors  on  raisonne  comme  il  suit  ; 

La  première  partie  étant  désignée  par     .i , 

la  seconde  sera jr*  +  Z», 

et  la  troisième  sera x-4-A-h^; 

donc  la  somme  des  trois  parties  sera ....    ix  -h  uh  -\-  r. 

On  devra  donc  avoir  Tégalité 

3x4-  :ib  -\~  c  =.  a. 
On  conclut  de  cette  égalité,  que  la  quantité  3 x  doit  être 
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égale  au  nombre  a  diminué  de  2  &  +  c* ,  ou ,  ce  qui  relaient 

au  même,  à  a  diminué  de  ^  h  et  diminué  encore  de  c^  ainsi 

et  puisque  x  est  le  tiers  de  3  x^  on  obtient  enfin 

a  —  ^b  —  c 
.r= 3 

Le  dernier  résultat  est  Texpression  abrégée  de  cette  r^le  : 
Retranchez  du  nombre  à  partager  le  double  de  Fexcès 
de  la  moyenne  partie  sur  la  plus  petite,  et  retranchez  du 
reste  l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  moyenne^ 
puis  diiosez  le  réstdtat  par  3  :  le  quotient  sera  la  plus  pe- 
tite  partie. 

Telle  est ,  en  effet ,  la  règle  qu'on  avait  déduite  de  la  so- 
lution particulière  exposée  dans  le  n**  5. 

9.  Les  égalités  qui  servent  à  déterminer  des  nombres 
inconnus ,  comme  l'égalité  ci-dessus  3x+2£  +  c  =  a,  se 
nomment  des  équations  j  et  les  expressions  qui  indiquent 
les  opérations  qu'on  doit  faire  sur  les  nombres  connus  afin 
d'obtenir  les  nombres  inconnus,  se  nomment  des  formules. 

Pour  appliquer  la  formule  x  =  5 à  l'exemple  du 

n^  2,  on  remplace  a  par  890,  b  par  ii5,  c  par  180,  c'est- 
à-dire  que  Ton  pose  a  =  890,  b  =  ii5,c=i8o;on  trouve 
ainsi 

8qo  —  2  X  1 15  —  180 


X  =: 


=  160. 


10.  Supposons  que  l'on  veuille  partager  le  nombre  a  en 
quatre  parties,  de  manière  que  la  deuxième  surpasse  la 
première  de  h  ^  la  nvisième  surpasse  la  seconde  de  c ,  et 
la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  d. 
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La  première  partie  étant  désignée  par  x, 

a  seconde  partie  sera x  4-  &, 

iSL troisième x-h  b-h  c^ 

et  la  quatrième x  +  6-i-c-f-^; 

donc  la  somme  des  quatre  parties  sera. .   4^'^3&  +  ac+</. 

On  devra  donc  avoir  Téquation 

4x-f-3^4-2c-h''  =  rt| 
par  conséquent, 

4<r  =  a  —  3A—  2f  —  ^/, 
a  —  3^  —  2f  —  ^/ 

On  voit  par  cette  formule  que,  pour  obtenir  la  plus 
petite  partie,  il  faudra  soustraire  du  nombre  à  partager 
3  fois  rexcès  de  la  seconde  partie  sur  la  prenuère,  2  fois 
Fexcès  de  la  troisième  sur  la  seconde^  et  l'excès  de  la  qua- 
trième sur  la  troisième  y  puis  diviser  le  résultat  par  4. 

Il .  Supposons  encore  que  l'on  demande  de  partager  le 
nombre  a  en  cinq  parties ^  de  manière  que  la  deuxième  sur- 
passe la  première  de  b,  la  troisième  surpasse  la  deuxième 
dec^  la  quatrième  surpasse  la  troisième  de  d^  et  la  cin- 
quième surpasse  la  quatrième  de  e. 

En  raisonnant  comme  dans  les  exemples  précédents ,  on 
parviendra  à  la  formule 

a  —  4^  —  3r  —  2//  —  e 

_XJ  —  • 

'"  5 

c'est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  plus  petite  partie,  il 
faudra  soustraire  du  nombre  à  partager  4  fois  l'excès  de 
la  secontle  partie  sur  la  première ,  3  J'ois  V excès  de  la  troi" 
sième  sur  la  seconde  y  ^  fois  V  excès  de  la  quatrième  sur 
la  troisième^  et  enfin  l'excès  de  la  cinquième  sur  la  qua- 
hièmcj  puis  diviser  le  résultai  par  5. 
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12.  L'uniformité  des  r^les  auxquelles  on  parvient  dans 
les  différents  cas  que  nous  venons  de  considérer,  permet  de 
conclure  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  parties,  si  cha- 
cune déciles  doit  surpasser  la  précédente  d'une  quantité 
donnée,  il  faudra  soustraire  du  nombre  à  partager  Texcès 
de  la  seconde  partie  sur  la  première,  répété  autant  de  fois 
moins  une  qu'il  doit  y  avoir  de  parties,  Texcc^  de  la  troi-* 
sième  partie  sur  la  seconde,  répété  autant  de  fois  moins 
deux  qu*il  doit  y  avoir  de  parties,  Texcès  de  la  quatrième 
sur  la  troisième,  répété  autant  de  fois  moins  trois  qu^il  doit 
y  avoir  de  parties,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  Ton  sous- 
traira seulement  deux  fois  Texcès  de  la  pénultième  partie 
sur  Tantépénultième,  et  une  seule  fois  l'excès  de  la  dernière 
partie  sur  la  ])énultîènie:  le  reste  divisé  par  le  nombre  des 
parties  donnera  la  valeur  de  la  plus  petite  partie. 

Que  le  nombre  à  partagei'  soit  représenté  par  a ,  l'excès 
de  la  seconde  partie  sur  la  première  par  6,  l'excès  de  la  troi- 
sième sur  la  seconde  par  c ,  l'excès  de  la  quatrième  sur  la 
troisième  par  J,  ainsi  de  suite,  enfin  Texcès  de  la  pénul- 
tième sur  l'antépénultième  par  A*,  l'excès  de  la  dernière 
sur  la  pénultième  par  /:  et  désignons  le  nombre  des  parties 
par  // . 

Pour  indiquer  que  le  nombre  b  doit  être  répété  autant 
de  fois  moins  une  qu'il  y  a  de  parties,  ou  // —  i  fois,  on 
enferme  la  quantité  n  —  i  t»ntre  deux  parenthèses,  et  l'on 
éctrit  (n  —  ^)  X  ^^  ou  plus  simplement  [n  —  i)  />.  On  re- 
présente pareillement  par  (n  —  2)  c  le  produit  résultant  de 
l'excès  c  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  parties  moins 
deux,  par  (//  —  i)  d  le  produit  résultant  de  Texcès  d répété 
autant  de  fois  qu'il  y  a  de  parties  moins  trois ^  etc.  Alors  ^ 
i'.n  désignant  par  x  la  plus  petite  partie,  on  écrit  la  règle 
(|ui  vient  d'être  énoncée,  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 

a  —in—   \)b  —  {n  —  2)  c  —  (n  —  3)  ^/ .  • .  —  a  X'  —  / 
r      - ■■  ■  • 


n 
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On  doU  d'ailleurs  entendre  par  les  points  placés  enti*e  les 
quantités  (n  —  3)det  ^k  que ,  pour  chaque  valeur  de  /i ,  il 
faudra  écrire  entre  ces  quantités  les  excès  de  chaque  partie 
sur  la  précédente ,  depuis  la  cinquième  partie  jusqu'à  l'anté- 
pénultième ,  multiplies,  comme  les  précédents,  par  des  nom- 
bres qui  décroissent  d'une  unité  à  partir  de  n  —  4* 

Cet  exemple  fait  ressortir  toute  la  simplicité  des  nota- 
tions algébriques,  et  il  montre  en  même  temps  quel  degré 
de  généralité  ces  notations  permettent  de  faire  acquérir  â 
la  résolution  d*une  question. 

13.  Les  notations  nouvelles  dont  nous  venons  de  faire 
usage  se  rencontreront  fréquemment  dans  la  suite  ^  c'est 
pourquoi  elles  doivent  fixer  F  attention.  Il  est  donc  néces- 
saire de  se  rappeler  que  pour  indiquer  un  produit  dont  les 
facteurs  sont  représentés  par  des  lettres,  on  se  contente  d'é- 
crire ces  lettres  les  unes  à  côté  des  autres ,  sans  mettre  aucun 
signe  entre  elles  :  de  sorte  que  les  expressions  ai,  abc  sont 
r^ardées  comme  équivalentes  à  celles-ci  :  axb^  a'xbx^c. 

Il  faut  aussi  remarquer  qu'on  ne  doit  pas  confondre  les 
expressions  («  -f-  i)  X  <?  et  a-hb  Xc:  dans  la  première , 
les  parenthèses  servent  à  indiquer  que  l'addition  des  nom- 
bres aet  b  doit  être  eflectuée  avant  qu'on  ne  fasse  la  mul- 
tiplication ;  tandis  que  l'expression  a-\-  b^c  signifie  qu<? 
Ton  doit  ajouter  à  a  le  produit  b>c,c  on  bc.  Par  exemple , 
si  l'on  a  a  =  5,  i  =  3,  c  =  7,  l'expression  (fl-hA)Xc 
faut  8  X  7  ou  56,  et  l'expression  «  -h  i  x  c  vaut  5  -|-  ai 
ou  26. 

14.  On  a  souvent  à  résoudre  cette  question  :  Trouv^er 
deux  nombres  dont  on  connait  In  somme  et  la  différence. 
En  représentant  par  a  la  somme  donnée  des  deux  nombres , 
et  par  b  leur  diiierence,  la  question  revient  à  partager  le 
nombre  a  en  deux  parties  telles  que  Tune  surpasse  l'autre 
de  b  :  elle  n'est  donc  qu'un  cas  particulier  de  la  question  du 
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dV  12.  La  plus  petite  partie,  ou  le  plus  petit  des  deux  uom- 
bres  demandés ,  est  alors 

2 

11  en  résulte  que  la  plus  grande  partie,  ou  le  plus  grand 

des  deux  nombres  demandés,  est h  b.  Or,  d'après  la 

règle  connue  pour  l'addition  d'un  nombre  entier  et  d'une 
fraction,  on  peut  remplacer  la  dernière  expression  par 

:  d'ailleurs ,  il  est  clair  que  si  Ton  retranche  b 

de  a,  et  qu'on  ajoute  ensuite  2&  au  reste,  le  résultat  sera 
le  même  que  si  Ton  ajoutait  simplement  &  à  a«  Le  plus  grand 
des  deux  nombres  cherchés  est  donc 

a 


Ainsi,  on  obtient  le  plus  petit  des  deux  nombres  en 
retranchant  la  différence  de  ces  nombres  de  leur  somme, 
et  prenant  la  moitié  du  reste,  et  on  obtient  le  plus  grand 
nombre  en  ajoutant  la  différence  à  la  somme ^  et  prenant 
la  moitié  du  résultat. 

15.  Dans  les  questions  dont  nous  nous  sommes  occupés 
jusqu'ici ,  nous  n'avions  d'autre  objet  que  de  faire  connaître* 
l'origine  et  Futilité  des  notations  algébriques.  Nous  allons 
maintenant  résoudre  un  problème  qui  fera  voir  à  quelles 
sortes  de  règles  ces  notations  donnent  naissance. 

On  propose  à  un  marchand  un  lot  de  4^  pièces  d'é- 
tojffe  de  deux  qualités  différentes,  au  prix  commun  de 
il  fr.  par  pièce.  Le  marchand  juge  quen  achetant  à  ce 
prix  y  U  pourra  jaire  un  bénéfice  de  5  jr.  sur  chaque  pièce 
rie  la  qualité  supérieure,  et  il  perdra  4  fr^  sur  chacunt- 
des  antres.  Combien  doil'il  exiger  quon  lui  Hure  de  pièces 
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Je  la  nteiUeure  qualité ,  pour  qiCil  puisse  gagner  sur  la 
totalité  une  somme  égale  au  dixième  du  prix  d'achat? 

Représentons  par  x  le  nombre  de  pièces  que  le  marchand 
vendra  avec  bénéfice  ;  le  nombre  de  celles  qn^l  vendra  avec 
perte  sera  4<>  —  •^-  Le  bénéfice  produit  par  la  vente  de  x 
pièces  de  la  meilleure  qualité  sera  x  fois  5  fr.,  ou  5xfr.; 
U  perte  occasionnée  par  la  vente  des  pièces  de  la  qualité 
inférieure  sera  exprimée  par  le  produit  de  4^  —  x  par  4? 
ou  (4o  —  x)  X  4  7  et  comme  le  bénéfice  doit  excéder  la  perte 
de  128  fr.,  on  devra  avoir 

5x  —  (4o  — x)x4=  '28. 

Cette  équation  présente  une  complication  qui  n'existait 
pas  dans  les  équations  fournies  par  les  questions  précé- 
dentes, et  qui  consiste  en  ce  que  le  nombre  inconnu  se 
trouve  engagé  dans  une  soustraction  dont  le  résultat  doit 
être  répété  quatre  fois  et  soustrait  ensuite  de  la  quantité  5  x. 
Mais  avec  un  peu  d^attention,  on  découvre  facilement  le 
mojeii  de  faire  disparaître  cette  complication.  ' 

D'abord,  on  peut  obtenir  une  expression  du  produit 
(4o — x)x4  qui  soit  délivrée  de  parenthèses.  Il  est  clair,  en 
effet,  que  ce  produit  doit  être  égal  à  celui  de  4o  par  4)  dimi- 
nué de  celui  de  x  par  4  ^  or  le  produit  de  4o  par  4  est  160  ; 
on  a  donc  (4o  —  jr)x4=  160  —  J^x,  G>mme  le  produit 
(4o  —  x)  X  4  devait  être  soustrait  de  5  x,  il  faut  retran- 
cher de  5 X  la  quantité  160  —  4  ^*  Pour  indiquer  cette  opé- 
ration, on  devrait  encore  employer  les  parenthèses,  et 
mettre  5x — (160 — 4^)  ;  car  si  l'on  écrivait  5x — 160 — 4^^ 
cela  signifierait  que  Ton  doit  soustraire  160  de  5  x  et  sous- 
traire encore  ^x  du  reste;  de  sorte  que  la  quantité  Sx  serait 
réellement  diminuée  de  la  somme  des  quantités  160  et  4^* 
Mais  on  peut  obtenir  une  expression  de  l'opération  propo- 
sée sans  employer  de  parenthèses;  car  si  Ton  soustrait  d'à- 
hoid  16V)  de  5x,  le  reste  5x  -—  160  sera  trop  faible  de  jx. 
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puisqu'on  aura  soustrait  une  quantité  trop  forte  de  4J^î 
donc  le  véritable  reste  est  Sx —  i6o  +  4^- 

Au  moyen  de  ces   observations,    l'équation  ci-dessus 
5x  —  (4o  —  x)  x4=  ia8  se  change  dans  la  suivante: 

5x —  160  -+-  4jr=  128. 

Or  5x — 160  +  4^  ^st  évidemment  la  même  chose  que 
gx —  1605  donc 

9X  —  160  =  128. 
Oïl  conclut  de  là 

9x=  128 -h  160,     ou     9X  =  288, 

288 

JC  = ï        ou       X  ^  02. 

9 

Il  faut  doue  que  le  marchand  reçoive  32  pièces  de  la 
meilleure  qualité.  En  effet,  s'il  vend  32  pièces  avec  un  bé- 
néfice de  5  fr.  par  pièce,  il  gagne  160  fr.;  et  en  vendant  les 
8  autres  pièces  à  4  fr.  de  perte,  il  perd  32  fr.;  le  gain  qa'ïl 
fait  sur  la  totalité  est  donc  160  fr.  —  32  fr.,  ou  128  fr. 

16.  La  question  que  nous  venons  de  traiter  peut  être 
généralisée  de  cette  manière  : 

Partager  un  nombre  a  en  deux  parties  telles  que,  le 
produit  de  la  seconde  partie  par  c  étant  retranché  du 
produit  de  la  première  partie  par  b,  le  reste  soit  égal  à 
un  nombre  connu  d. 

Nommons  x  la  première  partie ,  la  seconde  sera  a  —  x^^ 
ri  renoncé  du  problème  se  traduira  par  l'équation 

bx  —  (a  —  x)yc.c  =1  d. 

En  raisonnant  comme  dans  l'exemple  précédent,  on  voit 
que ,  au  lieu  de  (a  —  a:)  X  <-* ,  on  peut  écrire  ac  —  ex , 
rt  pour  exprimer  le  reste  bx  —  (ac  —  ex) ,  on  peut  écrire 
hx  —  ac  -h  ex,  I/équation  ci-dessus  revient  donc  à 

hx  —  ac  -h  vx  =  fi. 


iK 
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La  somme  bx  +  ex  exprime  que  x  est  pris  autant  de  fois 
qa'il  y  a  d'unités  dans  la  somme  &  +  c,  ce  qui  pcnt  aussi 
sindiquer  par  (6  +  c)  x.  On  peut  donc  écrire  encore Tëqua- 
don  comme  il  suit  : 

[b  -^  c)x  —  ac-=:i  d\ 

alors  on  en  conclut  aisément 

(^  -H  c)  jr  =  r/ -H  aCy 
d-h  ac 


En  mettant  dans  cette  formule,  à  la  place  des  lettres,  les 
nombres  que  nous  ayons  d'abord  considéré^ ,  savoir,  a  =  4^^ 
fr=5,  c  =  4^  ^=  ^ ^8,  on  trouve 

_  ia8  4-4oX4_  128 -f-  i6o_a88  _ 
■*"       5^-4       ""     5  +  4     ""sT"" 

17.  En  généralisant  les  raisonnements  par  lesquels  on  a 
transformé  l'expression  bx — (a — a:)xc  en  bx — ac-hcx^ 
et  celle-ci  en  (6  H-  c)  x  —  ac ,  on  est  conduit  à  des  règles  au 
moyen  desquelles  on  pratique  sur  les  quantités  exprimées 
avec  des  lettres ,  qu'on  nomme  quantités  algébriques  ou  lit- 
térales, des  opérations  analogues  à  celles  de  l'arithmétique, 
et  qu'on  appelle  comme  celles-ci  addition ,  soustraction , 
multiplication  y  division  ;  ces  opérations  étant  toutefois  difTé- 
rentes  de  celles  de  Tarithmétique  en  ce  que,  dans  Talgèbre, 
comme  le  fait  remarquer  Lacroix  ,  les  résultats  des  diffé- 
rentes opérations  ne  sont  encore  que  des  indications  de 
calculs  à  effectuer^  et  ne  présentent  réellement  que  des 
transformations  des  opérations  primitii^ement  indiquées  en 
d'autres  qui  produisent  le  même  effets  mais  dont  récri- 
ture algébrique  est  plus  simple  ou  mieux  appropriée  aux 
besoins  de  la  question  que  l'on  traite, 

L*ensemble  de  ces  opérations  constitue  le  calcul  algé^ 
bnque. 
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18.  On  voit  aussi,  par  les  questions  dont  nous  nous 
sonunes  occupes,  que  la  résolution  d'un  problème  est,  en 
général ,  composée  de  deux  parties.  Dans  la  première  partie, 
on  cherche  à  former,  d'après  les  conditions  du  problème,  au 
moyen  des  quantités  connues  représentées  par  des  nombres 
ou  par  des  lettres ,  et  de  la  quantité  inconnue  toujours  ex- 
primée par  une  lettre ,  deux  expressions  différentes  d^une 
même  quantité,  et  on  les  égale.  Cela  s'appelle  mettre  le 
problème  en  équation.  Dans  la  seconde  partie,  on  déduit 
de  Téquation  la  valeur  de  la  quantité  inconnue ,  ce  qui  s*ap- 
pelle  résoudre  l'équation^  et  conmieles  raisonnements  qu'on 
emploie  dans  cette  seconde  partie  se  reproduisent  pour 
chaque  question  d'une  manière  uniforme,  on  peut  les  ré* 
duire  à  un  petit  nombre  de  règles  fixes. 

19.  Nous  exposerons  dans-les  chapitres  suivants  les  règles 
du  calcul  algébrique  et  celles  qui  conduisent  à  la  résolution 
des  équations  ;  mais  pour  pouvoir  expliquer  ces  règles  dans 
toute  leur  généralité ,  nous  devons  traiter  auparavant  un 
autre  sujet. 

Des  quantités  négatives, 

20.  Il  arrive  souvent  dans  Talgèbre  que  Ion  est  conduit 
à  une  soustraction  qui  ne  peut  pas  être  exécutée ,  parce  que* 
le  nombre  que  Ton  doit  soustraire  est  plus  grand  que  celui 
dont  il  faut  le  soustraire  ;  dans  ce  cas ,  on  retranche  le  plus 
petit  nombre  du  plus  grand ,  et  Ton  place  devant  le  reste  le 
signe — .  Si  l'on  a  à  soustraire,  par  exemple,  lo  de  7,  on 
dit  que  le  reste  est  —  3. 

Une  expression  formée  d*un  nombre  précédé  du  signe  — , 
comme  — 3,  se  nomme  quantité  soustractive  ou  négative. 
Par  opposition ,  on  regarde  les  nombres  qui  ne  sont  précé- 
dés d'aucuns  signes  comme  étant  affectés  du  signe  -4-,  et  on 
leur  donne  la  dénomination  de  quantités  additivrs  ou  po- 
sitwes. 
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La  valeur  absolue  ci*une  quantité  est  le  nombre  dont 
cette  fjnantité  est  formée ,  pris  indépendamment  du  signe 
qui  le  précède. 

21.  Supposons  qu^on  ait  exprimé  par  a  la  valeur  des 
biens  qu'une  personne  possède,  et  par  b  ce  qu'elle  doit.  Si  a 
r$t  plus  grand  que  i,  cette  personne  possédera  une  fortune 
égale  i  a  —  b\  si ,  au  contraire,  a  est  moindre  que  &,  elle 
sera  dans  le  même  cas  que  si  elle  ne  possédait  rien  et  devait 
une  somme  égale  à  6  —  a\  mais  on  pourra  comprendre  les 
deux  cas  dans  une  même  expression,  en  convenant  de  re- 
garder la  différence  a  —  b  comme  représentant  un  bien 
léd,  ou  une  dette,  selon  que  cette  différence  sera  positive 
oa  négative. 

Par  exemple,  si  l'on  a  a  =  2000  et  &  =  aSoo,  il  en  ré- 
soltera  a  —  i  =  —  5oo,  et  au  lieu  de  dire  que  la  personne 
dont  on  vent  exprimer  la  fortune  doit  5oo  fr.  au  delà  de  ce 
qa'elle  possède,  on  dira  qu'elle  possède  —  5oo  fr. 

Supposons  encore  que  a  représente  l'espace  qu'un  mobile 
a  parcouru  sur  une  droite ,  à  partir  d'un  point  fixe ,  dans 
on  sens  désigné ,  et  b  l'espace  dont  le  même  mobile  a  rétro- 
gradé par  un  mouvement  en  sens  contraire.  Si  b  est  moindre 
que  a ,  le  mobile  se  sera  éloigné  du  point  de  départ  d'une 
quantité  ^ale  à  a  —  &,  dans  le  sens  du  premier  mouve- 
ment ;  si ,  au  contraire,  b  est  plus  grand  que  a ,  le  mobile  sera 
distant  du  point  de  départ ,  dans  la  direction  opposée,  d'une 
quantité  égale  k  b  —  a;  et  on  pourra  représenter  dans  les 
deux  cas  la  distance  du  mobile  au  point  de  départ  par  la 
différence  a  —  6,  en  convenant  que  cette  distance  devra  être 
prise  dans  le  sens  du  premier  mouvemc^nt ,  ou  dans  le  sens 
du  second,  suivant  que  la  quantité  a  —  b  sera  positive  ou 
négative. 

22.  Ces  exemples  montrent  conmient  les  quantités  peu- 
\ent  se  présenter  sous  deux  acceptions  opposées,  qui  cor- 
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respondent  aux  idées  d^augmentation  et  de  diminution  cïx- 
primées  par  les  signes  +  et  — .  C^est  cette  considération 
qui  a  conduit  les  algébristes  à  introduire  les  quantités  n^a- 
tives  dans  leurs  calculs,  en  adoptant  des  conventions  au 
moyen  desquelles  ils  étendent,  par  rapport  à  ces  quanti- 
tés ,  le  sens  des  quatre  opérations ,  Addition ,  Soustraction , 
Multiplication,  Division,  comme  nous  allons  Tcxpliquer. 

23.  On  ajoute  deux  quantités  de  signes  contraùes^  en 
prenant  la  différence  de  leurs  valeurs  absolues,  et  Vctffec^ 
tant  du  signe  de  la  quantité  dont  la  valeur  est  la  plus 
grande  y 

Et  pour  ajouter  deux  quantités  négatii^es,  on  fait  la 
somme  des  valeurs  absolues  de  ces  quantités,  et  on  Vaf» 
fecte  du  signe  — . 

Ainsi,  par  exemple,  la  somme  des  deux  quantités  +8 
et  —  5  est  -h  3  ;  celle  de  —  8  et-+-  5  est  —  3  ;  celle  de  —  8 
et  —  5  est  —  1 3 . 

24.  On  soustrait  une  quantité  d\uie  autre,  en  ajoutant 
à  celle-ci  la  quantité  qu  il  faut  soustraire ,  prise  a\^ec  le 
signe  contraire  à  celui  dont  elle  est  affectée. 

'  Ainsi,  si  de  H-  7  on  soustrait  —  3,  le  reste  est  -f-  7  H-  3 
ou  —  10 ;  si  de  —  7  on  soustrait  H-  3,  le  reste  est  —  7  —  3 
ou  —  10;  si  de  —  7  on  soustrait  —  3,  le  reste  est  —  7-4-  3 
ou  —  4  î  si  de  —  7  on  soustrait  —  11,  le  reste  est  —  7  -h  11 
ou  -H  4« 

Le  reste  est  toujours  ce  qu'il  faut  ajouter  h  la  quantité 
que  Von  a  soustraite  pour  obtenir  celle  dont  on  a  soustrait. 
Car  si  Ton  demande  la  quantité  qu  il  faut  ajouter  à  —  3 
pour  obtenir  une  somme  égale  à  -♦-  7,  cette  quantité  devra 
être  positive  et  telle  que,  si  Ton  en  retranche  3,  on  ait 
pour  reste  7  :  elle  sera  donc  égale  à  7  4-  3.  Si  l'on  demande 
la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  -h  3  pour  avoir  —  7,  cette 
quantité  devra  être  négative  et  numéricpiement  égale  à  la 
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quantité  qui,  dimiuuëe  de  3,  donnerait  7;  elle  sera  donc 
égale  k  —  7  —  3.  On  voit  de  la  même  manière  que  la  quan- 
tité qu'il  faut  ajouter  à  —  3  pour  avoir  —  7  est  —  7  -f-  3  ; 
H  la  quantité  qu'il  faut  ajouter  à  —  l'i  pour  avoir  —  7  est 

—  7  -+-  1 1  -  La  proposition  que  nous  avons  énoncée  se  trouve 
ainsi  vérifiée  pour  tous  les  cas  que  la  soustraction  peut 
odrir,  quand  on  y  considère  des  quantités  négatives. 

25.    Si  Ton  a  à  ajouter  les  cinq  quantités  — 2,  -f- 5, 
— 13,  — 4  et  -1-8,  il  faudra  d'abord  faire  la  somme  de 

—  a  et  de  4-  5,  laquelle  est  -f-  35  on  ajoutera  ensuite  —  i3 
k  celte  somme,  ce  qui  donnera  —  io;à  —  10  on  ajoutera 

—  4<)  ce  q^*  donnera  —  i4 ;  enfin  à  —  i4  on  ajoutera  -f-  8, 
ce  qui  donnera  —  6.  Ce  dernier  résultat  est  la  somme  de- 
mandée. 

On  peut  calculer  d*abord  la  somme  des  quantités  néga- 
ûves  —  2,  —  i3  et  —  4^  laquelle  est  —  19,  puis  celle  des 
quantités  positives  -H  5  et  -h  8  qui  est  H-  i3;  en  faisant 
ensuite  la  somme  des  deux  quantités  —  19  et  H-  1 3,  on  a 
comme  précédemment,  pour  résultat ,  —  6. 

11  est  clair  qu'il  en  serait  de  même  dans  tout  autre  exem- 
ple. Ainsi, 

Pour  obtenir  la  somme  fie  plusieurs  quantités  affectées 
des  signes  -^  et  — ,  il  faut  calculer  la  somme  fies  valeurs 
numériques  des  quantités  positi^^cs,  celle  des  valeurs  nU" 
mériques  des  quantités  négafiueSy  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande,  et  mettre  déviant  le  reste  le 
signe  des  quantités  qui  ont  donné  la  plus  grande  somme. 
Quand  l'addition  doit  être  seulement  indiquée,  il  suffit 
d'écrire  les  quantités  les  unes  a  la  suite  des  autres  avec 
leurs  signes  \  ainsi ,  dans  l'exemple  qui  précède ,  la  somme 
s'indique  par 

—  24-5—  i3  —  4-+-8. 

On  voit,  en  eifet,  en  efl*ectuant  les  opérations  indiquées 
5*  édit,  2 
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dans  cette  expression ,  qu'elles  ne  diffèrent  pas  de  celles  qui 
ont  été  faites  ci-dessus. 

96.  11  faut  remarquer  que ,  d'après  le  sens  qu'on  vient  de 
donner  à  Faddition ,  cette  opération  n'entraîne  pas  toujours 
ridée  d'une  augmentation;  et  il  peut  arriver  qu'une  somme 
soit  moindre  que  chacune  des  parties  qui  la  composent. 
Par  rapport  à  cette  manière  d'envisager  Taddition ,  on  donne 
au  résultat  le  nom  de  somme  afgébn'que ,  tandis  qu*une 
somme  formée  en  ayant  seidement  égard  aux  valeurs  abso- 
lues des  parties  qui  la  composent ,  est  appelée  somme  arith- 
métique, 

27.  Pour  la  multiplication  ^  lorsque  le  multiplicateur  a 
le  signe  +,  on  donne  au  produit  le  signe  du  multiplia' 
cande,  et  lorsque  le  multiplicateur  a  le  signe  — ,  on  donne 
au  produit  le  signe  contraire  à  celui  du  miJtiplicande.  La 
valeur  absolue  du  produit  est  d'ailleurs  le  produit  des  va- 
leurs absolues  des  facteurs. 

D'après  cette  règle ,  le  produit  de  -h  7  par  -K  3  est  -h  a  i  -, 
celui  de  —  7  par  -f-  3  est  —  21;  celui  de  -f-  7  par  —  3  est 
paiement  —  ai;  celui  de  —  7  par  —  3  est  plus  2 1 . 

Pour  indiquer  d'une  manière  plus  sensible  le  signe  que  le 
produit  doit  recevoir,  on  peut  énoncer  la  rt'gic  précédente* 
de  cette  autre  manière  : 

Le  prodMià  de  deux  quantités  affectées  du  signe  H-,  a 
le  signe '-\-\ 

Le  produit  de  deux  quantités  dont  Vune  est  affectée  du 
signe  -f-  et  Vautre  du  signe  — ,  a  le  signe  — ; 

Le  produit  de  deux  quantités  affectées  du  signe  — ,  a 
le  signe  -f-. 

On  dit  aussi  abréviativement  que  -f-  multiplié  par  -h 
donne  -+-  ;  —  multiplié  par  -h  cf  -i-  multiplié  par  —  don- 
nent  — -^  et  —  multiplié  par  —  donne  -t-. 

On  peut  appliquer  à  la  multiplication  d'une  quantité  lit'-- 
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gative  par  une  quantité  positive,  la  définition  de  la  multi- 
plication en  arithmétique:  on  voit  ainsi  que  le  produit  doit 
être  négatif;  car  le  produit  de  —  7  par  -h  3,  par  exemple , 
doit  c^tre  la  somme  de  trois  quantités  égales  à  —  7,  la- 
quelle est  —  21.  Mais  quand  le  multiplicateur  est  négatif, 
la  multiplication  ne  peut  plus  être  exécutée  suivant  la  si- 
gnification qu^ellc  a  reçue  en  arithmétique;  et  la  règle 
ci-dessus  nest,  dans  ce  cas,  que  la  définition  même  de 
Topera  tion. 

28.  La  division  consiste,  comme  en  Arithmétique,  k 
trouver  une  quantité  qui , ^multipliée  par  le  diviseur,  repro- 
duise le  dividende.  Il  suit  de  cette  définition  que,  lorsque  le 
dividende  a  le  signe  -h,  le  quotient  doà  auoîr  le  même 
signe  que  le  dii^iseur;  car  pour  que  le  produit  de  deux  fac- 
teurs soit  positif,  il  faut  que  les  deux  facteurs  aient  le  même 
signe.  Ainsi ,  le  quotient  de  H-  8  par  -h  a  est  H-  4»  ^^  celui 
de  -h  8  par  —  2  est  — 4*  Lorsque  le  dii^idende  a  le  signe  — , 
le  quotient  doit  ai^oir  le  signe  contraire  à  celui  du  diviseur^ 
car,  pour  que  le  produit  de  deux  facteurs  soit  négatif,  il 
faut  que  les  deux  facteurs  aient  des  signes  contraires.  Ainsi , 
le  quotient  de  —  8  par  -1-2  est  —  4?  et  celui  de  —  8  par 
—  2  est  -h  4- 

On  peut  aussi  exprimer  ces  r^les  de  cette  autre  ma- 
nière: 

Quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le 
signe  -h,  le  quotient  a  le  signe  -f-5 

Quand  le  dividende  a  le  signe  -h  et  le  diviseur  le 
signe  — ,  ou  quand  le  dividende  a  le  signe  —  et  le  divi- 
seur le  signe  -H,  le  quotient  a  le  signe  — \ 

Quand  le  dividende  et  le  diviseur  ont  tous  deux  le 
signe  — ,  le  quotient  a  le  signe  +. 

On  dit  encore,  abréviativement ,  que  H-  divisé  par  -|- 
donne  -f-  ;  -f-  divisé  par  —  ou  —  divisé  par  -H  donne  —  ; 
et  —  divisé  par  —  donne  -H- 
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29.  Si  d'un  nombre  tel  que  lo,  par  exemple,  on  rr- 
tranche  successivement  les  nombres  i ,  2,  3,  4)  •  •  •  9  1*^9  c>i^ 
obtiendra  d^abord  des  restes  positifs  de  plus  en  plus  petits  « 
puis  on  parviendra  à  un  reste  nul;  et  en  continuant  à  sous- 
traire du  même  nombre  10  les  nombres  11,  12,  i3,  i4)  etc., 
on  produira  les  quantités  n^atives  —  i ,  —  2,  — 3,  etc. 
On  dit,  par  cette  raison,  que  les  quantités  négalwes  doi- 
i^cnt  être  regardées  comme  étant  plus  petites  que  zéro  y  et 
d'autant  plus  petites  que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus 
grandes.  Ce  n'est  là ,  du  reste,  qu'une  convention ,  ou  plu- 
tôt une  forme  de  langage  dont  on  appréciera  Tutilité^dans 
la  suite. 

En  faisant  usage  des  lignes  d'inégalité  (n^  4) ,  on  a 

—  3<o,     — 4<C — 3,  .ou  bien     o> — 3,     — 3>  —  4* 

30.  Nous  allons  montrer,  par  un  problème ,  un  exemple 
des  avantages  que  procure,  dans  Talgèbre,  Temploi  des 
quantités  négatives.  Pour  que  ce  problème  pût  être  aisé- 
ment compris ,  nous  avons  commencé  par  le  résoudre  en 
prenant  les  données  en  nombres  \  c^est  en  le  généralisant 
après  que  nous  le  ferons  servir  à  l'objet  que  nous  avons 
en  vue. 

On  a  fait  partir  de  Paris  pour  Bayonne  un  courrier  qui 
parcourt  12  hi/omètœs  dans  une  heure  ^  10  heures  après, 
on  fait  partir  un  second  courtier  qui  parcourt  i5  kilomètres 
dans  une  heure.  On  demande  à  quelle  distance  de  Bayonne 
celui" ci  rejoindra  le  premier?  (La  distance  de  Paris  à 
Bayonne  est  de  801  kilomètres.) 

Puisque  le  premier  courrier  parcourt  12  kil.  en  une 
heure,  et  part  10  heures  avant  le  second,  il  a  parcouru  pen- 
dant ce  temps  120  kil.;  donc,  au  moment  du  départ  du  se- 
cond ,  il  se  trouve  éloigné  de  Bayonne  de  80 1  —  1 20,  ou 
68 1  kil.  Représentons  par  x  la  distance  que  les  deux  cour- 
riers devront  encore  parcourir,  après  Tinstant  de  leur  ren- 
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contre,  pour  arriver  au  lieu  de  leur  destination.  Les  espaces 
qa'îls  auront  parcourus  depuis  Tinstant  du  départ  du  se- 
cond jusqu'au  moment  de  la  rencontre,  seront  801  —  x  et 
681  —  X.  Or,  ces  espaces  ayant  été  parcourus  dans  le  même 
temps,  il  faudra  qu'ils  soient  proportionnels  aux  espaces 
que  les  deux  courriers  parcourent  en  ime  heure.  On  devra 
donc  avoir 

Soi  — X  :  681  —  X  ::  i5  :  12. 

On  conclut  de  là ,  en  égalant  le  produit  des  exti*èmes  au 
produit  des  moyens, 

(801  —  X)  X  12  =  (68i  —  x)  X  i5. 

Le  produit  de  801  —  x  par  1 2  est  la  même  chose  que  le 
produit  de  80  (  par  1 2  diminué  de  celui  de  x  par  1 2 ,  c^est*- 
a-dire  801X12  —  120:  ou  9612  —  12 x\  de  même, 
(681 — jc)Xi5équivautà68iXi5 — i5x, ou  io2i5 — iSjt*. 
L'équation  ci-dessus  revient  donc  a 

g6i2  —  i2x=  io2i5  —  i5x. 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée,  il  faut  que 
1 5  X  surpasse  1 2  x  d'autant  que  1 02 1 5  surpasse  961 2  ^  ainsi 

l5x —  I2X=:::l02l5 — [fi^^* 

i5x —  12X  est  la  même  chose  que  5x^  et  en  retranchant 
9612  de  I02i5,  on  a  pour  reste  6o3;  donc 

3x  =  6o3,     d*où    x=2oi. 

Les  deux  courriers  se  rencontreront  donc  à  201  kil.  de 
Bayonne. 

On  vérifie  aisément  Texactitude  de  cette  solution  ;  car  pour 
que  le  courrier  qui  est  parti  le  premier  ne  soit  plus  éloigné 
de  Bayonne  que  de  201  kil.,  il  faut  qu'il  ait  parcouru,  de- 
puis le  moment  du  départ  du  second  courrier,  681^ —  20 1  kil . , 
ou  48<>  ^ii"i  et  puisqu'il  fait  12  kil.  par  heure,  il  a  dû 
marcher  pendant  un  nombre  d'heures  égal  au  quotient 
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de  480  par  12,  ou  4o.  Pour  que  le  second  courrier  ne  soit 
plus  éloigna  de  Bayonne  que  de  201  kil.,  il  faut  qu'il  ait 
parcouru  801  —  201  kil.,  ou  600  kil.  ;  et  puisqu'il  fait 
i5  kil.  par  heure,  il  a  dû  marcher  pendant  un  nombre 
d'heun^s  égal  au  quotient  de  600  par  i5  ou  4o.  Le  second 
courrier  rejoinilra  donc  le  premier  à  201  kil.  de  Bayonne. 

31 .  La  question  précédente  peut  être  généralisée  ainsi  : 
Deux  mobiles  M  at  jN  5e?  uieuv^ent  sur  une  ligne  droite 
XY,  ai^ec  des  vitesses  constantes  m  et  n  y  et  dans  la  même 
direction  deH.  enY.  On  sait  que,  lorsque  le  mobile  M  est 
parvenu  au  point  A  qui  est  distant  du  point  C  d*une  quan- 
tité connue  a ,  le  mobile  N  se  trouvée  au  point  B  qui  est 
éloigné  du  même  point  C  d'une  autre  quantité  connue  b. 
On  demande  à  quelle  distance  du  point  C  les  deux  mo- 
biles se  rencontrant  (*)? 

V  M  N  Y 


R'\  A  B  R  C  R' 

Si  Ton  suppose  que  les  deux  mobiles  ne  commencent  à 
se  mouvoir  qu'à  partir  des  points  A  et  B,  il  faudra,  pour 
qu'ils  puissent  se  joindre,  que  le  mobile  M  qui  est  d'abord 
en  arrière  aille  plus  vite  que  l'autre,  c'est-à-dire  qu'il  fau- 
dra que  l'on  ait  m^  n.  Mais ,  en  admettant  que  cette  condi- 
tion soit  remplie,  on  aura  deux  cas  à  considérer:  celui  où 
les  deux  mobiles  devront  se  rencontrer  avant  d'avoir  atteint 
le  point  C ,  et  celui  où  ils  ne  pourront  se  rencontrer  qu'a- 
près avoir  passe  par  ce  point. 

Supposons  que  la  rencontre  ait  lieu  au  point  R  situé 

(*)  Loraqu'nii  corps  en  moitvemenl  pareoorides  espaces  égaux  dans  du» 
lemps  éQRUi ,  00  appelle  vitesse  de  ce  corps  Tespaee  qull  parcourt  dans 
Punifté  de  temps;  ainsi,  en  disant  que  les  vitesses  des  deux  mobiles  sont  m 
et  n,  on  entend  que,  dans  Tunité  de  temps ,  le  premier  mobile  parcourt  un 
espace  égal  à  m  fois  Puni  té  de  distance,  et  le  second  mobile  parcourt  un 
enlace  égil  à  fi  fois  oettc  unité. 
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entre  B  et  C,  et  désignons  par  x  la  distance  CR  qu'il  s'agit 
<ie  trouver.  La  distance  AR  sera  a  —  x,  la  distance  BR  sera 
b  —  x\  et  puisque  ces  distances  seront  parcourues  dans  le 
même  temps,  elles  seront  proportionnelles  aux  vitesses  dfs 
deux  mobiles,  de  sorte  que  Ton  aura 

a  —  x\  h  —  X  \\  m  \  n\     d'où     n{a  —  a*)  =  m (6  —  j:) . 

Les  eicpressions  n  (a  —  x)  et  m  (6  —  x)  peuvent  rtro 
remplacées  par  na  —  fix  et  mh  —  mx  \  de  sorte  que  Téqua- 
tion  n\a  —  x)  =  m(ft  —  x)  revient  à 

na  —  AT  =  mh  —  mx. 

ni  étant  plus  grand  que  n ,  mx  sera  plus  grand  que  nx  \  par 
conséquent,  pour  que  la  dernière  équation  puisse  être  vé- 
rifiée, il  faudra  quem6  soit  plus  grand  que  na^  et  Texcès 
de  mx  sur  nx  devra  être  ^al  à  Texcès  de  nib  sur  fui  \  vv.  cjui 

>'exprime  ainsi 

mx  —  NX  =  mh  —  na  ; 

t't  comme  mx  —  nx  est  la  même  chose  que  (m  —  n)x  ^ 

mb  —  na 


X  =z 


m  —  n 


32.  Si  les  deux  mobiles  ac  peuvent  se  rencontrer  (|u*au 
delà  du  point  C,  soit  R'  le  point  de  rencontre,  et  désignons 
la  distance  CR'  par  x.  Les  distances  AR'  et  RR'  seront  a-hx 
et  A  -f-x;  et  l'on  devra  avoir 

a -h  X  :  b -hx  ::  m  :  n,     d'où     N{a -\- x\  =  m{b -\- x). 

On  peut  remplacer  les  expressions  n(a-f-x)  et  m(&-f-x) 
par  na  +  nx  et  mb  -h  mx  ;  de  sorte  que  la  dernière  équa- 
tion est  la  même  chose  que 

na  -\-  nx  ■=:  mh  -\-  mx. 

On  conclut  de  celle-ci. 

me  —  nx  =  na  —  mh  ; 
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donc  ^' 

na  —  mb  ^■ 


m-^  n 


33.  Au  lieu  de  supposer  que  les  mobiles  ne  commencent 
à  se  mouvoir  qu'à  partir  des  points  A  et  B,  on  peut  conce- 
voir quHIs  parviennent  à  ces  points  après  avoir  été  en 
marche  depuis  un  temps  indéfini  dans  la  direction  XA.  De 
cette  manière,  le  problème  ne  cessera  pas  d'admettre  une 
solution  si ,  au  lieu  d'avoir  m>  /i ,  on  a  au  contraire  /n<  n. 
Car  si  le  mobile  N ,  animé  de  la  plus  grande  vitesse,  et  par- 
venant au  point  B  à  l'instant  où  Tautre  mobile  parvient 
en  A ,  s'est /trouvé  d'abord  en  arrière  de  celui-ci ,  il  aura  dû 
le  rencontrer  en  quelque  point  en  deçà  de  A. 

Soit  R'^  le  point  de  rencontre,  et  désignons  la  distance 
CR''para:.  Les  distances  Wk  et  R''B  seront  x — a  et  x — b\ 
et  puisque  les  mol^iles  parviennent  au  même  instant  Fun 
en  A  et  l'autre  en  B,  on  devra  avoir 

X  —  a  '.  X  —  b  \\  m  :  n^     d-où     n(x  —  «)  =  m  [x  —  b). 
L'équation  n  [x  —  a)  =  m  [x  —  b)  peut  s'écrire 

nx  ' —  na  =  mx  —  mb. 
On  conclut  de  celle-ci ,  à  cause  de  n^m^ 

nx  —  mx  =:  na  —  mb  ; 

donc 

na  —  mb 


X  = 


m 


34.  Appliquons  maintenant  les  formules  que  nous  ve- 
nons d'obtenir. 

Pour  l'exemple  que  nous  avons  considéré  dans  le  n°  30, 
il  faut  faire  dans  la  formule  du  n°  31 ,  a  =  8oi ,  &  =  68i , 
f^t  =  1 5,  71  =  1 2 ,  ce  qui  donne 

i5  X  68i  —  !2  xBoi        ,,  , 

X  = -^ 5       d  OU      .<•  ^=  20  I  . 

l5  —  12 
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Supposons  a=io8"',  i  =  80",  m  =11",  /insg"'.  Si 
Vou  met  ces  valeui^s  dans  la  formule  du  n^3i,  on  trou- 
Tera 

880  — -  972       —  92 
II  — 9     —     2 

Pour  éviter  la  solution  négative ,  il  faudrait  mettre  les 
▼aleors  de  a^  b^  m^  n  dans  la  formule  du  n^  32,  ce  qui 
dmnerait  x  =  46;  ainsi  les  deux  mobiles  se  rencontrent  en 
un  point  situé  au  delà  du  point  C,  et  qui  en  est  éloigné  de 
46 mètres.  Mais  on  peut  parvenir  à  cette  conclusion  d'après 
la  Yalenr  négative  x  =  —  46,  sans  se  reporter  à  ce  qui  a  été 
dit  dans  le  n^  32.  En  elTet,  reprenons  réquation  du  n^  31 , 
71  (n — x)=m(b — x),  et  faisons  dans  cette  équation a= 108, 
b  =  80,  m=  II,  /i  =  g,a:=  —  46«  Les diiférences a  —  x 
et  i  — X  deviennent  alors  108  -I-  46  et  80  -h  46,  de  sorte 
que  le  premier  membre  est  9(108  +  46)  ^^  i386,  le  second 
membre  est  1 1  (80  +  46)  ou  i386,  et  Féquation  est  vériGée. 
Or,  d'après Tégalité  9(108-1-46)  =  11  (80 -h 46)?  on  recon- 
naît que  riiiconiiue  x  deviendrait  positive  en  conservant  la 
même  valeur  numérique,  si ,  au  lieu  de  Péquation  ci-dessus, 
on  prenait  la  suivante  n[a-hx  =  m(b  -\-x).  Il  suit  de  là 
que  les  distances  du  point  de  rencontre  aux  points  A  et  13, 
qui  doivent  être  proportionnelles  aux  nombres  m  et  n ,  au 
lieu  d'être  exprimées  par  a  —  x  et  b  —  jr,  doivent  être 
a-hx  et  6  -h  x;  ce  cpii  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  le  cas 
où  le  point  de  rencontre  est  au  delà  du  point  C. 

Supposons  pour  dernier  exemple  a  =  80,  i  ==  72,  m =9, 
/i  =  1 1 .  Comme  on  a  n^m^  il  faut  mettre  ces  nombres 
dans  la  formule  du  n*'  33;  on  trouve  ainsi  x  =  1 16,  ce  qui 
fait  connaître  que  les  deux  mobiles  se  sont  rencontrés  en 
deçà  des  points  A  et  K,  en  un  point  distant  de  1 16  mètres 
du  point  C.  Mais  la  formule  du  n^  31  conduit  au  même 
résultai;  car,  en  y  mettant  les  nombres  ri-<lrssus,  on  trouve 
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X  =  --'— ou  X'  = î  d  ou  1  on  conclul  par  les 

9—11  —2 

règles  du  n**  28,  ,r  =  1 16. 

On  voit  par  ces  exemples  que  dans  chacun  des  trois  cas 
que  nous  avons  successivement  considérés  dans  les  n"'  31, 
32  et  33,  la  solution  peut  toujours  se  déduire  de  la  pre- 
mière formule. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  ce  que  nous  diso^  ici  de 
la  formule  du  n*'  31  s'applique  également  à  chactiiie  des 
deux  autres  formules  :  si  Ton  mettait,  par  exemple,  dans 
la  formule  du  n^  32,  qu'on  a  obtenue  en  considérant  le  cas 
où  le  point  de  rencontre  est  au  delà  de  C,  des  nombres  tels 
que  ce  point  dût  être  à  gauche  de  C,  on  trouverait  pour 
Tinconnue  j:  une  quantité  négative,  dont  la  valeur  abso- 
lue exprimerait  toujours  la  distance  cherchée. 

35.  La  question  dont  nous  venons  de  nous  ocituper  peut 
être  modifiée  de  diverses  manièiTs.  On  peut  supposer,  par 
exemple,  que  les  deux  mobiles  partent  des  deux  points  A 
et  B  situés  de  part  et  d'autre  du  point  C ,  et  se  dirigent  l'un 
vers  Tautre  : 

M  N 

■O G 


A  R  C  R'  B 

Dans  ce  cas,  la  rencontre  peut  avoir  lieu  entre  C  et  A  en 
un  point  tel  que  R,  ou  entre  C  et  B  eu  un  point  tel  que  R'. 
On  pourra  mettre  le  problème  en  équation  en  adoptant 
Tune  ou  l'autre  de  ces  deux  suppositions,  et  la  formule  qu'on 
obtiendra  donnera  encore  lieu  à  des  observations  semblables 
à  celles  que  nous  venons  de  faire  :  c'est-à-dire  que  c«tte 
formule  conduira  à  une  valeur  positive  de  l'inconnue,  lors- 
que les  valeurs  particulières  qu'on  attribuera  aux  données 
s'accorderont  avec  la  supposition  qu'on  aura  adoptée;  et 
(^lle  donnera ,  au  contraire ,  une  valeur  négative  de  l'incon- 
nue, quand  les  valeurs  particulières  des  données  ne  s'accor- 
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deront  pas  avec  la  supposition.  IVIais  ce  que  nous  voulons 
nrtout  faire  remarquer,  c'est  que  la  solution  de  ce  nou- 
veau problème  pourra  encore  être  donnée  par  la  formule 
dn  n"  31 . 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que  le  mobile  M  parcoure 
9  mètres  dans  F  unité  de  temps,  que  le  mobile  M  parcoure 
II  mètres  dans  le  même  intervalle,  que  la  distance  ÂC  soit 
de  i4o  mètres,  la  distance  BC  de  80  mètres,  et  que  les  deux 
mobiles  se  rencontrent  en  un  point  R  situé  entre  x\  et  C 
En  représentant  la  distance  CR  par  jr,  les  distances  AR  et 
BR  seront  i4o  —  x  et  80-+-X;  et  comme  elles  devront 
être  parcourues  dans  le  même  temps  par  les  deux  mobiles, 
il  faudra  que  Ton  ait 

i4o— JT  :  80 -4-x  ::9  :  Il  ;     d'où      11  (i4o  — x)=:9(8o-H  «). 

L'équation  1 1  (i  4o — J^)=:  9  (Bo-f-x)  ne  parait  pas  d'abord 
susceptible  d'être  comparée  a  Téquation  qu'on  a  considérée 
dans  le  n**  31 ,  savoir,  n[a  —  x)  =  m  {b  —  x)  ;  mais  ces  deux 
équations  peuvent  être  écrites  comme  il  suit  : 

a  —  X       b  —  X       i4o  —  X       8o-4-x 


5 


m  n  9  II 

Pour  que  le  second  membre  de  la  première  équation  de- 
vienne le  second  membre  de  la  seconde  équation,  il  suffit 

de  remplacer  b  par  —  80  et  /i  par  —  11  :  la  fraction 

, 80 X 

devient  ainsi ;  or  cette  dernière  expression  équi- 


vaut à  — I^^.  Il  suit  de  là  que  l'on  obtiendra  la  valeur  de  x 

qui  convient  à  la  question  actuelle,  en  faisant,  dans  la  for- 

mulex= »  i  =  —  80,  /ï  =  — II, «=  i4o,m  =  95 

oe  qui  reyi^al  à  prendre  dans  cette  formule  avec  des  signes 
contraires  les  donuées  b  et/i,  qui  se  rapportent  au  mobile  ^ 
dont  le  mouvement  a  lieu  suivant  une  dirertion  opposéi*  à 
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celle  qu'on  lui  attribuait  dans  le  problème  du  n°  31.  On 
trouve  de  cette  manière 

__9X(— 80)  — (—  ii)x  i4o_—  720 -H  '54o_^ 
9  — (  —  11)  20  ^ 

11  est  facile  de  s'assurer  à  posteriori  que  la  valeur  x  =  4  < 
est,  en  eflet,  celle  qui  satisfait  à  la  question. 

Des  symboles  —  et  — 
•^  00 

36.  Quand  on  fait  m=  n  dans  la  formule  x  = -  » 

le  dénominateur  est  réduit  à  zéro,  et  si  l'on  n'a  pas  a  =  &  , 
le  numérateur  na  —  mb  est  une  quantité  différente  de  zéro  i 
de  sorte  qu^en  représentant  cette  quantité  parp,  la  formule 
devient 

o 

En  se  reportant  à  la  question  qui  nous  a  conduits  a  la 
formule  ci-dessus,  on  voit  que  dans  les  suppositions  que 
nous  examinons  actuellement,  les  deux  mobiles  ne  peuvent 
plus  se  rencontrer j  puisque,  leurs  vitesses  étant  égales,  ils 
conserveront  toujours  entre  eux  le  même  intervalle.  L'ex- 
pression -  qu'on  obtient  pour  x  indique  celte  conclusion^ 

car  elle  marque,  d'après  le  sens  de  la  division,  que  la  quan- 
tité cherchée  x  devrait  être  telle  qu'en  la  multipliant  par 
zéro ,  on  eût  un  produit  égal  à  p ,  et  puisque  p  est  différent 
de  zéro,  il  n'existe  pas  de  quantité  qui  satisfasse  à  cette 
condition. 

Si  Ton  divisait  successivement  la  quantité  p  par  les  nom- 
bres décroissants  i,  tî,  7-J7,  tït^?  etc.,  on  obtiendrait  les 
quotients  p,  10  p,  1 00  p,  looop,  etc.  Ces  quotients  vont  en 
augmentant,  et  quelle  que  soit  la  quantité/',  on  peut  tou- 
jours prendre  le  diviseur  assez  petit  pour  que  le  quotient 
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4c\lenne   aussi  grand  qu'on  le  voudra.  Il  suit  de  là  que  le 

fnnbolc  —  exprime  le  dernier  état  d^unc  grandeur  qui  croit 

ndéiinîiixeiit.  On  dit  par  cette  raison  que  ce  symbole  repré- 
ipnte  Y  infini. 

Dans  la  question  du  n®  31 ,  il  est  clair  que ,  si  la  différence 
des  vitesses  m  et  n  diminue  de  manière  à  s'approcher  autant 
qo^on  le  voudra  de  zéro,  les  distances  ael  b  restant  con- 
stantes ,  la  distance  du  point  de  rencontre  des  mobiles  au 
point  C  augmentera,  et  pourra  devenir  plus  grande  que  tout 
quantité  assignable  ;  et  au  lieu  de  dire,  lorsque  m  =  n^  que 
les  mobiles  ne  se  rencontrent  pas,  on  peut  dire  qu^ils  se 
rencontrent  à  Tinfini . 

37.  Quand  on  suppose  dans  la  formule  ci-dessus  h  =  a 
f  t  m  =  /i ,  il  vient 


xs=  — 


o 
o 


Or,  par  quelque  nombre  que  Ton  multiplie  zéro,  le  produit 
est  toujours  égal  à  zéro  \  on  peut  donc  prendre  pour  le  quo- 
tient de  zéro  par  zéro  tel  nombre  que  Ton  veut.  La  formule 
indique  ainsi  que  le  lieu  de  la  rencontre  des  mobiles  est  in~ 
déterminé:  c^est  en  effet  ce  que  l'on  reconnaît  en  se  repor- 
tant a  renoncé  ;  car,  d* après  les  hypothèses  6  =  a  et  m  =  n, 
les  deux  mobiles  partent  du  même  point  et  ils  ont  la  même 
TÎtCHe  ',  ils  sont  donc  toujours  ensemble. 

38.  Le  quotient  de  deux  quantités  exprimées  algébrique- 
ment devenant  in^m  quand  le  diviseur  est  nul  sans  que  le 
dividende  le  soit,  et  indéterminé  quand  le  diviseur  et  le  di- 
vidende sont  nuls,  on  dit,  par  opposition,  que  lorsque  le 
diviseur  n'est  pas  nul,  le  quotient  a  une  valeur^/i/eet  rfé- 
terminée. 
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Définitions.  —  Observations  préliminaires . 

39.  Lorsque  plusieurs  quantités  sont  réunies  par  les 
signes  -f-  et  — ,  chaque  quantité  considérée  avec  le  signe 
qui  la  précède,  forme  un  terme.  Ainsi,  dans  Texpression 
3a  —  5/^-|-8c,ilya  trois  termes  3a,  —  5  i,  -f-  8  c. 

On  appelle  monôme  une  expression  algébriquequi  n'a 
qu'un  seul  terme,  et  polynôme  celle  qui  en  a  plusieurs. 
Une  expression  formée  seulement  de  deux  termes  est  un 
hinôme;  celle  qui  en  a  trois  est  un  trinôme,  etc. 

On  nomme  aussi  les  monômes  quantités  incomplexes,  et 
les  polynômes  quantités  complexes. 

Un  nombre  placé  comme  facteur  devant  une  quan- 
tité prend  le  nom  de  coefficient.  Ainsi,  dans  l'expression 
3  a  —  7^,  les  nombres  3  et  7  sont  des  coefficients. 

40.  La  valeur  d'une  expression  algébrique  est  le  résultat 
qu'on  obtient  en  eilec tuant  les  opérations  indiquées  dans 
l'expression,  après  avoir  attribué  des  valeurs  particulières 
aux  lettres,  et  chaque  lettre  peut  recevoir  indifféremment 
une  valeur  positive  ou  une  valeur  négative. 

Soit  le  polynôme  3a  —  56-|-8c,et  supposons  qu*on  ait 
a=  —  3,  i=  —  4î  0  =  4-5.  Les  quantités  3  a,  5  i  et  8  c 
seront  —  9,  —  20  et  H-  4^5  comme  le  polynôme  proposé 
exprime  que  Ton  doit  soustraire  56  de  3a,  et  ajouter  8c 
au  résultat  de  la  soustraction ,  il  deviendra^  suivant  les  règles 
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des  II***  23  et  24,  —  9  -f-  20  -f-  40.  O  qui  se  rtVIuit ,  par  la 
règle  du  n^  25,  à  -h  5i . 

Il  suit  évidemment  de  la  dernière  règle  que  nous  v(*non» 
de  rappeler,  que  la  valeur  d* un  polynôme  nest  point  altc- 
rre  qiuàitd  on  inteiverlit  V ordre  des  termes. 

El ,  lorsquon  change  dans  un  pofynome  tous  les  signçs 
-h  en  —  et  les  signes  —  e/*  +,  ta  valew  du  polynôme 
change  seulement  fie  signe. 

Un  teiine  qui  n'est  précédé  d'aucun  signe  est  regardé 
comme  précédé  du  signe  -f-. 

41.  Lorsqu'une  lettre  a  représente  une  quantité  néga- 
tive, on  considère  les  expressions  monômes  telles  que  +  /i, 
—  a,  +3a,  — 5/z,  comme  ayant  la  même  signification 
qu*elles  auraient  si  elles  faisaient  partie,  avec  leurs  signes, 
d*an  polynôme.  D'après  cette  convention ,  si  Ton  a ,  par 
exemple ,  û  =  —  8,  le  monôme  -H  3  a  devient  —  24  ^  et  le 
monôme  — 5a  devient  +4^)  en  général,  un  monôme 
afTecté  du  signe  +  a  le  même  sens  que  s'il  n  était  affecté 
d'aucun  signe,  et  un  monôme  affecté  du  signe  —  exprime 
la  quantité  de  signe  contraire  à  celle  qu'il  exprimerait  si 
on  le  considérait  indépendanunent  de  ce  signe. 

Addition  et  soustraction  des  monômes  et  des 

polynômes. 

42.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n''  25,  lorsqu'on  ne 
doit  attribuer  aux  lettres  que  des  valeurs  positives,  pour 
indiquer  Y  addition  de  plusieurs  monômes,  il  suffit  de  les 
écrire  à  la  suite  les  uns  des  autres  av^ec  leurs  signes. 

G;tte  règle  ne  change  pas,  lorsque  les  lettres  peuvent 
recevoir  des  valeurs  négatives;  car  si,  après  avoir  ainsi 
réuni  les  monômes  proposés ,  on  met  dans  le  polynôme  qui 
en  résulte  les  valeurs  des  letti*es,  on  trouvera  le  même  ré- 
sultat que  si  Ton  introduisait  d'abord  ces  valeurs  dans  Iva 
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monômes ,  et  que  Ton  fit  ensuite  la  somme  des  quantités 
produites  par  cette  substitution. 

43.  Quant  à  la  soustraction ,  puisqu'elle  revient  à  une 
addition,  eu  prenant  la  quantité  à  soustraire  en  signe 
contraire  (n°  24)  y^pour  soustraire  un  monôme,  il  faut  ré- 
crire à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit  soustraire ,  av^ec 
le  signe  contraire  à  celui  dont  il  est  affecté, 

•44.  Supposons  qu*on  doive  ajouter  h  une  quantité  A  le 
polynôme  c  —  d-^f.  Si  la  quantité  A  devait  être  augmen- 
tée de  c  seulement,  le  résultat  serait  exprimé  par  ^  -f-c^ 
si ,  au  lieu  d^ajouter  c  à  A ,  il  faut  ajouter  à  A  la  quantité 
c  diminuée  de  d^  la  somme  A  -h  c  sera  trop  forte  àe  d:  il 
faudra  donc  la  diminuer  de  //,  ce  qui  donnera  A  -h  c —  d\ 
et  comme  ce  n^était  pas  c  —  d  que  Ton  devait  ajouter,  mais 
cette  quantité  augmentée  de  J\  la  somme  A  -h  c  —  d  doit 
être  augmentée  de  /i  ce  qui  donne  A-hc  —  d-\-J\ 

Si  la  lettre  A  représente  un  polynôme,  on  pourra  mettre 
ce  polynôme  à  la  place  de  A  dans  la  dernière  expression, 
sans  que  le  sens  de  cette  expression  soit  altéré. 

Par  conséquent,  pour  ajouter  plusieurs  polynômes,  il 
suffit  de  les  écrire  les  uns  à  la  suite  des  autres,  en  conser- 
vant à  tous  leurs  termes  les  signes  dont  ils  sont  affectés. 

45.  Supposons  que  Ton  ait  à  soustraire  de  A  le  polynôme 
c  —  fl  -\-J\  Si  l'on  devait  soustraire  c  de  A  ,  le  reste  s'ex- 
primerait par  A  —  c;  si  au  lieu  de  c ,  c'est  c  —  d  que  Ton 
doit  soustraire ,  le  reste  A  —  c  sera  trop  petit  de  d:  il  faudra 
donc  l'augmenter  de  <7,  ce  qui  donnera  A  —  c-j-r/;  et 
comme  ce  n'était  pas  c  —  d  qu'il  fallait  soustraire,  mais 
cette  quantité  augmentée  de  J\  le  reste  A  —  c  -\-  d  devra 
être  diminué  de^,  ce  qui  donnera  A  —  c  -+-  d — f, 

U  suit  de  là  que,  pour  soustraire  un  polynôme ,  il  faut 
récrire  à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  doit  soustraire, 
en  changeant  le  signe  de  chaque  terme. 
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iU.  Les  explications  par  lesquelles  nous  mmioiis  <r<'tablir 
les  règles  de  radditioii  et  Je  la  soustraction  des  polynômes, 
supposent  que  les  lettres  A ,  c ,  d^J\  et  le  polynôme  c  —  r/-+-/" 
représentent  des  quantités  positives;  mais  on  peut  facile- 
ment s'assurer  que  les  règles  que  nous  avons  déduites  de 
rcs  explications  restent  les  m«^mes,  quels  que  soient  les 
si^es  des  quantités. 

Eln  eflet,  pour  l'addition  ,  nommons  B  la  quantité  à  la- 
quelle se  réduirait  le  polynôme  c  —  d  -hj\  si  Ton  eiïectuait 
les  opérations ,  après  avoir  attribué  aux  lettres  des  valeurs 
particulières.  On  aura  le  même  résultat,  soit  que  Ton  ajoute 
Bà  A  ou  A  à  B.  Or,  pour  exprimer  la  seconde  opération, 
il  suffit  d'écrire  c  —  d-hf-h  A  ;  et  comme  on  peut  chan- 
ger l'ordre  des  termes,  cette  expression  est  (k|uivalente  à 
A-t-c  — ./+/ 

A  regard  de  la  soustraction,  supposons  qu'on  ait  ellcctué 
les  opérations  indiquées  dans  le  polynôme  à  soustraire, 
après  avoir  donné  des  val(»urs  aux  lettres  ;  pour  soustraire  K* 
résultat  qu^ on  aura  obtenu,  il  faudra  ajouter  à  la  quantité 
dont  on  doit  soustraire,  la  quantité  de  signe  contraire  à  ce 
résultat  (n**  26).  Or  la  valeur  d'un  jK)lynôme  change  de 
signe  quand  on  change  le  signe  de  chaque  terme  (n"  M)) , 
et  Ton  vient  de  voir  que.  |K)ur  l'addition ,  les  termes  d«»s 
({uantités  que  Ton  ajoute  conservent  leurs  signes.  On  est 
ainsi  ramené  à  la  règle  ci -dessus. 

Rédaction  des  termes  semblables . 

47.  On  appelle  termes  semblables  les  termes  qui  ne  dif- 
fèrent les  uns  des  autres  qut^  par  les  coefficients  ou  les  signes, 
comme  -h  3  a ,  -\-  ia  et  —  \a. 

Quand  il  y  a  des  termes  semblables  dans  un  polynôme, 
on  j>eut  les  réunir  en  un  s(»ul  :  c'est  ce  ()ne  Ton  appelle  la 
n'dnction  des  trrmrs  semblablrs. 

5'  fif/if.  3 
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Soil,  par  exemple,  le  polynôme 

5b  -h  lia  —  3b  -h  Se  -\-  2  b  —  fi  —  lo^. 

Ihiisqu'il  est  permis  d'intervertir  Toixlre  des  termes,  on 
peut  écrire,  eu  rapprochant  les  termes  semblables, 

5/>-f-2^  —  3b  —  fo^  -f-  iifï4-8f  —  (i. 

Les  deux  termes  positifs  5 i  et  -h  ai  peuvent  être  l'empla- 
cés  par  jh^  les  deux  termes  n^atifs  —  3i  et  —  loh  peu- 
vent être  remplacés  par  —  i3  A  ;  et  les  deux  termes  +  7  ft 
et  —  i3i  équivalent  ensemble  à  —  6i,  car  il  faut  répéter 
la  valeur  numérique  de  b  d'une  part  7  fois,  et  de  l'autre 
part  i3  fois,  prendre  la  différence  des  deux  produits,  et 
Tailecter  du  signe  du  terme  qui  a  la  plus  grande  vaU^ur  nu- 
mérique. Le  polynôme  proposé  revient  donc  à 

lia  —  Gb  -h  Se  —  el. 

Ku  général ,  on  peut  rvmplacer,  dans  un  polynôme,  plu- 
sieurs termes  semblables,  par  un  seul  teime  fonné  de  lu 
même  partie  littérale,  dont  le  coefficient  est  égal  à  la  diffé- 
rence ent/v  la  somme  des  coefficients  des  termes  affectés 
du  signe  -h  et  la  somme  des  coefficients  des  termes  affectés 
du  signe  — ,  et  dont  le  signe  est  celui  des  termes  pour  les- 
ifuels  la  somme  des  coefficients  est  la  plus  grande. 

S*\l  y  avait  un  ternie  qui  n^eùt  pas  de  coefficient,  il  fau* 
di*nit  le  regawler  comme  ayant  pour  coefficient  l'unité;  car 
la  réunion  des  deux  ternie»  -h  ^  a  cl  -h  a  éf|uivaut  à  4  «,  cl 
i^»lle  des  deux  termes  -4-  3  a  et  —  a  équivaut  à  4-2/1. 

i8.  Lorsqu'on  a  appliqué  les  règles  des  n'^""  44  et  45,  il 
faut  faire  la  mliniicm  des  termes  semblables.  Pour  faciliter 
«vtle  cMuctioii,  on  écrit  les  polynômes  les  uns  au-dessous 
di^  auUiîA*  comme  on  le  \oit  dans  les  exemples  qui  suivent  : 


l^ 
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Exemples  d'atldition, 

^  — 3fl-h2c  86—5/4-3 


Somme  — 4^-*-66-+-3c.  Somincga-h V^"-2c-f-2rf— 5/-4-i-i. 

Exemples  de  soustraetion. 

1*.      De  6a— !»64-3c       a".     De5/i—  a6-f-3r 
soustraire     3a  —  76-f-ac  soustraire  86 —  ac  —  5r/-|-3 

Reste  6a  — a 6 -h 3c  Reste  5a—  2  6-|-3c 

—  3a4-764-2r  — 86-H   2r-f-5r/— 3 


Reste  réduit  3  a  —  1 6  -+-  c  ;  Reste  réduit  5a  —  io64-5c-|-5^  —  3. 

Multiplication  des  monômes, 

49.  Il  a  été  dit  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  Av 
facteurs  a,  A,  c,  etc. ,  s'c-xprimc  ainsi  :  «  X  A  X  c  X  etc., 
on  a, b.c.  etc.,  ou  encore  ^Acetc. 

Quand  il  y  a  des  facteurs  égaux,  on  n'écrit  qu'un  seul  de 
ces  facteurs,  et  Ton  place  à  sa  droite  et  un  peu  au->dessus  le 
nombre  qui  marque  combien  de  fois  il  doit  entrer  dans  le 
produit.  Ce  nombre  reçoit  alors  le  noxniH!  exposant.  Ainsi, 
au  lieu  de  041/1  on  écrite',  et  3  est  dit  l'exposant  de  a. 

Les  résultats  qu'on  obtient  en  multipliant  une  quantité 
une  ou  plusieurs  fois  par  elle-même  sont  appelés  puissances 
de  cette  quantité,  a*  est  la  deuxième  puissance  de  a,  a'  en 
est  la  troisième  puissance ,  a^  en  est  la  quatrième  puis- 
sance, etc.  La  deuxième  et  la  troisième  puissance  d'une  quan- 
tité sont  aussi  appelées  le  carré  et  le  cube  de  cette  quantité. 

La  quantité  qu*on  a  élevée  à  une  puissance  prend,  par 
rapport  à  cette  puissance,  le  nom  de  racine.  Par  exemple,  a 
est  la  racine  carrée  ou  deuxième  de  a',  la  racine  cubique 
ou  froisihne  de  /i',  la  racine  ffuatrième  de  o*,  etc. 

3. 
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50.  On  démontre,  en  arithmétique,  que  le  produit  de 
plusieurs  nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on 
fasse  les  multiplications.  Cette  proposition  ne  cesse  pas 
d'être  vraie ,  quand  il  y  a  des  facteurs  négatifs  ;  car  il  résulte 
des  règles  du  n°  27  que  le  signe  d'un  produit  est  4-  ou  — , 
selon  que  le  nombre  des  facteurs  négatifs  est  pair  ou  im- 
pair, quel  que  soit  d'ailleurs  Tordre  dans  lequel  se  présen- 
tent ces  facteurs. 

On  déduit  de  là  que  la  multiplication  d'une  quantité  par 
un  produit  de  plusieurs  facteurs  revient  à  multiplier  cette 
quantité  par  le  premier  facteur,  le  produit  par  le  second 
facteur,  le  nouveau  produit  par  le  troisième  facteur,  etc.  En 
effet,  si  la  quantité  a  doit  être  multipliée  par  le  produit 
bcd^  le  résultat  de  cette  opération  sera  le  même  que  si  l'on 
multipliait  bcd  par  a,  ce  qui  s'indique  par  bcdxct  ou 
bcda^  et  en  transposant  les  facteurs,  abcd. 

On  peut  encore  remarquer  que,  pour  multiplier  un  pro- 
duit par  une  quantité ,  il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs 
par  cette  quantité;  car,  le  produit  de  bcd  par  a  étant  égal 
à  abcd  ou.  à  bacd^  il  s'ensuit  qu'on  peut  former  ce  produit 
en  multipliant  le  facteur  b  par  a ,  et  le  produit  ba  par  les 
autres  facteurs  c ,  d, 

51 .  Une  expression  composée  de  plusieurs  facteurs ,  sans 
interposition  des  signes  -|-  ou  — ,  comme  3a*i^c,  est  ran- 
gée parmi  les  monômes.  L'expression  3  a*  6  —  5  abc-\-y  d^f 
est  un  polynôme  de  trois  termes,  ou  un  trinôme. 

Le  monôme  3  a'  A'  c  exprime  le  produit  qu'on  obtiendrait 
en  multipliant  le  nombre  3  par  /i*,  le  produit  3  a*  par  />', 
et  le  produit  3a* i'  par  c.  Mais  on  peut  aussi  considérer 
cette  expression  comme  indiquant  que  le  produit  de  tous 
les  facteurs  littéraux  doit  être  multiplié  par  le  coefficient  3. 
De  cette  manière ,  on  voit  que  tout  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut  à  l'égard  des  termes  semblables  s'applique  à  des 
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termes  quelconques  composés  des  mêmes  lettres  avec  les 
mêmes  exposants.  Ainsi,  lesdeux  termes  5  «'i*  cet  —  3a*i'c 
sont  semblables;  et  les  expressions  5a*fe'c -f- 3rt'A'c, 
5a*&*c  —  'ia^b^c  se  réduisent,  Tune  à  8rt*i'c,  l'autre  à 
2  a*  6*  c.  Les  deux  termes  3  a*  i  et  3  ai*  ne  sont  pas  sem- 
blables ,  et  les  expressions  3  a'  i  4-  3  ab*^  ia*  b  —  3  ab*  ne 
sont  pas  susceptibles  de  réduction. 

52.   Soit  à  multiplier  5  a'  i*  c  par  3  a*  è*  rf*. 

On  pourrait  exprimer  le  produit  en  écrivant  les  quantités 
proposées  l'une  à  la  suite  de  l'autre ,  et  mettant  entre  elles 
le  signe  X  ou  un  point-,  on  pourrait  même  ne  mettre  au- 
cun signe,  puisque,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  50, 
la  multiplication  de  ces  quantités  revient  à  multiplier  suc- 
cessivement la  première  par  les  facteurs  3,  a',  Z»*,  r/'.  Mais 
on  peut  obtenir  une  expression  plus  simple-,  et  c'est  en 
cela  que  consiste  la  multiplication  ries  mo/iumas. 

Pour  multiplier  5  a'  i*c  par  3  ,  il  suffit  de  multiplier  le 
facteur  5  par  3,  ce  qui  donne  1 5  a'  è*  c.  On  peut  multiplier 
i5a'i*c  para',  en  multipliant  a'  par  a^.  Comme  a'  est 
l'abréviation  de  aaa^  et  a'  celle  de  aa,  le  produit  de  a^  par 
a'  peut  être  exprimé  par  aaaaa  ou  a^  \  par  conséquent ,  le 
produit  de  iSa'A'c  par  a*  est  i5a^6*t*.  On  voit  de  la 
même  manière  que  le  produit  de  i5a'  i*cpari*cst  i5  a^  b^  c\ 
et  pour  indiquer  que  ce  dernier  produit  doit  être  midtiplié 
par  rf*,  on  doit  écrire  à  sa  suite  le  facteur  rf',  ce  qui  donne 
i5û*i*crf*. 

On  conclut  de  là  que,  pour  faire  le  produit  de  deux 
monômes^  il  faut  faire  le  produit  des  coejficients^  et  placer 
comme  facteurs^  à  la  suite  de  ce  produit  y  toutes  les  lettres 
qui  se  troui^ent  dans  les  monômes  proposes  ^  en  donnant  à 
chaque  lettœ  qui  leur  est  commune  un  exposant  égal  à  la 
somme  des  exposants  dont  elle  est  affectée  y  et  conservant 
aux  lettres  qui  n^ entrent  que  dans  un  des  facteurs  les  ex^ 
posants  qu'elles  ont. 
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S'il  y  avait  une  lettre  qui  n'est  pas  d'exposant,  il  fau- 
drait la  considérer  comme  ayant  l'unité  pour  exposant;  car 
le  produit  de  a^  par  a  est  a*. 

53.  Quand  les  monômes  sont  considérés  avec  des  signes, 
les  facteurs  exprimés  par  les  lettres  pouvant  d'ailleurs  être 
ou  des  quantités  positives  ou  des  quantités  négatives,  il 
faut  toujours  suivre  pour  le  signe  du  produit  les  règles  du 
n°  27,  comme  on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 

-+-  «  X  -h  ^  =  4-  <î^,      -h  «  X  —  ^  =  —  «^, 
—  /iX-+-^  =  —  oby      — /?X  —  b=z-^aif. 

En  eflët:  i®  Les  expressions  -\- a  et  -h  fc  indiquant  les 
mêmes  quantités  que  a  et  &,  le  produit  de  ces  quantités  doit 
s'exprimer  par  ai,  ce  qui  est  la  même  chose  que  -4-  ab. 
2®  Les  expressions  —  a  et  —  b  indiquent  les  quantités  de 
signes  contraires  à  celles  qui  sont  représentées  par  a  et  b. 
Or,  d'après  les  règles  du  n^  27,  un  produit  change  de  signe 
quand  un  des  facteurs  change  de  signe,  et  l'autre  conserve 
le  sien  ;  le  produit  de  —  a  par  -h  i  et  celui  de  -h  «  par  —  b 
doivent  donc  être  de  signe  contraire  au  produit  ab  *,  ils  sont 
donc  égaux  l'un  et  l'autre  à  —  ab.  3^  Le  produit  de  —  a  par 
—  b  doit  être  de  signe  contraire  à  celui  de  —  a  par  -h  b  ; 
il  est  donc  +  ab. 

Multiplication  des  polynômes. 

54.  Considérons  d'abord  la  multiplication  du  polynôme 
«  -h  i  —  c  par  m,  les  lettres  a^  b^  c  désignant  des  quan- 
tités quelconques  positives  ou  négatives. 

Si  m  est  un  nombre  entier  positif,  le  produit  sera  la 
somme  de  m  quantités  égales  à  a  -h  i  —  c  ;  or,  par  la  réduc- 
tion des  termes  semblables,  cette  somme  est  nia  -h  mb  —  tnc. 

Si  m  désigne  une  fraction   positive  -  ,   il  faudra  diviser 
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a-{-b  —  €  par  ^,  et  multiplier  le  résultat  par  p.  Or  le 

quotient  de  a  -h  ft  —  c  par  q  est  égal  à     n -,  puisque, 

soiyanl  ce  que  Ton  vient  de  voir,  la  multiplication  de 
relie  dernière  quantité  par  rj  reproduira  a -h  A  —  r.  On 
obtiendra  donc  le  produit  de  a-{-  h  —  c*  par  m  en  mul- 
tipliant -  H par  n ,  ce  qui  donnera  ^  4-  ^  _  j?, 

q      q     q  ^     '  *  q       H       H 

ou  ont  H-  hni  —  cm. 

Enfin,  supposons^quc  m  représente  une  quantité  néga- 
tive. La  multiplication  de  a-^h  —  c  par  m  reviendra  à 
multiplier  a-^-b  —  c  par  la  valeur  absolue  de  f/i,  et  a  chan- 
ger ensuite  le  signe  du  résultat,  ce  qui  reviendra  a  multi- 
plier chaque  terme  de  a-^h  —  c  par  la  valeur  absolue  de 
m,  et  i  changer  ensuite  le  signe  de  chaque  produit  partiel , 
ou  bien  encore  à  multiplier  chaque  terme  du  multiplicande 
par  la  quantité  négative  m.  Le  produit  sera  donc,  comme 
dans  les  cas  précédents,  am-^bm  —  cm. 

Considérons  actuellement  le  produit  des  deux  polynômes 
a-\-b  —  c  et  m-^-n — p.  Si  l'on  suppose  que  l'on  ait 
effectué  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  polynônfe 
de  manière  à  le  réduire  à  un  seul  terme,  le  produit  pourra 
t'ire  formé  suivant  ce  que  l'on  vient  de  voir,  et  il  sera 

wi  (rt  -h  A  — ■  t)  4-  /i(n  4-  ^  —  c)  —  p [fi  -h  h  —  c). 

Mais,  au  lieu  de  m  (a-f-ft — c) ,  on  peut  écrire  am-hbm — cm  ; 
de  même  on  peut  remplacer  /*  (a  4-  6 — c)  par  an  4-  bn  —  en , 
^|a  4.  A  —  c)  par  ap  ^  bp  —  cp  ^  et  en  ajoutant  la  seconde 
quantité  à  la  première,  et  retranchant  de  la  somme  la  troi- 
sième quantité,  on  a  pour  le  pi^oduit  demandé 

^/w  4_  If  m  —r  cm  4-  fin  4-  f^n  —  en  —  np  —  hp  4-  f'P  • 

11  résulte  de  là  que ,  pour  effeciticr  la  multiplication  de 
fleiLx:  polynômes,  il  faut  midliplier  successiv'cment  to\ts  les 
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termes  du  multiplicande  par  cliaque  terme  du  multiplica-'  *ë 
teur,  en  mettant  dans  les  produàs  les  signes  des  termes  d 
du  multiplicande ,  lorsque  le  terme  du  multiplicateur  a  le  i 
signe  -f-,  et  les  signes  contraires,  lorsque  le  terme  du  mul"  n 
tiplicateur  a  le  signe  — .  t 

D'après  cette  règle,  le  produit  de  deux  termes  dans  la    o 
multiplication  des  polynômes  i^çoit  le  même  signe  qu'il    & 
recevrait  si  ces  termes  étaient  considérés  isolément  et  avec    , 
leurs  signes  \  de  sorte  qu'on  pourrait  se  borner  à  dire  qu'iZ 
faut  multiplier  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous 
les  termes  du  multiplicateur ,  et  faire  la  somme  de  tous  les 
produits. 

0 

35.  Pour  la  commodité  des  calculs ,  il  est  bon  d'arranger 
les  termes  des  polynômes  qu'on  doit  multiplier,  de  manière 
que  les  exposants  d'une  môme  lettre  aillent  toujours  en 
croissant  ou  en  décroissant  :  cela  s'appelle  ordonner  les 
polynômes.  On  dispose,  en  outre,  Topération  comme  on  le 
voit  dans  l'exemple  ci-dessous  : 

Multiplicande  5^' —  ^a'h-^  5ab'—3b 

Multiplicateur  4^' —  5ab -\-  iù^ 

2oa^ — i6n*b-h'ioa^b^ — i7.a^b^ 
Produits  partiels  \  — OL^a^b-^-ioa^b"^ — 25rt'^'-l-i5fl^* 

xoà^b* —  8/i'ft^-4-io/ï6* — 66- 


Produit  total  réduit   ioa^-^i  a^b-^^oa^b'^'^Sa'^h^-^-T.Sab^ — 66\ 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  les  pro- 
duits de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier 
terme  4^'  du  multiplicateur:  ce  tei^me  étant  censé  avoir  le 
signe  -f-,  les  produits  qu'il  donne  ont  les  mêmes  signes  que 
les  termes  du  multiplicande.  On  observe  d'ailleurs ,  pour 
former  chacun  de  ces  produits ,  la  règle  qui  a  été  donnée  pré- 
cédemment à  l'égard  des  coefficients  et  des  exposants ,  dans 
la  multiplication  des  monômes  (n"o2). 
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La  seconde  ligne  couticut  les  produits  de  tous  les  termes 
da  multipUcande  par  le  second  terme  —  5  ab  du  multipli- 
rateur^  et  comme  ce  terme  a  le  signe  — ,  tous  les  produits 
qa'il  donue  out  les  signes  contraires  à  ceux  des  termes  cor- 
respondaiils  du  multiplicande. 

La  troisiènne  ligne  contient  les  pro<luits  de  tous  les  termes 
du  multiplicande  par  le  troisième  terme  -\-  '2  b*  du  multi- 
plicateur ;  et  comme  ce  terme  a  le  signe  + ,  tous  les  pro- 
duits qu'il  donne  ont  les  signes  des  termes  du  multiplicande. 

On  obtient  le  produit  total  en  réunissant  tous  les  pro- 
duits partiels  et  pratiquant  immédiatement  la  réduction;  et 
pour  faciliter  cette  dernière  partie  de  l'opération,  on  a 
soin  d'écrire  les  produits  semblables  les  uns  au-dessous  des 
autres. 

50.  A  oici  quelques  multiplications  par  lesquelles  on  dé- 
montre des  propositions  que  Ton  a  iVéqucniment  occasion 
d'appliquer  : 


a  -\-  b 
a  -h  b 

a        b 
a^b 

a  -\-  b 
a-^b 

a-  -f-  ab 
-f-  ab 

-f-^- 

a^  —  ab 

—  ab     4-  b^ 

a'  -\-  ab 
ab 

b' 

a^  -ir  lab 

-f-  b^     a'  —  2ab  -h  b- 

rt'  +  2fl^    -h  b- 
a  '\-  b 

a'             — 

b' 

a^'^2a'*b-h     fib- 
-h     /l'ft  -h  ^ab-  -h 

b 

a'  -f-3rt'A  4-  Zab^  -^  b 

La  première  opération  fait  voir  que  le  carré  île  la  somme 
fie  deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  quan- 
tité, plus  deux  fois  le  produit  de  la  première  par  la  se- 
conde, plus  le  carré  de  la  seconde. 
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La  seconde  opération  fait  voir  que  le  carré  de  lu  d^é'-  »* 
rence  de  deux  quantités  est  égal  au  carré  de  la  première  ^^ 
guantàéy  moins  deux  fois  le  produit  de  lu  première  par  la  * 
seconde  y  plus  le  carré  de  la  seconde.  ^ 

Par  la  troisième  opération ,  on  apprend  que  le  prodttà  de  •'• 
la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence  est  égal  \ 
à  la  différence  des  carrés  de  ces  quantités. 

Enfin ,  la  dernière  opération ,  dans  laquelle  le  carré  de 
a  +  &  a  été  multiplié  par  a  +  ^  ^  prouve  que  le  cube  de  la 
somme  de  deux  quantités  est  égal  au  cube  de  la  première 
quantité,  plus  trois  fois  le  carré  de  la  première  multiplié 
par  la  seconde,  plus  trois  fois  la  première  multipliée  par 
le  carré  de  la  seconde  y  plus  le  cube  de  la  seconde. 

Pour  reconnaître  la  composition  de  la  quatrième  puis- 
sance de  deux  nombres ,  et  des  puissances  supérieures ,  il 
suffirait  de  multiplier  le  cube  de  a  H-  6  par  a  -+-  fe ,  puis  le 
résultat  par  a  -h  ^5  ainsi  de  suite.  On  reconnaîtrait  de  la 
même  manière  la  composition  des  diverses  puissances  de  la 
différence  de  deux  quantités. 

57.  Nous  proposerons  comme  exercices  les  opérations 
suivantes  : 

1°.  Multiplier  la  quatrième  puissance  de  2  a -4- 3  A  par 
la  quatrième  puissance  de  2  a  —  3  i  ; 

a*'.   Faire  le  carré  du  trinôme  16  «*  —  72^*^*  -f-  81  A^; 

3^.  Multiplier  le  polynôme  2  a'  -+-  5  a*  i  —  4  «^'  -+-  ^  ^^^ 
par  le  polynôme  2  a'  -h  5  a*  i  -h  ^ab^  —  2  i*. 

Les  deux  premières  opérations  devront  conduire  au  même 
résultat.  On  peut  le  démontrer  sans  faire  les  calculs,  au 
moyen  des  propositions  qui  ont  été  exposées  dans  le  numéro 
précédent.  La  troisième  opération  peut  être  abrégée  en  fai- 
sant usage  des  mêmes  propositions. 

08.   Dans  les  cxrmpU'h  de  niiiltiplicalioii  fjui  prcïèderil. 
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cbfK  lacieur  ne  comprend  que  des  termes  dans  lesquels 
liMBuiie  des  exposanu  esi  la  même.  Cette  somme  cousti- 
tm  ce  q[ae  Ton  appelle  le  degré  d'un  terme.  Quand  tous 
kilermes  d'un  polynàme  ont  le  même  degré,  on  dit  que 
le  polynôme  est  homogène ,  et  le  degré  de  chaque  terme 
consdloe  aussi  le  degré  du  polynôme.  Lorsqu'un  produit 
ea  formé  avec  des  facteurs  homogènes ,  il  doit  être  lui- 
même  hoDCLOgène ,  et  son  degré  doit  être  égal  à  la  somme  des 
itpés  des  facteurs.  Si  ces  conditions  n'étaient  pas  remplies, 
on  devrait  en  conclure  quMl  a  été  commis  des  erreurs  dans 
les  multiplications  partielles. 

59.  Lorsqu'un  polynôme  qu'on  veut  ordonner  par  rap- 
port à  une  lettre  a  contient  plusieurs  termes  dans  lesquels 
cette  lettre  a  le  même  exposant,  on  renferme  ces  termes 
dans  des  parenthèses ,  en  supprimant  dans  chacun  d'eux  la 
puissance  de  la  lettre  a,  que  l'on  écrit  une  seule  fois  en  de- 
hors de  la  parenthèse.  Par  exemple,  si  le  polynôme  proposé 
contient  les  trois  termes  -|-  2  i'flt'  —  2  ba^  —  3  «^,  on  écrit 
-j-  (2  &'  —  2  e  —  3)  a*  :  cette  expression  est  alors  considérée 
comme  un  seul  terme,  et  le  polynôme  2  ft' —  ctb —  3  est  re- 
,^ardé  comme  le  coefficient  de  a*.  Ce  coefficient  est  ordonné 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  b.  Pour  Fordon- 
lier  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  même  lettre, 
on  écrirait  -4-( — 3  —  2i-4-2i*)a*,  ou  — (3-f-2i — 2i*)a'. 
Souvent  on  place  les  termes  du  coefficient  les  uns  au-des- 
sous des  autres  dans  une  colonne,  à  droite  de  laquelle  on 
tire  un  trait  vertical ,  et  l'on  place  à  droite  de  ce  trait  la 
puissance  de  la  lettit;  par  rapport  à  laquelle  on  ordonne , 
comme  on  le  voit  ici  : 


2^» 
—  3 


n  —3 

ou  bien         —  2  h 

2  h' 


a 
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On  \oit  ci-dessous ,  et  à  la  page  suivante  «  un  exemple  de 
multiplication  dans  lequd  on  a  employé  ces  deux  dispo- 
sitions. L'opération  s^exécute  d'après  la  règle  du  n^  54, 
conmie  si  le  multiplicande  était  formé  seulement  de  trois 
termes  et  le  multiplicateur  de  deux  ;  mais  dans  les  multi* 
plications  partielles ,  on  a  des  polynômes  à  multiplier.  La 
seconde  disposition  présente  ces  parties  du  calcul  exécutées 
séparément. 


26 
Multiplicande    }  —  1 


Mulriplicateiir 


Produit  du  multi- 
plicande par 

2b       a 
-h  I 


2b 


H-i 


4  A' 

2b 
2b 
l 


Produit  du  multi- 
plicande par 
-46» 

-h  I 


Produit  total 
simplifié 


46 


—   I 


a'—  4  6' 

2b 


—    I 


a  — 


46' 
I 


a' 


i6b' 
46^ 

2b 

2 


—  46' 


16  6« 

—  86»  I 
-h  86^  1 

—  46»  ; 


a 


I 


166» 

—  86^ 
-f-  46' 

—  46» 
26 


—   I 


326^ 

i66« 

8  6^ 

46' 


«'4-32  6* 

—  8  6« 

—  46» 
26 


a 


32  b' 

166^ 

8  6* 

4  6' 
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Division  des  monôtfies.  —  Exposant  zém, 

60.  Lorsque  Ton  coiinait  un  produit  algébrique  et  l'un 
de  ses  facteurs ,  on  peut  déterminer  l'autre  facteur  :  cette 
opération  prend ,  comme  en  arithmétique ,  le  nom  de  dii^i- 
sion;  le  produit  donné  est  le  dis^idende  y  le  facteur  connu 
est  le  diviseur,  et  le  facteur  cherché  est  le  quotient. 

61 .  Le  quotient  de  deux  monômes  ne  peut  être  qu'un 
monôme;  et ,  diaprés  la  règle  de  la  multiplication  des  mo- 
nômes (n*^  52) ,  le  coefficient  du  dividende  doit  résulter  de 
là  multiplication  du  coefficient  du  diviseur  par  celui  du 
quotient ,  et  le  dividende  doit  contenir  toutes  les  lettres  qui 
entrent  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  chaque  lettre 
commune  ayant  un  exposant  égal  à  la  somme  des  expo- 
sants qu'elle  a  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  et  les 
exposants  des  autres  lettres  étant  ceux  qu'elles  ont  dans  le 
diviseur  ou  dans  le  quotient.  De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Pour  effectuer  la  division  d*un  monôme pw*  un  monôme, 
on  divisera  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur  ^ 
on  aura  ainsi  le  coefficient  du  quotient.  On  écrira  au  quo- 
tient toutes  les  lettres  du  dividende  qui  ne  se  trouveront 
pas  dans  le  diviseur,  en  leur  conservant  leurs  exposants  ; 
et  les  lettres  communes  qui  auront  dans  le  dividende  des 
exposants  plus  grands  que  dans  le  diviseur,  en  donnant 
à  cliacune  d'elles  un  exposant  égal  à  la  différence  des 
deux  exposants.  S'il  y  a  des  lettres  qui  ont  le  même  ex- 
posant  dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  elles  devront 
ne  pas  entrer  dans  le  quotient. 

Lorsque  le  coefficient  du  dividende  n'est  pas  divisible  par 
celui  du  diviseur,  ou  lorsque  le  diviseur  contient  une  lettre 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  dividende,  ou  qui  y  est  conte- 
nue avec  un  exposant  moindre  que  relui  qu'elle  a  dans  le 
diviseur,  la  division  ne  peut  pas  rtro  olVectuée. 
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A  Tégaixl  des  signes,  011  voit,  en  se  reportant  à  ce  qui 
a  été  dit  pour  la  multiplication  (n^  53) ,  qu'on  doit  suivre 
dans  la  division  les  règles  du  n^  28. 

Exemples, 


r 


62.  Quand  on  a  k  divisera"*  par  a*",  le  quotient  estrunîté; 
d'un  autre  côté,  si  l'on  retranchait,  dans  ce  cas,  l'exposant 
du  diviseur  de  celui  du  dividende,  on  trouverait  a^  pour 
l'expression  du  quotient.  On  est  ainsi  amené  à  regarder  le 
symbole  a^  comme  équivalent  à  Funité,  quelle  que  soit  la 
quantité  qui  a  été  désignée  par  a.  On  est  aussi  conduit  k 
cette  convention  par  la  définition  de  l'exposant  -,  car  a',  par 
exemple,  est  la  même  chose  que  iX«XaX«ja*  équi- 
vaut pareillement  àiXûX«;aoua*  équivaut  à  i  X  «  : 
il  est  donc  naturel  d'admettre  que  a^  est  l'expression  du  seul 
facteur  i .  Au  moyen  de  cette  convention ,  on  peut  abréger 
les  énoncés  des  règles  de  la  multiplication  et  de  la  division 
des  monômes;  car,  en  considérant  les  monômes  qui  ne 
contiennent  pas  une  lettre  comme  la  renfermant  avec  l'ex- 
posant zéro,  il  suffit  de  dire ,  pour  la  multiplication  des  mo- 
nômes ,  qu'après  avoir  multiplié  les  coefficients  on  doit 
écrire  au  produit  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  les 
monômes  proposés ,  en  donnant  à  chacune  d'elles  un 
exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  qu'elle  a  dans 
les  différents  facteurs^  et ,  pour  la  division  des  monômes , 
on  peut  dire  qa  il  faut  mettre  au  quotient  toutes  les  lettres 
du  dii'idende,  en  donnant  à  chacune  d'elles  un  exposant 
égal  au  reste  qu'on  obtient  en  retranchant  Pexposant 
qu'elle  a  dans  le  dwiseur,  de  celui  qu  elle  a  dans  le  di\n- 
ilent/e. 
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Division  des  polynômes. 

63.  On  a  vu  que  le  produit  de  deux  polynômes  est  la 
somme  des  produits  de  tous  les  termes  de  Tun  des  facteurs 
par  chacun  des  termes  de  Tautre  facteur.  La  plupart  de  ces 
produits  partiels  se  confondent  par  la  réduction  des  termes 
semblables ,  et  il  ne  serait  pas  possible  de  les  reconnaître 
tous  immédiatement  dans  le  produit  total  simplifié.  Mais  b* 
terme  qui,  dans  Tun  des  polynômes,  contient  le  plus  fort 
exposant  d'une  lettre ,  multiplié  par  le  terme  de  Tautrc 
|>olynôme  dans  lequel  la  même  lettre  a  le  plus  fort  exposant, 
donne  un  produit  qui  contient  cette  lettre  avec  un  exposant 
plus  grand  que  ceux  qu'elle  a  dans  tous  les  autres  produits 
partiels.  Ce  produit  ne  peut  donc  se  réduire  avec  aucun 
autre,  (ît  il  se  retrouve  sans  altération  dans  le  produit 
total. 

Il  suit  (le  là  qu'en  choisissant  dans  le  dividende  le  terme 
aflecté  du  plus  fort  exposant  d'une  lettre,  et  en  le  divisant 
par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort  exposant  de  la 
m^m(î  lettre ,  on  obtiendra  un  terme  du  quotient  *,  et  ce 
terme  sera  celui  qui ,  dans  le  quotient ,  contiendra  le  plus 
fort  exposant  de  la  mùme  lettre. 

En  multipliant  le  diviseur  par  ce  terme,  et  en  retran- 
chant le  produit  du  dividende,  on  aura  un  reste  qui  ne 
contiendra  plus  que  les  produits  du  diviseur  par  les  autres 
termes  du  quotient.  Ce  reste  pourra  donc  ôtre  regardé 
comme  un  nouveau  dividende;  et  en  divisant  le  terme  de 
ce  nouveau  dividende  qui  contiendra  le  plus  fort  exposant 
d'une  lettre,  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus  fort 
exposant  de  la  mc^me  lettre,  on  obtiendra  un  second  terme 
du  quotient;  ainsi  de  suite.  Quand  on  aura  trouvé  tous  les 
termes  du  quotient,  en  soustrayant  le  produit  du  diviseur 
par  \v  dcrnirr  ternie,   nn  obtiendra   un   reste»  nul;  car  on 
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aura  successivement  retranché  du  dividende  le  produit  du 
diviseur  par  tous  les  termes  du  quotient,  c^est-à-dire  tout 
ce  qui  compose  le  dividende. 

Au  lieu  de  considérer,  dans  chaque  division  partielle ,  le^ 
termes  affectés  des  plus  forts  exposants  d'une  lettre,  on 
pourrait  considérer  les  termes  affectés  des  plus  faibles  expo- 
sants^ car  le  produit  partiel  formé  avec  les  termes  affectés 
des  plus  faibles  exposants  d^une  lettre  dans  le  diviseur  et 
dans  le  quotient,  a  donné,  sans  aucune  réduction ,  le  terme 
du  dividende  qui  contient  le  plus  faible  exposant  de  la  même 
lettre. 

Poty  faciliter  les  calculs  ,  on  ordonne  le  dividende ,  le 
diviseur  et  les  restes ,  par  rapport  à  la  même  lettre  ^  de  cette 
manière ,  les  termes  qu^il  faut  considérer  à  chaque  opéra- 
tion sont  ceux  qui  se  trouvent  écrits  les  premiers  dans  le 
diviseur  et  dans  les  dividendes  successifs. 

D'après  tout  ce  qui  vient  d'être  dit ,  la  règle  de  la  divi- 
sion des  polynômes  s'énoncera  comme  il  suit  : 

Ordonnez  le  div^idende  et  le  div^iseiir  par  rapport  aiix 
puissances   décroissantes  ou  aux  puissances  croissantes 
d'une  lettre.  Divisez  le  premier  ternie  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur^  le  résultat  sera  le  premier 
terme  du  quotient.  Retranchez  du  dividende  le  produit  du 
diviseur  par  ce  terme ,  en  prenant  soin  que  le  reste  soit  or- 
donné de  la  même  manière  que  les  polynômes  proposés. 
Divisez  le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du 
diviseur^  vous  obtiendrez  le  second  terme  du  quotient. 
Retranchez  du  premier  reste  le  produit  du  diviseur  par 
le  second  terme  du  quotient ,  et  divisez  le  premier  terme 
du    nouveau   reste  par  le  premier   terme    du  diviseur  j 
vous  obtiendrez  le  troisième  terme  du  quotient.  Ainsi  de 

s^ite. 

La  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordoni^é  est  appelée 
lettre  principale,  ou  lettre  d* ordre,  et  le  plu^  fort  expo- 
5«  édit.  4 
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sanl  de  cette  lettre  dans  chaque  polynôme  est  le  degré  du 

polynôme  par  rapport  à  cette  lettre. 

64.  Prenons,  pour  exemple  ,  les  deux  polynômes  : 

Dividende,  5o/i^^'  — 6^'  H-  25 fl^*  —  45^'^^  —  ^oa^b  -\-  ia  tr. 
Diviseur,  5â^'  —  3  ^»  —  ^a'b-h  5a\ 

On  ordonne  ces  polynômes ,  et  l'on  dispose  le  calcul  comme 
on  le  voit  ci -dessous  : 

^  loa*  -^  l(*n*  h  —  10  n*  h*  ■+-  ila'ft»  \\a*— *^ab-^-ih* 

I  «r  reste  -  15  a*  6  -h  3o  a»  b*  —  33  a'  6'  -h  'ibab* —IM"^ 

-h  a5  n*  *  —  ao  fl'  A*  -+-  -25  «•  fr*  —  1 5  ab* 


0»  reste  -hi«»a'/y*—    8rt' ^'-h  lo<i&*  — (U* 


3*  rei<«  o 

La  division  du  premier  terme  aoa'  du  dividende  par  le 
premier  terme  5  a'  du  diviseur,  donne  le  premier  terme  4  «* 
du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur  par  4  a',  et  Ton  sous- 
trait le  produit  du  dividende  :  à  cet  effet,  on  écrit  le  produit 
sous  le  dividende,  en  changeant  le  signe  de  chaque  terme., 
puis  on  fait  les  réductions  *,  on  obtient  de  celte  manière  le 
premier  reste.  On  divise  le  premier  terme —  aSa^i  de  ce 
reste  par  le  premier  terme  5  a'  du  diviseur}  ce  qui  donne  le 
second  terme —  5ab  du  quotient.  On  multiplie  le  diviseur 
par  —  5 ai,  et  Ton  retranche  le  produit  du  premier  reste, 
ce  qui  donne  le  deuxième  reste.  On  divise  le  premier  terme 
de  ce  reste  par  5  a',  ce  qui  donne  le  troisième  terme  du 
quotient.  En  retranchant  du  deuxième  reste  le  produit  du 
diviseur  par  ^-  2  J',  on  obtient  un  reste  nul ,  ce  qui  annonce 
que  l'opération  est  terminée. 

60.  Quand  on  parvient  à  un  reste  dont  le  premier  terme 
n*est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur,  la  divi- 
sion proposée  ne  peut  pas  être  effectuée.  Le  dividende  est 
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aJors  égal  au  produit  du  diviseur  par  la  somme  des  quotients 
partiels  que  l'on  a  obtenus,  augmenté  du  dernier  reste;  et 
le  quotient  total  se  compose  de  la  somme  des  quotients  par- 
tiels, à  laquelle  il  faut  ajouter  une  expression  complëmen- 
uire  qui  se  forme  en  indiquant  la  division  du  dernier  reste 
par  le  diviseur. 

Voici  un  exemple  d'une  division  qui  ne  peut  pas  être 
entièrement  effectuée  : 


--X^-+-2<yx^—  /I»X» ^1  x'_2«x-f-/I 

—  2ax^  -h  5a'x'  —  2a^x  —  a* 


—    û'x'-+-2fl^x — a' 


-t-  2a^X  —  2fl*. 

Après  trois  divisions  partielles ,  on  obtient  le  reste 
-h  ^a}x —  2a**,  le  premier  terme  de  ce  reste  contenant  la 
lettre  x  avec  un  exposant  moindre  que  celui  qu'elle  a  dans 
le  premier  terme  du  diviseur  ,  Topération  ne  peut  plus  être 
continuée.  On  a 

X*  —  i^ax^-\-  6«'x'  —  7.a^x  —  a^ 

=  (x'  —  2«x  -h  rt')  (x*  —  2/ix  -4-  «')  4-  2  a^x  —  2«* , 

et  le  quotient  est 

9.  /?•"'  X  —  7.  a* 
x'  —  2/JX  -f-  fl'  -h 


u'^  —  aax  -^  n* 


66.  Lorsqu'on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes d'une  lettre,  on  parvient  nécessairement  à  un 
reste  nul ,  ou  à  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est  pas 
exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  En 
effet ,  chacune  des  soustractions  qui  sont  successivement 
effectuées ,  détruisant  toujours  le  premier  terme  du  reste 
dont  on  soustrait ,  le  degré  de  chaque  reste  est  moindre,  au 

4- 
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moins  d'une  unité,  que  le  degré  du  reste  précédent.  Par 
conséquent,  lorsqu^on  a  fait,  au  plus,  un  nombre  de  divi- 
sions partielles  égal  à  Texcès  plus  un  du  degré  du  dividende 
sur  celui  du  diviseur,  si  le  reste  n'est  pas  nul,  Teicposant  de  la 
lettre  principale  dans  le  premier  terme  de  ce  reste  est  moin- 
dre que  l'exposant  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme» 
du  diviseur,  et  la  division  partielle  qu'il  faudrait  exécuter 
pour  continuer  les  calculs  est  impossible. 

67.  Quand  on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  d'une  lettre,  il  peut  arriver  que  les  divisions 
partielles  sVflectuent  toujours  exactement,  sans  jamais 
conduire  à  un  reste  nul.  Pour  reconnaître  quel  est  alors  le 
symptôme  par  lequel  on  sera  averti  que  l'opération  ne  se 
terminera  pas ,  il  faut  remarquer  que,  si  Ton  parvenait  à 
un  reste  nul,  le  dernier  terme  du  dividende  devrait  être  le 
produit  du  dernier  terme  du  diviseur  par  le  dernier  terme 
du  quotient;  de  sorte  que  Texposant  de  la  lettre  principale 
dans  le  dernier  terme  du  quotient  serait  égal  à  la  diflerence 
des  exposants  de  la  même  lettre  dans  les  derniers  termes  du 
dividende  et  du  diviseur.  Il  suit  de  là  que  la  division  sera 
impossible,  quand  on  sera  conduit  à  mettre  dans  le  quotient 
un  terme  où  la  lettre  principale  aura  un  exposant  pluvS 
grand  que  cette  différence.  N'oyez  l'exemple  suivant  : 

I  —  4-^  -^-  -^^  -+-  J^M  I  —  3x  -h  x' 


—  I 


-h  3x  —  X-  1 1  —  ,r  —  3x*  —  yjT^,  eh! 


-H 

X  — 

Sx- 

-H     X' 

-h 

3x^ 
3x' 

-h  2x' 

—  gx^-f-  3x» 

—  7x»'+-3x* 
etc. 

Quelque  loin  que   Ion  pousse  les  calculs,   le  premier 
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terme  du  dernier  reste  sera  toujours  divisible  par  le  premier 
terme  du  diviseur;  mais  lorsqu'on  est  parvenu  au  reste 
—  3x*  -h  ax*  ;  on  est  assuré  que  la  division  ne  se  terminera 
pas ,  parce  que  le  terme  du  quotient  qu^on  obtient  après  ce 
reste,  contient  la  lettre  x  avec  un  exposant  plus  grand  que 
Texcès  de  l'exposant  de  cette  lettre  dans  le  dernier  terme 
du  dividende  sur  celui  qu'elle  a  dans  le  dernier  terme  du 
diviseur.  Le  quotient  pourra  être  exprimé  par 

,    —  3x^-f-2ae  ^    .        _«x^_l_3jr» 

1    —  X-h- ; -,  X^x   —Zx^-\ i— ; ,     etc. 

68.  On  voit,  par  un  raisonnement  semblable  au  précé- 
dent, que,  lorsqu^on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  d'une  lettre,  on  est  assuré  que  la  division  ne 
peut  pas  être  entièrement  elFectuée,  quand  on  obtient  dans 
le  quotient  un  terme  qui  renferme  cette  lettre  avec  un  ex- 
}>osant  moindre  que  la  difTérence  des  exposants  quelle  n 
dans  les  derniers  termes  du  dividende  et  du  diviseur. 

69.  Lorsque  les  polynômes  contiennent  plusieurs  termes 
dans  lesquels  la  lettre  principale  a  le  m(^me  (exposant,  on 
réunit  ces  termes  comme  nous  Tavons  montré  dans  le  u^  59; 
c>u  eflectue  ensuite  la  division  de  la  même  manière  que 
dans  les  exemples  précédenls,  en  déterminant  par  des  di- 
visions séparées    les  quolienls  des  polynômes  qui  multi- 
plient les  plus  hautes  puissances  de  la  lettre  principale, 
dans  les  dividendes  et  dans  le  diviseur.  On  voit  ci-après 
un  exemple  d'une  semblable  opération.  Elle  s*explique  en  - 
core  par  les  raisonnements  qui  ont  été   exposés  dans  le 
n^  63;  car  ce  qui  a  été  dît  au  sujet  des  termes  affeclés  des 
plus  forts  exposants  d'une  lettre,  dans  les  polynômes  pro- 
posés et  dans  le  quotient,  ne  cesse  pas  de  subsister  quand 
les  multiplicateurs  deîv  puissances  de  celle  lettre  sont  des 
polvnôines. 
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H-     C 
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o 

3*  division  partielle. 
— 4fc«c»  Qft-t-c 

-8*»c    8&»-46'c 

-8i 

•c— 4i«c' 
-l-4**c' 

3*  reste o 


On  n^écrit  point  les  termes  des  produits  du  diviseur  par 
les  quotients  partiels,  qui  doivent  détruire  la  première  co- 
lonne de  chaque  dividende  partiel  ;  et  Ton  se  dispense  aussi 
d'écrire ,  dans  les  dividendes  partiels ,  les  colonnes  du  divi- 
dende primitif  qui  n'ont  pas  encore  été  altérées  par  les 
réductions. 

70.  Considérons  un  dernier  cas,  celui  où  le  dividende 
contient  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  diviseur. 
On  pourrait  ordonner  par  rapport  à  une  ,des  lettres  com- 
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munes^  mais  il  est  préférable  d'ordonner  par  rapport  k  la 
lettre  qui  n'entre  pas  dans  le  diviseur,  en  considérant  ce 
polynôme  comme  un  multiplicateur  de  la  puissance  de  cette 
lettre  dont  Texposant  est  zéro.  De  cette  manière,  on  voit 
que  l'opération  se  réduit  à  diviser  séparément  par  le  divi- 
seiu*  proposé  chacun  des  multiplicateurs  de  la  lettre  princi- 
pale dans  le  dividende.  Soient ,  par  exemple ,  les  polynômes  : 

DivùL  (3  c  —  6 h)fi'  —  {c'  —  /^  b')a  -i-  c*  —  6  bc'  -h  12 b'c  —  8  b\ 

Diviseur      c  —  2  ^. 

La  division  de  3c*  —  6b  par  c*  —  ib  donne  le  quotient  3 ; 
le  quotient  de  {3  c  —  6  b) a}  par  c  —  ib  est  donc  3 a*.  En 
retranchant  du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  3  a*, 
on  a  le  reste  —  (c'  —  ^b^)a-\-  c^  —  6bc^  -\-  12 i'c  —  8 i*. 
La  division  de  -h  c*  —  4  ^'  P*r  ^  —  2  ^  donne  le  quotient 
r  -h  2  i  ;  le  quotient  de  —  (c*  —  4  ^*)  ^  P*r  c  —  2  i  est  donc 
—  (c  H-  2 6) a  :  c'est  le  second  quotient  partiel.  Le  second 
reste  ne  se  compose  que  de  la  partie  du  dividende  qui  ncî 
contient  pas  la  lettre  a  -,  et  en  divisant  ce  reste  par  c — ib^  on 
obtient  un  troisième  quotient  partiel  qui  est  c' —  4  ^^'  -H  4  *'  • 
Le  quotient  total  est  donc 

3  fl'  —  (r  4-  2  ^)rt  -h  c'  —  .4  ^^  -+-  4  ^'• 
71.   Parmi  les  résultats  qui  sont  fournis  par  la  division, 
il  est  utile  de  remarquer  celui  que  Ton  trouve  en  faisant 
l'opération  ci-après,  dans  laquelle  on  suppose  que  m  repré- 
sente un  nombi^  entier  : 
^«  _-  ^«  in  —  b 

—  rt"  -f-  ha'*   '         I  a"*'  t  _j_  ^««i-'  4.  ^'tf*"-"     .  .  -h  ^'"~' 


-h 

ba""-' 

— ' 

ir 

btr-' 

-h 
j 

b^n"* 

-î 

-+- 

b'^a'^-' 

0 

I   /;•"  fl"  —  /»- 
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Les  dividendes  successifs  sont  des  binômes  dont  le  second 
terme  est  —  i"*,  et  dans  le  premier  terme ,  Texposant  de  a 
diminue  d*une  unité  à  chaque  opération,  celui  de  b  aug- 
mente d'une  unité.  Le  diviseur  ne  contenant  que  la  pre- 
mière puissance  de  la  lettre  a ,  on  peut  continuer  les  opé- 
rations jusqu'à  ce  qu'on  obtienne  un  reste  dont  le  premier 
terme  ne  renferme  plus  cette  lettre  qu*avec  l'exposant  zéro  ; 
et  ce  reste  est  b'^a^  —  é'",  ou  zéro.  Donc  a'"  —  b"*  est  tou- 
jours divisible  par  a  —  b.  Dans  les  termes  du  quotient, 
les  exposants  de  a  vont  en  diminuant  d'une  unité,  ceux 
de  b  augmentent  d'une  unité  :  le  dernier  terme  est  t*""*  5 
car  il  doit  être  tel ,  qu'en  le  multipliant  par  le  dernier  terme 
du  diviseur,  on  retrouve  le  dernier  terme  —  i"  du  divi- 
dende. 

On  démontre  de  la  même  manière  les  propositions  sui- 
vantes : 

La  division  de  a'"  —  A"*  par  a  -f-  i  peut  être  eflectuée 
toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  pair  ^  le  quotient  est 

Quand  m  est  un  nombre  impair,  la  division  n'est  pas  pos- 
sible. 

La  division  de  a"'-\-b"'  par  a-^b  peut  être  effectuée  toutes 
les  fois  que  m  est  un  nombre  impair;  le  quotient  est 

Quand  m  est  un  nombre  pair,  la  division  n'est  pas  possible. 
La  division  de  a""  -h  />"*  par  a  —  i  ne  peut  jamais  êm? 
entièrement  effectuée. 

Des  fractions  littérales. 

72.  L'expression  d'une  division  qui  n'a  pas  été  effectuée 
prend,  comme  en  arithmétique,  le  nom  de y/'ac/ib/i.  Ainsi 

^    3^,  ,  et  — —j-  sont  des  fractions.  La  quantité  qu'il  faut 
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diviser  s^ appelle  numérateur;  la  quantité  par  laquelle  on 
doit  diviser  est  le  dénominateur;  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur sont  appelés  collectivement  les  deux  termes  de  la 
fraction.  Les  quantités  algébriques  qui  ne  contiennent  pas 
de  fractions  sont  appelées  quantités  entières. 

Les  règles  qu'il  faut  appliquer  aux  fractions  littérales 
sont  les  mêmes  que  celles  qu'on  enseigne  dans  l'arithmé- 
tique, par  rapport  aux  fractions  numériques.  Mais,  pour  le 
faire  voir,  il  est  nécessaire  de  recourir  à  d'autres  explica- 
tions, attendu  que  les  deux  termes  des  fractions  que  Ton 
considère  en  arithmétique  sont  des  nombres  entiers,  tandis 
que  les  termes  des  fractions  littérales  peuvent  désigner  des 
quantités  quelconques. 

73.  Soient  a  ci  b  deux  quantités  quelconques,  et  repré- 
sentons par  (/  le  quotient  de  a  par  />^  on  aura 

j  =.  f/f      d'où      a  =.  hq. 

Si  Ton  multiplie  les  quantités  égales  a  et  bq  par  une  même 
quantité  w,  en  observant  que ,  pour  multiplier  un  produit, 
il  suffit  de  multiplier  un  des  facteurs,  on  trouvera 

,  ,  am  ain       a 

am  =.  ont  X  Q\     donc     -; —  =^  <7,     ou     -; —  =  -r« 

bm  bm       b 

La  dernière  égalité  prouve  qu'on  ne  change  pas  la  valeur 
d'une  fraction  en  multipliant  ou  en  divisant  les  deux  termes 
par  une  même  quantité. 

74.  Ce  principe  donne  le  moyen  de  simplifier  les  frac- 
tions et  de  les  réduire  au  même  dénominateur. 

La  réduction  d'une  fraction  s'opère  en  supprimant  les 
facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Lors- 
cjue  ces  deux  termes  sont  des  monômes,  les  facteurs  com- 
muns sont  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
nnincriques,  et  les  facteurs  littéraux  exprimés  par  chacjue 
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lettre  commune  avec  le  plus  faible  des  exposants  quelle 
a  dans  les  deux  monômes.  Soit,  par  exemple,  la  fraction 

-, ;  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficienls  1 8 

et  48  est  6,  et  les  facteurs  littéraux  communs  aux  deux 
termes  sont  c',  6*,  c*.  En  supprimant  ces  facteurs,  la  frac- 

lion  se  réduit  a  ^    .     *, 

Quand  les  deux  termes  sont  des  polynômes,  il  faut  re- 
courir au  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  algé- 
brique, qui  sera  exposé  plus  loin.  Mais  on  peut  quelque- 
fois découvrir  les  facteurs  communs  à  deux  polynômes 
sans  le  secours  de  ce  procédé.  Soit,  par  exemple,  la  frac- 

tion  - — 77 ^^—  '    i.c  numérateur  est   le   carre   de 

ojr* —  i^a\ 

2X — Za  (n*^S6);  et  comme  le  dénominateur  revient  à 

^2j:)' — (3a)',    il   est  divisible  par   2.x — 3a   [n^l\). 

En    supprimant    ce    fa<!leur,    la     fraclion     se    réduit    à 

IX  —  Za 

4^'  -h  &ax  -h  9«' 

73.  Pour  réduire  des  fractions  au  même  dénominateur, 
il  suffit  de  multiplier  les  deux  termes  de  chaque  fraclion  par 
le  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres. 

Quand  les  dénominateurs  ont  dt^s  facteurs  communs ,  on 
détermine  le  plus  simple  multiple  de  tous  les  dénomina- 
teurs ,  et  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction 
par  le  quotient  qu  on  obtient  en  divisant  ce  plus  simple 
multiple  par  le  dénominateur. 

Lorsque  tous  les  dénominateurs  des  fractions  proposées 
sont  des  monômes,  le  plus  simple  multiple  est  forme  du 
plus  petit  multiple  des  coefficients  numériques,  multiplié 
par  toutes  les  lettres  qui  entrent  dans  ces  monômes ,  chaque; 
letlre  étant  aflfeclée  de  l'exposant  qu'elle  a  dans  le  monônir 
où  cet  exposant  esi  le  plus  grand. 


.«.  - 
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Prenons  pour  exemple  les  trois  fractions 


ta  n 


6rt'6'        4/î'6^'       i8^»'c'' 

Le  plus  simple  multiple  des  dénominateurs  est  Z&a^  b*c^  ^ 
et  en  prenant  cette  quantité  pour  dénominateur  commun, 
on  trouve  que  les  fractions  proposées  peuvent  être  rempla- 
cées par  les  suivantes  : 


'~    '  Wr> Z~TV.  ' 


Pour  trouver  le  plus  simple  multiple  de  plusieurs  poly- 
nômes ,  il  faut,  en  général ,  recourir  à  la  théorie  du  plus 
grand  commun  diviseur  ;  mais  on  peut  quelquefois  y  par- 
venir plus  simplement,  au  moyen  des  propositions  qui  ont 
été  précédemment  exposées. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  veuille  l'éduire  au 
même  dénominateur  les  deux  fractions 


I  —  m^  I  —  2w  -h  w' 

On  remarquera  que  i  —  m'  =  (i  —  m)  (i  -4-  m),  et 
I  —  im  -h  m'  =  (i  —  m)'  =  (i  —  m)  (i  —  m) ,  (n'*  56). 
On  verra  ainsi  qu'il  suflSt  de  multiplier  les  termes  de  la 
première  fraction  par  i  — m,  et  ceux  de  la  seconde  par 
1  -f-  m^  ce  qui  donne  les  deux  expressions 


1  —  m  —  ni*  -f-  m*  i  —  m  —  /w'  -H  m* 

76.  Soient  maintenant  trois  fractions  réduites  au  même 

dénominateur,    — >   — ?    —  >  et   supposons   que    Ton  doive 

m     m      m  *  *  * 

ajouter  la  seconde  à  la  première  et  retrancher  la  troisième 
Av  la  somme.  Si  Ton  pose  —  =^  n ,  ~  :=   r,    —  =  .n  ,   rroù 
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a  =  mq^  h  =  mr^  c  =  m.v.  ou  aura 

a  -\-  h  —  r 

a  -h  h  —  c  =z  m  (a  -\-  r  —  s),      u  <»ii =  y  H-  /"  ~  S 

^'  ^  m 

a        b         c        a  '\-  b  —  c 
donc  — 


m        m        m  /// 


Cette  égalité  fait  voir  que,  pour  raddilioii  et  la  soustractiou 
des  fractions  littérales,  on  doit  observer  les  mêmes  règles 
qu'en  arithmétiquc^ 


a  c 


77.  Pour  la  multiplication,  posons  -  =  r/,  -  =  /*,  d'où 
a  =  b{f^  c  =  fir:  on  aura 

ac  z=  bq  'Xar=z  bd  ^X  f/r,      d  ou     7—,  =  f/r  ; 

,  a    .    c        av 

On  voit,  par  cette  égalité,  qu'il  faut  multiplier  les  nu- 
mérateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux. 

78.  EiïCn ,  soit  à  diviser  rPar  -,  •  Si  l'on  réduit  d'abord 

ces  fractions  au  môme  dénominateur,  elles  deviendront  j- 

et  -j-.:  or  le  quotient  ne  sera  pas  altéré  si  Ton  multiplie  le 
dividende  et  le  diviseur  par  bd  (n"  73)  \  donc 

a  ^  c        ad 
b'  Tf"^  b^' 

U  suit  de  là  que  Ton  doit  multiplier  la  fraction  dividende 
par  la  fraction  diviseur  renversée. 

Pour  multiplier  ou  pour  diviser  une  fraction  par  un  en- 
tier, ou  un  entier  par  une  fraction ,  ou  bien  pour  ajouter  des 
fractions  avec  des  entiers ,  on  suivra  les  mêmes  règles  ,  en 
donnant  aux  entiers  Tunité  pour  dénominateur. 

79.   Les  règles  n*lali\es  aux   fracti«)ns  bont   .ippliquécs 
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Uns  les  exercices  suivants,  qui  omirent  des  nVluctions  re- 
nairquables  : 

^o ///  +  r       r\   a 

b  b-hr 


i** 


-y 


ac 

tl 

a  - 

b  -^  c 
a' 

1 

^.^  -^— 

x" 

x^ 

—  a' 

I 

a 

X 

—  a 

JC' 

X' 

3**.  = -  =  x'  -+-  ne  -h  a' 


b^a 
a 


1*> 
4   ' 


I  -h  ^^  , 


I  — «  X 


I  -h  ba 

ne  —  bfl 

//  —  r  X  - 


'S 


•  I 


ce 


—  bf        cd  —  af 


b  rr  —  by 

Des  exposants  négatifs, 

80.  On  a  vu  qu  on  obtient  Tcxposant  d'une  lettre  dans  le 
quotient  de  deux  monômes ,  en  soustrayant  l'exposant  de 
cette  lettre  dans  le  diviseur  de  celui  de  la  même  lettre 
dans  le  dividende.  Otte  règle,  qui  supposait  d'aboixl  l'ex- 
posant du  dividende  plus  grand  que. celui  du  diviseur,  a  été 
étendue  au  cas  où  les  deux  exposants  sont  égaux  (n^62). 
<)n  peut  rétendre  aussi  au  cas  où  l'exposant  du  dividende 
est  plus  petit  que  celui  du  diviseur;  mais  alors  l'exposant  du 
quotient  sera  négatif,  et  il  faudra  fixer  la  signification 
qu'on   devra  ^  attacher  à  un  semblable   exposant.  Or,   en 

considérant  l'égalité —  =  rt'"^",  si  l'on  remplace  dans  les 

deux  membres  //  par  rn-h  Pf  le  second  membre  devient  n"''. 
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n"                  .                               fi"*  I 

et  le  premier  est  — — -,  ee  qui  équivaut  à »  ou  — •  Il 

faudra  doue  convenir  que  Texpression  a^P  sera  regardée 

eomme  équiralenle  à  —- 

81 .  Les  règles  auxquelles  les  exposants  positifs  ont  donné 
lieu,  s'appliquent  aussi  aux  exposants  négatifs  :  c'est-à-dire 
que,  pour  multiplier  deux  puissances  d'une  quantité ,  il  faut 
toujours  ajouter  les  exposants  de  ces  puissances  5  et  pour  la 
division  on  doit  soustraire  Texposant  du  diviseur  de  celui 
du  dividende.  Car,  d'après  la  convention  ci-dessus  et  les 
règles  qui  ont  été  établies  pour  les  fractions ,  on  a  : 


I  a" 


fl"'"  X  «"    =  —  X  «"  =  —  =  « 


n—m 


a"*  rt" 


I 
^m      .    ^-n  ::^  a'"    ',    —  z=:  n"  X  a"  =  /ï*"^" , 

•  I  I         rt" 

rt""  :  a-"  =  —  :  —  =  —  =r  «•-'"  =  //-•"-*-". 

a*       fl"       a"* 

82.  Au  moyen  des  exposants  négatifs,  on  peut  ramener 
(jies  expressions  algébriques  fractionnaires  à  une  forme  en- 
tière, pour  leur  appliquer  ensuite  les  règles  relatives  au 
calcul  des  quantités  entières;  ce  qui  offre  une  analogie  re- 
marquable avec  ce  qui  a  lieu  pour  le  calcul  des  fractions 
décimales.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait  h  faire  le 

produit  des  deux  polynômes  — ^  -f-:i:*  —  ^  +  0 ix  et 


3  —  X,  On  remplacera  les  fractions  -^  et  -  par  les  no- 


2 

X  "  X*  X 

tations  x"^  et  x~' .  On  ordonnera  ensuite,  en  considérant  les 
exposants  négatifs  comme  plus  petits  que  zéro,  et  d'autant 
plus  petits  que  leurs  valeurs  absolues  sont  plus  grandes 
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(ii*^29)^  et  Ton  fera  la  multiplication  commr  on  le  voit 
ci -dessous  : 

—  X  —  3    -f-  ixr^ 


x^  -h2x'-h  2Jf  —  y**—  T-'^'' 

-+-2X — 4-^  —  4-^"' -^- 3 -^^'H"  3-''" 


83.  La  division  des  polynômes  qui  contiendront  des  ex- 
posants n^atifs  s'efFectuera  aussi  de  la  même  manière  que 
dans  le  cas  où  tous  les  exposants  sont  positifs^  car,  dans  la 
multiplication,  les  facteurs  étant  ordonnés,  le  produit  de 
leurs  premiers  termes  et  celui  des  derniers  termes  sont 
toujours ,  sans  réduction ,  le  premier  et  le  dernier  terme  du 
produit,  comme  on  le  voit  dans  le  produit  ci-dessus.  On 
pourra  se  proposer  pour  exemple  la  division  de  ce  produit 
par  Tun  des  polynômes  avec  lesquels  il  a  été  formé. 

84 .  Quand  on  admet  dans  le  quotient  des  exposants  néga  - 
tifs,  les  cas  d'impossibilité  ne  peuvent  plus  se  reconnaître 
au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n°  65. 11  faut  continuer 
les  opérations  jusqu'à  ce  qu'on  ait  acquis  la  certitude  qu'on 
ne  parviendra  jamais  à  un  reste  nul,  en  se  reportant,  pour 
cela ,  au  principe  du  n*'  68. 

Mais,  dans  les  applications  les  plus  ordinaires  de  la  di- 
vision, les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  le  divi- 
dende et  le  diviseur  sont  positifs ,  et  l'on  a  pour  but,  quand 
la  division  ne  peut  pas  se  faire  exactement,  d^obtenir  un 
quotient  qui  ne  renferme  que  des  exposants  positifs  de  la 
lettre  principale,  les  multiplicateurs  de  cette  lettre  pouvant 
être  fractionnaires ,  et  le  degré  du  reste ,  par  rapport  à  cette 
lettre,  devant  être  moindre  que  celui  du  diviseur.  On  voit, 
par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  vP  66,  qu'il  est  toujours  possible 
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de  satisfaire  à  ces  conditions,  en  ordonnant  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  la  lettre  principale;  et  l'ex- 
pression du  quotient  se  forme  alors  comme  nous  Pavons 
expliqué  dans  le  n"  65. 

Enfin  on  peut  remarquer  que,  lorsque  le  plus  faible 
exposant  de  la  lettre  principale  est  zéro  dans  le  dividende 
et  dans  le  diviseur,  on  est  assuré  que  Ton  n'obtiendra  ja- 
mais un  reste  nul  dès  que  Ton  parvient  à  un  reste  dont  le 
degré  est  moindre  que  celui  du  diviseur;  car,  si  Ton  conti- 
nuait l'opération ,  il  faudrait  mettre  au  quotient  un  terme 
dans  lequel  la  lettre  principale  aurait  un  exposant  négatif, 
et  cet  exposant  serait  moindre  que  la  différence  des  plus 
faibles  exposants  du  dividende  et  du  diviseur. 


< *" *^^^'l'^^^^^^*^l^^^^^**^^^**^^^l*V^^^^*l\^1^V>V4lVVVVVV^W>(V>'VV¥V>ftfVWi^^»»^» 
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ÉQUATIOHS     ET     FROBLKMKS     DU      PREMIKR     nF.GRÉ. 


Définitions.  —  Résolution  des  équations  du  premier 

degré  à  une  seule  inconnue. 

85.  Nous  avons  déjà  employé  plusieurs  fois  les  dénomi-* 
nations  A^  égalité  et  à*  équation;  mais  comme  ces  dénomina- 
tiens  reviendront  fréquemment  dans  la  suite ,  il  est  bon 
d'en  fixer  la  signification  d'une  manière  précise. 

La  réunion  de  deux  expressions  jointes  par  le  signe  = 
prend  le  nom  dî"  égalité  y  lorsqu'on  peut  constater,  en  eflec- 
tuant  les  calculs  indiqués,  que  ces  expressions  sont  égales; 
ou  encore ,  lorsque  les  deux  expressions  ne  renfermant  que 
des  quantités  connues,  on  sait  qu'elles  sont  égales  en  vertu 
des  suppositions  que  Ton  a  établies  sur  ces  quantités.  Ainsi, 
(2x-h  i)  (3x —  2)  =  6a:*  — X —  a  est  uneégalité,  parce 
qu'en  efiectuant  la  multiplication  de  ao:  -f- 1  par  3  j:  —  2, 
on  obtient  pour  produit  6x*  — x —  2.  On  dit  aussi  que 
ad  =  bc  est  une  égalité,  quand  on  suppose  que  a,  i,  c,  d 
sont  quatre  quantités  connues  qui  forment  une  proportion 
par  quotient. 

L'égalité  prend  le  nom  adéquation  quand  les  expressions 
jointes  par  le  signe  =3  renferment  des  quantités  inconnues, 
({uH!  s'agit  de  déterminer  de  manière  que  ces  expressions 
deviennent  égales.  Ainsi  les  quantités  (2x4-1)  (Sx  —  2) 
et  2  x'  —  3x4-4  lie  sont  pas  égales ,  mais  elles  peuvent 
le  devenir  quand  on  donne  à  x  une  valeur  particulière  ;  si 
Ton  veut  exprimer  qu'il  s'agit  de  déterminer  cette  valeur, 
on  écrit  (2X  +  i)(3x  —  2)  =  2X*  —  3x-4-4?  et  cettr 
relation  est  une  équation. 

5*  Mit.  5 
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Les  oxpi*es$îoiis  placées  de  part  et  d^autre  du  signe  =  se 
nomment  h»  deux  membres  de  Tégalité  ou  de  Téquation . 
L'expression  qui  est  à  gauche  du  signe  est  le  premier  mem- 
bre, celle  qui  est  à  droite  est  le  second  membre. 

Quand  les  deux  membres  d'une  égalité  sont  exactement 
les  mêmes,  l'égalité  prend  le  nom  Ôl  identité.  Ainsi  réalité 
(ix  -\-  \)  (3x  —  2)=6j:'  —  X —  2  devient  une  identité 
quand  on  cijectue  les  calculs  indiqués  dans  le  premier  mem- 
bre. On  emploie  aussi  quelquefois  la  dénomination  d'iden- 
tité à  la  place  de  celle  d'égalité,  quand  on  sait,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'effectuer  les  calculs  indiqués,  que  les  deux 
membres  sont  les  mêmes.  C'est  dans  ce  sens  que  Ton  dit 
que  (a-f-6)  (a  —  b)  =«'  —  i*  est  une  identité,  parce* 
qu'on  sait  que  la  somme  de  deux  nombres  multipliée  par 
leur  diHérence  donne  pour  produit  la  différence  des  carrés 
de  ces  nombres. 

86.  Résoudre  une  équation ,  c'est  chercher  quelles  va- 
leurs on  doit  mettre  à  la  place  de  l'inconnue,  ou  des  incon- 
nues s'il  y  en  a  plusieurs,  pour  que  Féqualion  devienne  une 
identité  :  chaque  valeur  de  l'inconnue  qui  jouit  de  cette- 
propriété,  ou  chaque  système  de  valeur  des  inconnues, 
quand  il  y  en  à  plusieurs,  forme  une  solution  de  Fé- 
quation. 

On  dît  qtie  deux  équations  sont  éqim'alcntes ,  ou  qu'elles 
rentrent  Tune  dans  l'autre ,  lorsqu'elles  ont  les  mêmes 
solutions. 

87.  Il  est  évident  que,  lorsqu'on  ajoute  la  même  quan-- 
tàé  aux  deux  membres  d'une  équation ,  ou  lorsqu'on  re- 
tranche des  deux  membres  la  même  quantité^  les  valeurs 
des  inconnues  restent  tes  mêmes ^  c'est-à-dire  que  les  va- 
leurs des  inconnues  qui  \érifîeut  la  première  équation 
vérifient  aussi  la  seconde,  et  réciproquement. 

Lorsquofi  multiplie  ou  quon  divise  les  deux  membres 
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d'une  équation  par  la  même  quantité,  les  valeurs  des  in- 
connues restent  aussi  les  mêmes  (*). 

88.  Soit  proposé  de  résoudre  Téquation 

îgx  —  87  =  iax-h32. 

D'après  les  principes  qui  viennent  d'être  énoncés,  on 
peut  supprimer  le  terme  i^x dans  le  second  membre ,  en 
retranchant  1 2  a:  du  premier  membre  ;  on  peut  aussi  sup- 
primer le  terme  —  87  dans  le  premier  membre,  en  ajou- 
tant 87  au  second  membre.  L^équation  devient  ainsi 

2C)J:  —   12X  =:  32  -+-87. 

En  général^  lorsque  chaque  membre  d'une  équation  n'est 
composé  que  de  termes  joints  par  les  signes  -4-  et  — ,  on 
peut  réunir  dans  un  membre  tons  les  termes  qui  contien- 
nent l'inconnue  ou  les  inconnues,  et  mettre  dans  l'autre 
membre  tous  les  termes  qui  ne  renferment  que  des  quan- 
tités connues  ;  pour  cela,  il  suffit  de  donner  à  chaque  terme 
que  l'on  écrit  dans  un  membre ,  en  le  supprimant  dans 
l'autre,  le  signe  contraire  à  celui  qu'il  avait.  Cette  opéra- 
tion constitue  ce  que  l'on  nomme  la  transposition  des 
termes. 

Si,  dans  l'équation  ci-dessus,  on  réduit  les  termes  sem- 
blables, elle  devient 

i-jx—  119, 


(*)  Cette  proposition  cesse  (Tôtre  exacte  lorsque  la  quantité  par  laquelle 
on  multiplie  ou  Ton  dii^ne  les  deux  membres  renferme  les  inconnues.  Soit, 
par  exemple,  Téquation  3x  —  a  =  7  ;  si  Pod  multipliait  les  deux  membres 
p«r  *  —  I,  il  ▼iendrait  (x  —  i)  (3x  —  a)  =  7  (x  —  1).  Or  la  dernière  équa- 
tion admet  la  solution  x  =  t ,  et  cette  solution  ne  convient  pas  à  Téquation 
primitive.  11  tant  aussi  que  la  quantité  par  laquelle  on  multiplie  ou  Ton  di- 
Tise  les  denx  membres  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie.  Mais  les  considérations 
auxquelles  ces  restHctiona  donnent  lieu  ne  nous  seraient  point  utiles  dans 
le  cours  de  ce  chapitre,  et  elles  trouveront  place  dans  la  suite. 

5. 
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cl  en  di\isant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  x.  on 
troave 

•*  —  é' 

f^érificatîon.  Pour  que  cette  solution  soit  exacte,  il  faut 
qu'en  remplaçant  l'inconnue  x  par  j  dans  l'équation  pro- 
posée,  on  obtienne  une  identité.  Or  il  vient,  par  cette  sub- 
stitution , 

^9  X  7  "~  ^  ^=  "^  X  7  -^"  ^^' 

requi  se  réduit,  en  eflet,  à  l'identité  ii6  =  1 16. 
89.  Prenons  en  second  lieu  l'équation 

5         4  ,      5       x 

2  3  8       32 

On  change  d'abord  cette  équation  en  une  autre  équivalento 
qui  n'ait  pas  de  dénominateurs,  en  multipliant  tous  les 
termes  de  Téquation  par  un  multiple  quelconque  des  déno- 
minateurs. Pour  la  simplicité  des  calculs,  on  choisit  le  plus 
petit  multiple  des  dénominateurs  qui.  dans  Texeniple  pro- 
posé, est  96.  L'équation  devient  ainsi 

240 X  —  I28x  —  1248  =  60  -r  3x. 

En  transposant  les  termes,  d'après  vv  qui  a  été  dit  poui 
lexemple  précédent ,  il  vient 

240X  —  128X  —  3x  =  60  -h  1248, 

ou,  en  réduisant, 

1 09  X  =  1 3o8  ; 
d\)ii  Ton  conclut 

i3o8 

X  = y     OU     a:=i2. 

109 

F^érificaiion.  Si  Ton  remplace  x  par  12  dans  Téquation 
proposée,  il  vient  d^abord 

5  4  ..       5       I?. 

•j.  ô  8      32 
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et,  en  eflectuanl  les  opéralioiis  iudiquécs  dans  chaque  mem- 
bre, on  parvient  à  ridentité  i  r=  i. 

90.  Soit  l'équation 

On  multiplie  tous  les  termes  par  6,  qui  est  le  plus  petit 
multiple  des  dénominateurs.  L'équation  devient  ainsi 

24  —  («  -t-  3)  =  1 2  -f-  2  (9  —  2  x). 

On  eiïectue  les  calculs  indiqués ,  ce  qui  donne 

24  —  X — 3  =  124-18  —  /^x. 

On  transpose  les  termes,  de  manière  que  tous  les  termes  qui 
contiennent  Finconnue  soient  dans  le  premier  membre,  et 
tous  les  termes  indépendants  de  l'inconnue  dans  le  second 
membre^  on  est  ainsi  conduit  à  Féquation 

^x  —  x=  12  -I-  I8-^-  3  —  24, 

ou,  en  réduisant, 

3a7  =  9;     d*où     4:=  3. 

Kérification,  Si  l'on  remplace  l'inconnue  x  par  3  dans 
Téquation  proposée,  on  trouve  d'abord 

-       3-+-3  9  —  2X3 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  chaque  membre  ,* 
on  parvient  à  Fidentité  3  =  3. 

91 .  Considérons  encore  l'équation 

25  10 

X  -f-  3       Zx  —  4 

Si  Ton  réduit  les  deux  fractions  au  même  dénominateur, 
il  faudra  que  les  numérateurs  soient  égaux;  ce  qui  donne 
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1  équation 

•j.5{3x  —  4)  =  io(x  -f-  3). 

En  eilectiiani  les  calculs  indiqués ,  il  vient 

75a:  —  loo  =  lox  -h  3o. 

On  tire  de  là ,  par  la  transposition  des  termes , 

75 X — ioj:  =  3o -h  100,      ou     65x=i3o; 

donc 

i3o 
X  =  -^— ,     ou     X  =  2. 
65 

Vérification.  Si  l'on  remplace  x  par  -2  dans  Téquatioii 
proposée,  on  trouve 

25  10 

2 -*- 3  ""  3  X  a  —  4  ' 

et  en  etVectuant  les  calculs  indiqués ,  on  parvient  à  Tidcn- 
tité5  =  5. 

92.  Les  équations  de  la  nature  de  celles  que  nous  venons 
de  considérer  sont  appelées  équations  du  premier  degrés 
parce  qu'après  Tévanouissemcnt  des  dénominateurs,  la 
transposition  des  termes  et  la  réduction ,  elles  ne  contien- 
nent que  la  première  puissance  de  Tinconnue. 

Lorsque  après  ces  opérations  l'inconnue  se  trouve  éloyév 
à  diverses  puissances,  le  degré  de  l'équation  est  marqué 
par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance.  Ainsi  Téquation 
f>  X*  —  3  X  =  3o  est  du  second  degré. 

Quand  il  y  a  plusieurs  inconnues,  le  degré  est  maix^ue 
par  la  somme  des  exposants  de  toutes  les  inconnues  dans 
le  terme  où  cette  somme  est  la  plus  forte.  Ainsi  l'équation 
rx*  —  5j^  4-  2X  =  48  est  du  troisième  degré,  parce  que  la 
somme  des  (*xposants  des  inconnues  dans  le  lernie  yx-  esr 
égale  à  3. 

93.  Ce  que  nous  a\ons  dit  au  .sujrl  drs  exrniples  prccr- 
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donls  renferme  loulcs  les  i*ègles  nécessaires  pour  la  résolu- 
tion des  équations  du  premier  degré  à  une  inconnue;  et  ces 
règles  peuvent  se  résumer  comme  il  suit  : 

Si  réquation  contient  des  {iénominatcnrs,  on  les  fait 
tiisparaitrcy  en  multipliant  tous  les  termes  par  un  multiple 
des  dénominateurs ,  11  faut  avoir  soin,  pour  simplifier  l'o- 
pération ,  de  choisir  le  plus  petit  multiple. 

L'équation  n  ayant  plus  de  dénominateurs  y  on  effectue 
les  opérations  algébriques  indiquées. 

On  rassemble  dans  le  premier  membre  tous  les  termes 
qui  renferment  V inconnue  y  et  Von  met  dans  le  second 
membre  tous  les  termes  qui  ne  contiennent  que  des  quanti- 
tés connues,,  en  ayant  soin  de  changer  les  signes  des  termes 
que  r on  fait  passer  d*un  membre  dans  Vautre. 

On  réduit  ensuite  les  termes  semblables ,  puis  on  di- 
vise les  deux  membres  par  le  multiplicateur  de  l'inconnue. 
Après  cette  dernière  opération ,  le  second  membre  ex- 
prime la  valeur  de  V inconnue. 

94.  Voici  un  dernier  exemple  assez  compliqué,  dans  le- 
(|uel  on  i-encontrc  l'application  de  toutes  ces  règles  : 

(a-f-6)j7        _  [a  —  hy-        hij.n  —  h){x  —  a)        _ 

a  a  -h  h  a^  —  b^ 

On  fait  d'abord  disparaître  les  dénominateurs ,  en  obser\  ani 
que  l'on  peut  prendre  pour  dénominateur  commun  de  tous 
les  termes  a  (a* — i*),  puisque  «* — Ir  est  divisible  par  a-\-b. 
l/équation  proposée  se  change  alors  dans  la  suivante  : 

(tf-t-  b)  («'—  Z»')x  — 3fl'(fl^—  b')  —  a[n—  bY 
=  ab{ia  —  b){x  —  a)  —  3/ï(rt- — '  b')x. 

En   eilectuant  tous  les  calculs  indiqués,    transposant  les 
termes  et  réduisant,  on  trouve 

^ a^x — rt' bx  —  3  ab^x  —  h  x  z=i  ^a'  —  ^a  h    \-  trh   —  ttb  „ 
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re  qui  revient  à 

d'où  Ton  conclut 

__a(4a^  —  ^a'b-^ab^—  b') 

95.  Il  arrive  souvent  qu'en  réunissant  dans  le  premier 
membre  d'une  équation  tous  les  termes  qui  contiennent  Fin- 
connue  ,  et  en  les  réduisant ,  on  obtient  un  terme  alFecté  du 
signe  — .  On  peut  alors  considérer  ce  terme  comme  formé 
du  produit  de  l'inconnue  par  une  quantité  négative  \  et  en 
divisant  le  second  membre  par  cette  quantité  négative,  on 
obtient  la  valeur  de  l'inconnue.  Mais  on  peut  aussi  faire 
en  sorte  que  le  terme  où  se  trouve  Finconnue  ne  soit  plus 
aifecté  du  signe  — ,  en  changeant  les  signes  des  deux  mem- 
bres de  Féquation.  En  général,  on  peut  toujours  changer 
les  signes  de  tous  les  termes  dans  les  deux  membres  d'une 
équation^  car  la  nouvelle  équation  quW  obtient  ainsi  est 
celle  que  Fon  trouverait,  si  l'on  faisait  passer  les  termes  du 
second  membre  dans  le  premier,  et  les  termes  du  premier 
membre  dans  le  second. 

Des  équations  du  premier  degré  à  plusieurs  inconnues. 
—  Résolution  de  deux  éqiuztions  numériques  à  deux 
inconnues. 

96.  Lorsqu'ime  équation  renferme  plusieurs  inconnues , 
si  Fon  met  à  la  place  de  toutes  les  inconnues,  hors  une. 
des  nombres  pris  arbitrairement ,  Féquation  déterminera  la 
valeur  de  la  dernière  inconnue  \  cette  valeur  et  les  valeurs 
arbitraires  données  aux  autres  inconnues  formeront  unr 
solution  de  Féquation  :  on  pourra  trouver  ainsi  un  nombre 
illimité  de  solutions. 

\\  faut  toujours  commencer  par  simplifier  Féquation 
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Soit,  par  exemple, 

3  2  A  X 

On  fait  disparaître  les  dénominateurs,  en  multipliant  chaque 
ternie  par  6,  ce  qui  donne 

gx  —  4/  —  6  =  84-  6^  —  2x, 
11  vient  ensuite,  par  la  transposition  des  termes, 

gx -f-  2x  —  4  J"  —  6r  =  ^  ■+- 6; 
et  en  réduisant,  on  obtient  enfin 

1 1  X  —  10/  =  i4- 

Au  moyen  de  ces  simplifications ,  une  équation  du  premier 
degré  à  plusieurs  inconnues  x,  jr^  z^  etc.,  se  trouve  ra- 
menée à  la  forme  ox  -f-  fr^  -f-  cz  -f-  .  .  .  =  A ,  les  lettres 
a,  &,  c, .  .  .,  A  désignant  des  quantités  connues,  littérales 
ou  numériques ,  çt  sans  dénominateurs. 

Maintenant,  si  dans  l'équation  ci-dessus  1 1  x —  loj^  =  1 4) 
on  met  successivement  à  la  place  de  y  différents  nombres 
pris  arbitrairement,  par  exemple  les  nombres  entiers  1,2, 
3,  49  etc.,  on  obtiendra  pour  les  valeurs  correspondantes 
de  X  les  nombres  rf  ^  77  ?  4  ?  fr  5  ^^^'  Chacun  de  ces  couphîs 
de  valeurs  dej'  et  de  x  est  une  solution  de  Féquation. 

Au  lieu  de  mettre  immédiatement  des  nombres  arbitraires 
à  la  place  de  Tune  des  inconnues ,  on  peut  commencer  par 
résoudre  Téquation  par  rapport  à  Tune  d'elles ,  comme  si 
l'autre  était  une  quantité  connue;  on  trouve 

i4-*-  loy  . .  iix  —  i4 

x  = V    ou  bien      r=  ^' 

M  10 

Alors ,  si  Ton  prend  pour  Tune  des  inconnues  une  valeur 
arbitraire,  et  qu'on  la  substitue  à  cette  inconnue  dans  Tex* 

i4  -4-  ^oy          ,        ,,              .       II X  —  i4  i 

pression  --^ 1  ou  dans  1  expression •>  ou  ob- 
tiendra la  valeur  correspondante  de  Taulre  inconnue 
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Lorsque  la  valeur  d'une  quantité  dépend  des  valeurs  d  unt^ 
ou  de  plusieurs  autres  quantités  dont  on  peut  disposer  arbi- 
trairement, on  dit  que  la  première  quantité  est  une  Jonc- 
lion  des  autres.  Ainsi ,  dans  l^exemple  ci-dessus,  l'expression 

i4  -+-  lor         1  1  j  •     '  ^       .'^ 

--Î est  la  valeur  de  x  expnmee  en  Jonction  de  j,  et 


1 1  j:  —  lA. 
lion  de  x. 


l'expression ^  est  la  valeur  dej  exprimée  en  fonc- 


97.  Supposons  actuellement  que  les  quantités  incon- 
nues X  et  >  doivent  être  déterminées  de  manière  à  vérifier 
les  deux  équations 

iij:  —  ioj^=  i4,     5x-f-7J^=4'- 

i"^*^  Méthode.  —  En  résolvant  chacune  de  ces  équations 
par  rapport  à  JC,  comme  si  7'  était  une  quantité  connue,  on 
trouve 

iJ_4-ior  4»— 7.^. 

I  I  5 

il  faut  donc  que  Ton  ait 

i4  H-  10  r 4'  —  IX 

On  déduit  de  cette  équation  la  valeur  de  >  ;  on  ol>tieiil 

ensuite  la  valeur  de  x  en  mettant  celle  de»  y  <lans  Tune  des 

'    ,1                         i4-f-ior  4»  —  If     i\ 

ec|uations  précédentes   x  =  -^ ?   x  =  ~ — r~^—'   On 

trouve  j-  =  3 ,  x  =  4« 

Ces  valeurs  doivent  nécessairement  vérifier  les  deux  tk[ua- 
tions  proposées;  car,  la  valc^ur  dey  ayant  été  déterminée 
par  la  condition  que  les  valeurs  de  x  exprimées  en  fonction 
de  y  et  tii'ées  des  équations  proposées  soient  égales,  il 
en  résulte  qu'après  la  substitution  de  la  valeur  de  •>"  dans 
ces  équations  ,  la  valeur  de  x  donnée  par  Tune  d'elles 
doit  aussi  convenir  à  Taulre.  FV ailleurs  ,  comme  Téqualiou 
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— —  ^  - — — ^-^  n  est  venfiee  que  lorsqu  on  tailj  =o, 

le  système  des  équations  proposées  n!admet  que  la  seule 
solution  jr  =  3 ,  X  =  4  • 

98.  2*"  Méthode.  —  On  lire  de  la  première  équation  la 

valeur  de  x,  comme  si  j  était  une  quantité  connue ,  et  Ton 

met  cette  valeur  à  la  place  de  y,  dans  la  seconde  équation  \ 

ce  qui  donne 

^        i4-hior  , 

Cette  équation  détermine  la  valeur  de  y^  et  en  la  substi- 
tuant dans  1  équation  .r  =  -^ -y  on  obtient  la  valeur 


X. 

On  se  rend  compte  de  ces  opérations  en  raisonnant 
comme  il  suit  :  Si  Ton  conçoit  que  l'on  ait  une  couple  de  va- 
leurs de  xetdeyqui  vérifientTéquation  iix  —  10 j  =  i4i 

comme  cette  équation  revient  a  x=^—^ -1  la  substi- 

talion  des  valeurs  de  x  et  de  j*  dans  le  premier  membre  de 
léquation  Sx  -^  yyz=4i  donnera  le  même  t*ésultat  que 
la  substitution  de  la  valeur  de  jr  dans  le  premier  membi-e 

de  Téquation  5  X  -^ —  -h  7  >  =:  4  i  •  U  suit  de  là  que , 

s'il  existe  un  couple  de  valeurs  de  x  et  dej^  qui  vérifient 
les  deux  équations  proposées  ^  la  valeur  de  y  devra  vérifie^' 

1  équation  5  X  ~ -h  yy  =  ii'f  et  réciproquement , 

les  valeurs  de  x  et  de  y^  qui  vérifient  cette  dernière  étjua- 

lion   et  I  équation  x  =  --^ ^1  conviennent  aux  deux 

équations  proposées. 

99.    S**  Méthode.  — Considérons  d'abord  deux  éi|ualions 
dans  lesquelles   les  coeiïirients    d'une  des  inconnues  sont 


*  t  r 


I 
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égaux ,   par  exemple 

2x4-3/ =  17,     5x — 3/ =  11. 

En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 

707  =  28;    d*oii    x  =  4- 

On  trouvera  la  valeur  de  j^  en  mettant  le  nombre  4  »*  '^ 
place  de  x  dans  Tune  des  équations  proposées. 
Si  Ton  a  les  équations 

Sa:  —3^=19,     5a-—  7jr=rii , 

on  retranchera  les  deux  membres  de  la  seconde  de  ceux  de 
la  première ,  ce  qui  donnera 

4/ =  8;     d'où     r=2. 

On  aura  ensuite  la  valeur  de  jr ,  en  mettant  le  nombre  2  à 
la  place  dej^  dans  Fune  des  équations  proposées. 

Pour  justifier  cette  méthode ,  représentons  par  A  =  H , 
A'  =  B',  deux  équations  quelconques.  En  les  ajoutant 
membre  à  membre ,  on  obtient  A  H-  A'  =  B  -h  B'.  Celle 
troisième  équation  doit  nécessairement  être  vérifiée  par  les 
valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  aux  deux  premières; 
et  réciproquement ,  les  valeurs  qui  vérifient  cette  équation 
A  -f-  A'  =  B  -f-  B',  avec  l'une  des  deux  premières ,  par 
exemple  A  =  B ,  doivent  évidemment  vérifier  aussi  l'autre 
équation  A'  =  B'.  Les  mêmes  conclusions  subsistent  quand, 
au  lieu  d'ajouter  les  deux  équations  A  =  B,  A'  =  B\  on 
les  retranche  Tune  de  Tautre. 

Il  suit  de  ces  observations  que  le  système  des  deux  équa- 
tions ci -dessus  2  x  -h  Zy  =  17,  5  a:  —  Zy  =  11,  peut  être 
remplacé  par  celui  des  deux  équations  2  j:  -♦-  3y  =  1 7  et 
7  a:  =  28 ,  ou  5  a:  —  3j^  =  1 1  et  7  a:  =  28  5  et  de  même  \v. 
système  des  deux  équations  5x  —  3/  =  i9,5a:  —  jy  =  ii 
peut  €>tre  remplacé  par  celui  desdeux  équations  5  JT — 3^=  19, 
4  x  =  8;  ou  5x  —  7^  =  II,  4jK=  8. 
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Prenons  actuellement  les  deux  équations 

Ou  peut  les  remplacer  par  d'autres  équations  équivalentes , 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  Tune  des  inconnues  soient 
égaux.  Il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux  membres 
de  la  première  équation  par  le  coefficient  de  cette  incon- 
nue dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la  seconde 
équation  par  le  coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la 
première. 

Si  l'on  veut  avoir  une  équation  qui  donne  immédiate- 
ment la  valeur  de  y^  on  multiplie  la  première  équation 
par  5 ,  et  la  seconde  par  1 1  ;  on  obtient  ainsi  les  deux 
équations 

55x  —  607=:  70,     SSx-h  Tjjr  =  ^5i. 

Kn  retranchant  la  première  de  la  seconde ,  on  trouve 

1277  =  381;     d*où     7  =  3. 

En  mettant  le  nombre  3  à  la  place  de^  dans  Tune  des  équa- 
tions proposées ,  on  en  déduira  la  valeur  de  x. 

On  peut  aussi  obtenir  la  valeur  de  x  en  opérant  comme 
on  Ta  fait  pour  avoir  celle  dey;  il  faut  multiplier  les  deux 
membres  de  la  première  équation  par  7 ,  ceux  de  la  seconde 
par  10;  on  obtient  ainsi 

77a:— 707  =  98,       50x4-707  =  410. 

En  ajoutant  membre  à  membre  ces  équations ,  on  a 

1270:  =  5o8;       d'où      j:  =  4' 

100.  Les  trois  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  ne 
sont  pas  véritablement  différentes;  car,  par  la  première 
méthode  (n®  97),'la  valeur  de  x  en  fonction  dey,  tirée  de 
la  première  équation ,  est  substituée  dans  la  seconde  équa- 
tion qu'on  a  aussi  résolue  par  rapport  à  .r;  par  la  seconde 
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méthode  (n°  98) ,  on  substitue  la  même  valeur  de  x  dans  la 
seconde  équation ,  sans  avoir  fait  subir  à  cette  équation  au- 
cune transformation;  et,  par  la  troisième  méthode  (n**  99) , 
quand  on  retranche  l'une  de  l'autre  les  deux  équations 
55ar  +  777=  45i  >  55j^ —  5ojr  =  70 ,  c'est  la  même  chose 
que  si  Ton  substituait  dans  Tune  de  ces  équations  la  valeur 
du  terme  55  .r  déduite  de  l'autre. 

Le  caractère  essentiel  de  ces  méthodes  est  de  substituer 
au  système  des  équations  proposées  un  système  équivalent, 
formé  de  l'une  de  ces  équations  et  d'une  autre  qui  ne 
contient  plus  une  des  inconnues;  c'est  ce  qu'on  appelle 
éliminer  cette  inconnue.  Quand  on  emploie  le  premier 
procédé,  on  dit  que  Ton  fait  l'élimination  par  compa- 
raison^ quand  on  emploie  le  deuxième,  on  dit  que  l'on  fait 
l'élimination  par  substitution;  enfin,  quand  on  emploie 
le  dernier,  on  dit  que  Ton  fait  l'élimination  par  addition 
ou  soustraction  y  ou  bien  par  réduction. 

Résolution  dun  nombre  qttelconqite  ctéquations  qui 
renferment  un  pareil  nombre  tf  inconnues. 

101.  Soient  les  trois  équations 

4^:  —  3j-  4-  2«  =    g, 

* 

7.  .r  -f-  5/  —  3  z  =     4 , 
5  .r  4-  (yy  —  tx  2  =  18. 

En  employant  Tune  des  méthodes  qui  vienuent  d'être  ex- 
posées, ou  pourra  éliminer  Tinconnue  z  entre  la  première 
équation  et  chacime  des  deux  autres  :  on  obtiendra  ainsi 
deux  équations  qui  ne  contiendront  plus  que  les  incon- 
nues X  et  j  ;  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  deux  in- 
connues ,  et  en  les  substituant  dans  l'une  des  équations 
proposées ,  on  trouvera  la  valeur  de  z. 

Elimination  par  comparaison,  —  En  résolvant  chacune 
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des  équations  par  rapport  k  Zj  comine  si  x  ti  y  étaient  des 
quantités  connues,  on  obtient  trois  valeurs  de  z,  sa>oir: 

9  —  4^+3^ 

Z  :rr ^ 

2 

2x  -^5x  —  4 

'-  3  ' 

_  5x-i-6j  —  18 

Ou  eu  conclut  les  deux  équations 

9  — 4^"^3r 2x-h5j  —  4     9  —  4-^"+"3>' Sx-i-Bj —  18 


--- 1 


9.  3  2  9. 

()u,  en  i*éduisant, 

162:-+-^^=  35, 

3x  -h  j=   9. 

La  résolution  de  ces  deux  équations  fait  connaître  les  va- 
leurs (les  deux  inconnues  x  ci  jr.  On  n'a  plus  ensuite  qu'à 
substituer  ces  valeurs  dans  Tune  des  valeurs  de  z  expri- 
mées en  fonction  de  j:  et  de  j^.  On  trouve  a:  =  2 ,  y  =  ^^ 
5 

Éliminatiun  par  substitution,  —  On  substitue,  dans  lu 
deuxième  équation  et  dans  la  troisième ,  la  valeur  de  z  en 
fonction  de  x  et  dey  tirée  de  la  première;  il  vient 

2j:_H5^_?i9:Z-4f±^-^)=4,  5x+67^(9~4jr-h3r)=:i8. 

Ces  équations  se  réduisent  aux  précédentes  i6x-i-j  =  35, 
3x-t-j^  =  9.  Quand  on  a  obtenu,  en  résolvant  ces  deux 
équations,  les  valeurs  de  x  et  de  y,  on  les  substitue  dans 
la  valeur  de  z  en  fonction  de  x  et  de  r  déduite  de  la  pre- 
mière équation. 

Elimination  pctr  réduction.  —  Les  tenncs  qui  contien- 
nent l'inconnue  z ,  dans  la  première  équation  et  dans  la  troi- 
sième, ayant  des  coefficients  égaux  et  des  signes  contraires^ 
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on  ajoute  ces  équations;  on  trouve  ainsi,  après  avoir  di- 
visé par  3  les  deux  membres  de  Téquation  résultante , 

Il  faut  encore  éliminer  z  entre  la  seconde  équation  et 
Tune  des  deux  autres.  A  cet  effet,  on  multiplie  les  deux 
membres  de  la  seconde  équation  par  a ,  ceux  de  la  première 
par  3 ,  puis  on  les  ajoute;  on  obtient  i6x  -\-y  =  35. 

Quand  on  a  trouvé  les  valeurs  de  x  et  dej^  en  résolvant 
les  deux  équations  3  x  -i-jr  =  9,  i6x  -^jr  =  35 ,  on  sub- 
stitue ces  valeurs  dans  Tune  de^  équations  proposées,  et  on 
en  conclut  la  valeur  de  la  troisième  inconnue  z, 

102.  Donnons  encore  un  exemple ,  en  prenant  cinq  équa- 
tions à  cinq  inconnues.  Pour  plus  de  simplicité ,  nous  n'em- 
ploierons que  la  méthode  d'élimination  par  réduction  : 

3x  —  2/  —  5z=ii, 
5x-f-  3j—   7i«=:  47, 

Il  M  —  '2i  -h    4*=    9> 

8/  —   5^=25, 

2jr  —  i3a  =    5. 

En  éliminant  z  entre  la  première  équation  et  la  troisième , 
on  obtient  1 2 x  —  8j^  -f-  55  z/  —  iot=Sg.  On  peut  donc 
considérer,  au  lieu  du  système  des  équations  proposées ,  le 
système  suivant  : 

3x  —     2jr  —     52=11, 

12X  —  8^  H-55«i —  lo^  =  89, 

5x4-   3/ —   7a  =  47, 

8  r  —  5/  =  25, 

.  2x —  i3/i  =    5. 

Il  faudra  déterminer  Jr,  jr,  u  et  f  au  moyen  des  quatre  der- 
nières équations,  et  Ton  obtiendra  ensuite  la  valeur  de  z 
par  la  première. 
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On  élimine  /  entre  les  deux  équations 

I 

12 j:  —  8j  4- 55«— io/  =  89    rt    8r  — 5r  =  25; 

à  cet  elVet ,  on  multiplie  la  première  par  4 ,  la  seconde  par  5, 
et  on  les  ajoute  ;  on  obtient  ainsi  48  x —  Sjj'  -4-  220  m  =  48 1 . 
On  peut  donc  au  système  précédent  substituer  celui-ci  . 

3  jr  —  2  r  —  5z  =z    II, 

St  —  5/  =    25, 

48  j:  —  57j-f-  220  M  =  481, 

Sx-f-  3/  —  7w=   4?» 

2x  —  i3/î  =      5. 

Les  trois  dernières  équations  détermineront  les  valeurs  des 
inconnues  x^  jr^  u;  on  aura  ensuite  la  valeur  de  t  par  la 
seconde  équation,  et  celle  de  z  par  la  première. 

On  élimine  y  entre  la  troisième  équation  et  la  quatrième, 
en  les  ajoutant  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de 
la  quatrième  par  19.  On  obtient  ainsi  i43a:-f-87w=  1374? 
et  on  peut  remplacer  le  système  précédent  par  celui-ci  : 

3  .r  —  y.jr  —    5  z  =r  1 1 , 

Si  —   5.r=  25, 

5x4-  3  y  —    7  tt  =  4?  > 

2  X  —  1 3  w  =    5 , 

^  143x4-87//=  i374- 

Les  deux  dernières  équations  détermineront  les  valeurs  des 
deux  inconnues  x  et  m;  on  aura  ensuite  la  valeur  de  y  par 
la  troisième  équation ,  celle  de  t  par  la  deuxième,  et  celle 
de  z  par  la  première. 

En  éliminant  u  entre  la  quatrième  équation  et  la  cin- 
quième, on  obtient  2o33a:  =  18297,  d*oà •^=9* 

En  faisant  x  =  9  dans  2x  —  i3i/  =  5,  on  en  conclut .  . .  i/=i . 
En  faisant  jr=9,  «=1,  dans  5x4-3/— 7// =4? >  ^^  trouve  jr=3. 

En  faisant  j  =  3  dans  8^  —  5/  =  25,  on  obtient t  =5. 

En  faisant  J^-=;=9»  J=3,  dans 3.r — 2 r  -59.-t=  h ,  on  obtient .   ?.t=2. 
5'  éiiie.  6 
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Pour  s'assurer  de  Texaelitade  des  opérations,  il  faut  sub- 
stituer dans  les  équations  proposées  les  valeurs  x  =  9 
j-  =  3,   r:  =  2,f=5,   //=i,  ce  qui  doit  conduire  à  deî 
identités. 

* 
103.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  deux  exemplr: 

ci -après  : 

i".  7X —    ?.^  —  3z=i6, 

3x  —    5x  —  2  3=:  —  i3, 

On  li'ouvrra  x  =  7.,     y  =:  —  i,     z  =z  o. 

7:\  3.r-f-4j  —  52^—  II, 

ii/-8j=-f-i3|, 

i6r  —  5s  =  12. 
On  trouvera     .r  =  —  4  »     .>'  =  î  >     3  =  2,     r  =  1  -f-  -}. 

Problèmes  qui  dépendent  des  équations  du  premiei 

degré, 

104-.  ,\()us  avons  dit,  dans  le  chapiln?  premier,  que  h 
résolution  d'un  problème  est  composée  de  deux  parties, 
dont  Tune  consiste  à  exprimer  les  conditions  du  problème 
par  des  équations,  et  l'autre  à  résoudre  ces  équations. 

Toutes  les  règles  qu'on  peut  donner  sur  la  manière  de 
mettre  les  problèmes  en  équations  sont  renfermc^s  dans  h 
précepte  suivant  : 

On  indique  y  à  Vaide  des  signes  algébriques  y  sur  les 
quantités  connues  représentées  soit  par  des  nombres,  soit 
par  des  lettres,  et  sur  les  quantités  inconnues  représentées 
toujours  par  des  lettres,  les  raisonnements  et  les  opéra- 
tions quil  Jaudraà  effectuer  pour  vérifier  les  valeurs  des 
inconnues  si  elles  étaient  données. 
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On  se  familiarisera  avec  l'application  de  ce  précepte ,  en 
('tudiant  les  solutions  des  pix>blèmes  qui  suivent. 

105.  i*'  Problème.  —  Une  personne  qui  possédait 
\  10000  Jr,  a  employa  une  partie  de  cette  somme  à  V ac- 
quisition d'une  maison.  Elle  a  placé  un  tiers  de  ce  qui 
lui  restait  à  raison  de  4  pour  loo ,  les  deux  autres  tiers  à 
raison  de  5  pour  i  oo  ;  et  elle  tire  de  ces  deux  parties 
un  re^^enu  de  3  920  yK  Quel  est  le  prix  de  la  maison  y 
et  quelles  sont  les  sommes  qui  ont  été  placées  aux  taux 
de  4  pour  100  et  de  5  pour  100? 

Désignons  par  x  le  prix  de  la  maison.  11  restera  après  le 

payement  de  ce  prix  1 20  000  — a:  ;  en  conséquence,  la  somme 

1     ,    ,   ,                            1 20  000  —  X  „        .      ,  /    1      ^ 

placée  a  4  pour  1 00  sera ,  et  celle  qui  a  ete  placée 

.  -                           2  (  1 20  000  —  x]    ,  ,    ,  . , 

a  5  pour  100  sera  — .  Lo  revenu  de  la  première 

(120000  — x)x  4    1  j    1  j 

somme  sera  ^^ ^r :  le  revenu  de  la  seconde  sera 

3oo 

2(120000  —  x)  X  5  .  ,  1         J    o 

— i ' ;  et  puisque  Je  revenu  total  est  de  0920, 

il  faudra  que  Ton  ait 

C120000  —  or)  X  4       2(120000  —  j:)x5         , 

^ ^--^  -h  -^ = =  3920. 

3oo  3oo  ^ 

En  chassant  les  dénominateurs,  efl'ectuant  les  calculs 
indiqués  et  transposant  ensuite  les  termes ,  on  trouve  : 

480000  —  ^x  -i-  1 200000  —  I  o  j:  =  Il  76000 , 

lojr-f-  4*^  =  480000    -f-  I9.00000—  1176000, 

1 4  J^  =  5o4ooo , 

5o4ooo        _.. 
X  =  — —: —  =  ibooo. 

«4 

Le  prix  de  la  maison  étant  36  000  fr. ,  la  somme  qui 
reste  après  le  payement  de  ce  prix  est  84000  fr.  La  somme 

6. 
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nlacréc  à  4  pour  i  oo  est  donc  It*  tiers  de  84  000  i'r.  •  on 
u8ooo  fr.  ;  et  celle  qui  a  été  placée  à  5  pour  100  est  deux 
fois  9-8000  fr.,  ou  56  000  fr. 

On  vérifie  Texactitude  de  cette  solution  en  calculant  le 
i-evenu  de  28000  fr.  h  4  pour  100,  et  celui  de  56  000  fr. 
à  5  pour  100  ;  en  les  ajoutant,  la  somme  est  3  920  fr.  ^  comme 
l'exige  l'énoncé. 

106.  2*^  Problème.  —  Plusieurs  négociants  m'aient 
formé  une  société  dont  la  durée  a  été  de  trvis  ans.  Ih 
ont  prélevée  sur  la  mise  sociale ,  au  commencement  de 
la  première  année  y  une  somme  de  45  000  Ji\  pour  les 
frais  de  premier  établissement;  et  au  commencement  de 
chacune  des  deux  années  suiv^antes,  ils  ont  prélevé  y  pour 
les  Jrais  de  loyer  et  Vent  retien  du  matériel ,  une  somme 
de  i5 000  Jr;  La  pœmière  année  ^  le  bénéfice  a  été  égal 
au  dixième  des  fonds  qui  étaient  restés  disponibles  ;  et 
dans  chacune  des  deux  années  suivantes ,  le  bénéjice  a  été 
égal  au  (/uart  des  J'onds  qui  restaient  au  commencement 
de  l'année.  Alors  la  société  ayant  été  dissoute  ^  chaque 
associé  a  retiré  4o  pour  100  en  sus  de  sa  mise.  Quel  était 
le  montant  de  la  mise  sociale? 

Désignons  par  x  la  somme  cherchée.  Quand  on  a  piélevé 
sur  cette  somme  45  000  fr. ,  il  reste  x  —  4^000  fr.  Le  l>éné- 
fice  de  la  première  année  étant  le  dixième  de  ce  reste,  le 
capital  social  est  devenu,  à  la  fin  de  cette  année, 

,^  .r  —  45ooo  1 1  X  —  4o5ooo 

j:  —  45000  H .       ou . 

10  lU 

Kii  retranchant  de  celte  quantité  i5ooo  fr.  .  on  a  pour 
resl<' 

1 1  X  —  G45000 
10 

i-(  puisque  \v  bénéfice  de  lu  seconde  aiin('*e  (*s(  le  quart  de  vr 


! 
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,  reste,  on  a  pour  la  valeur  du  capital,  à  la  (in  de  la  seconde 

I  année , 

1 1  X  —  645000       1 1  X  —  645000             55  X  —  32?.5ooo 
1 ^_L ,     „u 

10  4^  4^ 

En  retranchant  de  cette  quantité  1 5  000 ,  il  reste? 

55  X  —  3825000 

cl  puisque  le  bénéfice  de  la  ti'oisième  année  est  le  quart  de 
ce  reste,  on  a  pour  la  valeur  du  capital^  à  la  (in  de  la 
troisième  année, 

55  X  —  3825000       55  X  —  3825000  ^.nSx  —  iQi25ooo 

• •>    ou       ' 


4o  160  160 

Chaque  associé  retirant ,  h  la  fin  de  la  troisième  année , 

4o  pour  100  en  sus  de  sa  mise ,  il  faut  que  le  capital  social 

ait  augmenté  de  4^  pour  100.  Il  doit  donc  être  devenu 

.r-h  ,^  X,  ou  jc  -4-  I  x,  ou  plus  simplement  {  x.  On  doit 

donc  avoir 

/275X  —  19125000 7 

i6o  ~~  5 

On  chasse  les  dénominateurs  en  multipliant  les  deux 
membres  par  160^  il  vient  alors 

275  X  —  19125000  =  224^, 

ot  de  là  on  conclut 

275  X  —  224  J^  =  l()l2500t» 

5i  X  =  19125000 

iqi25ooo   _  „ 

X  =  -^      =:  375000. 

La  mi.sc  totale  était  donc  376000  fr. 

Vérification.  Lorsqu'on  a  prélevé  45 000  fr.  sur  le  ca- 
pital primitif  S75000  fr. ,  il  reste  33c>ooo  fr.  Otte  somme 
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produisant  un  bénéfice  quî  eu  est  le  dixième ,  ou  33  ooo  fr. , 
on  a  pour  le  capital ,  à  la  fin  de  la  première  année , 
363  ooo  fr.  En  prélevant  sur  cette  somme  i5ooo  fr. ,  il 
reste  348  ooo  fr.  Le  bénéfice  de  la  seconde  année  étant  le 
quart  de  ce  reste ,  ou  87000  fr. ,  on  a  pour  le  capital ,  à 
la  fin  de  la  seconde  année,  4^5 000  fr.  En  prélevant  sur 
cette  somme  i5ooo  fr. ,  il  reste  420000  fr.  Le  bénéfice  de 
la  troisième  année  étant  le  quart  de  ce  reste ,  ou  io5  000  fr. , 
onapour  le  capital ,  à  la  fin  de  la  troisième  année,  525  000  fr. 
Ce  dernier  capital  surpasse  la  mise  sociale  de  i5oooo  fr. , 
ce  qui  forme  un  bénéfice  de  4<>  pour  100,  comme  l'exige 
l'énoncé. 

107.  3*  Problème.  —  Deux  vases  de  la  même  capa- 
cité ont  été  remplis  avec  des  mélanges  formes  de  deux 
liquides  A  et  B.  Le  premier  mélange  est  formé  de  60  par-- 
lies  de  X  et  de  4o  parties  deJi.Le  second  mélange  est  formé 
de  20  parties  de  A  et  de  80  parties  de  B.  On  propose 
de  partager  le  liquide  contenu  dans  chaque  vase  en  deux 
parties  j  de  telle  sorte  que  Vune  des  parties  du  premier 
liquide  et  Vune  des  parties  du  second  puissent  former  un 
mélange  qui  contienne  des  quantités  égales  de  h.  et  delà -^ 
et  que  les  parties  restantes  puissent  former  un  autre  mé- 
lange, dans  lequel  les  liquides  A  et  K  se  trouvent  en  quan- 
tités proportionnelles  aux  nornbr'es  3  et  y.  (On  suppose 
que  les  deux  liquides  A  et  B  peuvent  être  mélangés  dans 
des  proportions  quelconques  sans  altération  de  volume.) 

Désignons  par  x  al  y  les  nombres  des  parties  des  mélanges 
donnés,  qu'il  faudra  prendre  pour  former  un  troisième  mé- 
lange qui  contienne  les  liquides  A  et  B  en  quantités  égales. 
Le  nombre  des  parties  restantes  du  premier  mélange  sera 
100  —  or,  et  le  nombre  des  parties  restantes  du  second 
mélange  sera  100  —  y. 

Puisque  le  premier  mélange  est  i'ormé  de  60  {lartîes  de  A 
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et  Je  4"  parties  de  B,  les  x  parties  de  ce  mélange  coiihen- 

(Iront parties  de  A  et  - —  parties  de  n. 

100  ^  100  * 

Puisque  le  second  mélange  est  formé  de  20  parties  de  A 
et  de  80  parties  de  B,  Xasj  parties  de  ce  mélange  contien- 
dront — -  parties  de  A  et parties  de  B. 

100  ^  100  '^ 

Il  en  résulte  que ,  dans  le  mélange  formé  en  réunissant 

les  X  parties  du  premier  mélange  donné  et  lesj^  parties  du 

j     .,  60X    ,    7.0 y  ,       ,      .        ^ox      80  V 

second ,  il  y  aura 1 parties  de  A  et 1 - 

^  100        100    '^  100       100 

parties  de  B. 

On  devra  donc  avoir  Véquation 

60  X      20  J      ^ox      80  J 


100        100        100        100 


On  reconnaît ,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
qui  viennent  d'être  faits,  que,  pour  que  le  mélange  formé 
en  réunissant  les  portions  restantes  des  mélanges  donnés, 
soit  tel  que  l'exige  Ténoncé ,  il  faut  que  Ton  ait  Téquation 

4o(ioo— jr)      80(100 — y) 


60(100 — x)      20(100—7) 3 

joo  100  7 


100  100 


] 


En  supprimant  dans  la  première  équation  le  dénominateur 
qui  aQecte  tous  les  termes  ,  divisant  ensuite  chaque  terme 
par  20 ,  et  rassemblant  les  termes  en  x  dans  le  premier 
membre  et  lejs  termes  en  y  dans  le  second ,  on  trouve 
que  cette  équation  se  réduit  à  x  =  iy. 

Pour  réduire  la  seconde  équation ,  on  remarque  d'abord 
que  Ton  peut  supprimer  le  dénominateur  100  qui  aiTecte 
tous  les  termes;  en  divisant  ensuite  les  deux  membres  par 
20^  Téquation  devient 

3(ioo  —  J?)  -4-  100— /=!  X  [2(100  — x) +  4(100—7)]. 

En  eOectuant  les  calculs  indiqués  et  multipliant  les  deux 
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membres  par  7 ,  il  vient 

2800  —  21 J7 —  77=  1800  —  6x —  12/. 

EnGn,   en  transposant  les  termes,   i^uisaut  et  divisant 
les  deux  membres  par  5,  on  obtient 

3x  —  T=  ^00. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  x  par  3j^,  on  trouve 
8y  =  aoo,  d'où  y  =  aS  5  et  Ton  en  conclut  x=  yo. 

Ainsi,  pour  satisfaire  aux  conditions  du  problème,  il 
faudra  former  un  mélange  de  7  5  parties  du  premier  mé- 
lange donné  avec  25  parties  du  second ,  et  un  autre  des 
25  parties  restantes  du  premier  mélange  donné  avec  les 
75  parties  restantes  du  second;  ou,  plus  simplement,  il 
faudra  prendre  les  trois  quarts  du  premier  mélange  avec  le 
quart  du  second,  et  le  quart  du  premier  avec  les  trois  quarts 
du  second. 

Ou  vérifie  l'exactitude  de  cette  solution  comme  il  suit  : 

Le  premier  mélange  donné  contenant  60  parties  de  Â  et 
4o  parties  de  B,  les  trois  quarts  de  ce  mélange  contien- 
dront 45  parties  de  A  et  3o  de  B;  et  puisque  le  second 
mélange  contient  20  parties  de  A  et  80  parties  de  B ,  le 
quart  de  ce  mélange  contiendra  5  parties  de  A  et  20  par- 
ties de  B.  Ces  deux  portions  réunies  contiendront  donc 
5o  parties  de  A  et  5o  parties  de  B. 

D'un  autre  côté,  le  quart  du  premier  mélange  contiendra 
i5  parties  de  A  et  10  parties  de  B;  les  trois  quarts  du  second 
mélange  contiendront  i5  parties  de  A  et  60  parties  de  B. 
Ainsi ,  en  réunissant  ces  deux  portions ,  on  obtiendra  un 
mélange  qui  contiendra  3o  parties  de  A  et  70  parties  de  15. 
Les  quantités  des  liquides  A  et  B  dans  ce  mélange  seront 
donc  proportionnelles  aux  nombres  3  et  7. 

108.  4*  PROBLiîME.  —  Trois  joueurs  sont  contenus  quà 
sluique  partie   le  perdant  doublera  V argent  des  deux 
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autr'es.  Après  t j'ois  parties,  chacun  des  joueurs  en  ayant 
perdu  une,  se  retire  avec  120  francs.  On  demande  la 
somme  que  chaque  joueur  aidait  en  se  mettant  au  jeu. 

Soit  X  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  i*"^  par- 
tie, j^  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  1^  partie, 
z  la  somme  qu'avait  le  joueur  qui  perd  la  3°  partie. 

Après  la  première  partie,  le  i*^*"  joueur  a\r — j  —  z, 
le  2*  a  ay,  et  le  3**  a  2  z. 

Après  la  deuxième  partie, le  i*-'"^  joueur  a  ax — 2jr — az  ;  le 
2*a  2j^ — 2z —  (x — y — z) ,  ce  qui  se  réduità  3y — z — x-^ 
le  3'  a  4^* 

Après  la  troisième  partie,  le  i*^*^  joueur  a  4  J^ — ^J — 4-^  ^  le 
2^si6jr — 2z — 20:^  le  3*' a  4^ — (3y — z — x) — (2X — 2/ — 22), 
ce  qui  se  réduit  k  y  z  — j  —  x. 

Puisque  chacun  des  joueurs ,  après  cette  partie ,  a  1 20  fr. , 
on  doit  avoir 

7  z  —     y  —     .r  =  1 20 , 

6/  —  2  3  —  2xr=I20, 

4x  —  4*  —  4j^  =  '^^* 

Les  deux  membres  de  la  seconde  équation  sont  divisibles 
par  2 ,  et  ceux  de  la  troisième  sont  divisibles  par  4  i  de  sorte 
que  ces  deux  équations  se  réduisent  a 

3/  —  z  —  x=zijOj 
X  —  z  — /  =  3o. 

Eu  ajoutant  celles-ci,  et  en  ajoutant  en  outre  la  dernièn; 
avec  l'équation  'j  z  —  y  —  jr=  120,  on  obtient 

2j—  23=   90, 
6z  —  2j=  i5o, 

ou,  en  divisant  par  2  les  deux  membres  de  cliaque  équa- 
tion , 

r  —  3  =  45 , 

3  3  — r  =  75. 
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Ou  conclut  de  ces  dernières  rquations,  en  les  ajoutant. 

2  z  =  120,  d'où  z  =  60.  La  substitution  de  la  valeur  de  z 
dans  l'équaliony — z=45  donnej^=:io5.  Enfin,  en  mettant 
les  valeurs  de  z  et  de  y  dans  l'équation  x  —  z  — y  =  3o , 
on  trouve  j:=  igS.  Ainsi,  au  commencement  de  la  pre- 
mière partie,  le  premier  joueur  avait  195  fr.,  le  deuxième 
io5  fr.,  et  le  troisième  60  fr. 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  nombres  satisfont  aux 
conditions  de  Ténoncé. 

On  peut  résoudre  ce  problème  d'une  manière  plus  simple.. 
Puisque  la  sonmie  totale  que  possèdent  les  trois  joueurs  est 

3  fois  1 20  fr. ,  ou  36o  fr. ,  la  somme  qui  reste  a  chaque  joueur^ 
après  la  partie  qu'il  a  perdue ,  est  égale  à  celle  qu'il  avait 
au  commencement  de  cette  partie ,  diminuée  de  l'excès  de 
36o  fr.  sur  la  même  somme.  Ainsi ,  après  la  première  par* 
tie,  le  i*^""  joueur  a  or —  (36o  —  x)  ou  ix  —  36o;  le  2®  a 
iy^  et  le  3^  a  2z.  Après  la  deuxième  partie,  le  i*""  joueur 
a  ^x  —  720  5  le  2*^  a  iy  —  (36o  —  2j^)  ou  ^y  —  3605  le 
3*^  a  4  ^.  Après  la  troisième  partie ,  le  i***^  joueur  a  8.1' — i44o« 
le  2*"  a  8/  —  720  5  le  3®  a  4  2  —  (36o  —  4  ^)  ^^  8  z  —  36o. 
Rn  égalant  ces  trois  quantités  à  120,  on  obtient  trois  équa- 
tions qui  déterminent  immédiatement  les  trois  inconnues 

Enoncés  de  pmhlèmes  à  résoudre. 

I.  Uti  père,  intetrogé  sur  l'dge  de  son  Jds,  répond: 
Mon  âge  est  triple  de  celui  de  fnonjih;  il  y  a  dix  ans,  il 
en  était  le  quintuple.  Quel  est  l  *dge  du  fils  ?  (Rép.  :  20  ans.) 

II.  Vingt  personnes,  hommes  et  femmes^  mangent  dans 
une  auberge:  Vécot  d'un  homme  est  de  40  centimes,  celui 
d 'une  femme  est  de  26  centimes  ,•  la  dépense  totale  est 
'^francs  25  centimes.  On  demande  le  nombre  des  hommes 
et  celui  des  femmes ,  (Rép.  :  i5  hommes  et  5  femmes.) 

III.  Trouver  un  nombre  tel  que,   si  Von  y  ajoute  sa 
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loiiîéf  la  somme  surpasse  60  d'autan t  que  le  noinbfv  lui^ 
léme  est  au^flessous  de  65,  (Rép.  :  5o.) 

IV.  Partagerai  en  deux  parties  telles  que  y  si  Von  di- 
'ise  Vune  de  ces  parties  par  6,  et  Vautre  par  5,  on  ait 
leux  quotients  dont  la  somme  soit  égale  à  6.  (Les  deux 
)arties  sont  12  et  20.) 

V.  Deux  personnes  ont  un  égal  re\*enu:  la  pionnière 
épargne  cliaque  année  le  cinquième  de  son  rex^enu;  et  la 
seconde,  qui  dépense  600  fr.  par  an  de  plus  que  la  pre- 
mière y  doit  y  au  bout  de  trois  ans,  i  i4o  fr.  Combien  ont- 
dles  de  revenu?  (Rép.  :  1 100  fr.) 

VI .  On  demandait  à  une  fermière  le  nombre  de  ses  pou- 
lets^ elle  répondit  :  J'ai  "vendu  la  moùié  de  ce  que  j'avais^ 
plus  un  y  j'en  ai  mangé  10,  ef  il  m'en  reste  encore  le  tiers 
de  ce  que  j'avais,  plus  7  poulets  f .  Quel  était  le  nombre 
des  poulets  ?  (  Rép.  :  112.) 

Vn.  Une  personne  a  100  000  fr.  :  elle  place  une  partie 
de  cette  somme  à  5  pour  100^  et  Vautre  à  4  pour  100  ]  de 
cette  manière ,  elle  a  un  revenu  de  4  6^0  fr.  Quelles  sont 
les  deux  parties  ?  (Rép.:  64000  fr.  et  36  000  fr.) 

VIII.  Hiéron,  roi  de  Syracuse,  avait  remis  à  un  orfèvre 
10  livres  d'or,  pour  faire  une  couronne  qu'il  voulait  offrir 
à  Jupiter.  Ze  travail  étant  achevé,  la  couronne  se  trouva 
(lu poids  de  10  livres;  mais  le  roi,  soupçonnant  que  V ou- 
vrier aviut  allié  de  l'argent  à  l'or,  consulta  Archimède, 
Celui-ci,  sachant  que  l'or  perd  dans  Veau  les  52  millièmes 
le  son  poids,  et  que  l'argent  y  perd  les  99  millièmes  de 
ion  poids,  détermina  la  poids  de  la  couronne  plongée  dans 
Veau  y  et  trouva  qu'il  était  de  9  livres  6  onces;  ce  qui  fit  re- 
connaître la  fraude.  On  demande  combien  il  y  avait  de 
livres  de  chaque  métal  dans  la  couronne?  (Rép.  :  7  livres 
12  onces  7^  d'or,  et  2  livres  3  onces  f^  d'argent.) 

IX.  Deux  "voitures  poitent  des  charges  inégales.  Si  l 'on 
ôtait  de  la  première,  pour  le  mettre  dans  la  seconde^  un 
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tonneau  qui  pèse  3  quintaux  y  la  charge  de  la  seconde  se- 
rait double  de  celle  de  la  première;  et  si  Von  était  de  la 
seconde  une  caisse  du  poids  de  5  quintaux,  pour  la  mettre 
dans  la  prenuere,  la  charge  de  celle-ci  serait  triple  de  celle 
de  l'autre.  On  demande  quelle  est  la  charge  de  cliaque 
voiture?  (Rép.  :  la  charge  de  la  première  est  9  quintaux  \. 
et  celle  de  la  seconde  est  9  quintaux  j.) 

X .  Deux  amis  ont  fait  en  commun  une  dépense  de  8  ij)\ 
Il  manque  au  premier,  pour  payer  cette  dépense,  les  \  de 
V argent  du  second;  et  il  manque  au  second  les  \  de  Var- 
gent  du  premier.  Combien  ont-ils  chacun?  (Rép.  :  le  pre- 
mier a  4S  fr.,  et  le  second  a  54  fr.) 

XI.  Une  personne  possède  un  capital  qu  ^  elle  fait  ^valoir 
à  un  certain  intérêt.  Une  autre  personne  y  qui  possède 
lOOOoyK  de  plus  que  lu  première  y  et  qui  fait  valoir  son 
capital  à  i  de  plus  pour  100,  aiui  revenu  plus  grand  de 
Soo  fr.  Une  troisième  personne  ^  qui  possède  i^ooofr.  de 
plus  qiuj  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  à  1  de 
plus  pour  100,  a  un  revenu  pliu:  grand  de  1  5oo  fr. 
On  demande  les  biens  des  trois  personnes,  et  à  quel 
iutérêt  chacune  d'elles  fait  valoir  son  bien?  (Rép.:  la 
première  personne  posscnie  Soooo  fr.,  qu'elle  fait  valoir  à 
4  pour  100.) 

XII.  Trois  bit/rts,  qui  valent  ensemble  'i  y^ofr. ,  ont  été 
escomptés  en  dehors  à  5  pour  100.  Le  premier  est  à  n  mois 
d'échéance,  le  deuxième  a  5  mois,  le  troisième  à  4  mois. 
On  a  perdu  sur  le  premier  billet  autant  que  sur  les  deux 
autres j  et  sur  le  deuxième  1  fr.  de  moins  que  le  tiers  de 
ce  qu'on  a  perdu  sur  les  deux  autres.  Déterminer  la  va- 
leur  de  chaque  billet.  (Rép.:  la  valeur  du  i**^  billet  est 
1  oSo  fr.,  celle  du  .1%  7^0  fr.,  et  celle  du  'i\  990  fr.) 

XIII.  On  a  trois  lingots  du  poids  de  4oo  grammes  cha- 
rmn:  le  premier  est  composé  de  3oo  grammes  d'argent,  2r> 
if  x-iu'vre  et  76  d'étain  ;  le  deuxième  contient  a5  grammes 
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d  argent  y  Soo  de  cuiWe  et  7 5  (V ctain  ;  etijiti  y  le  troisième 
est  J'orrfié  rie  ^5o  grammes  de  cuivre  et  5o  d*étain.  On 
demande  quelle  portion  il  faut  prendre  de  chacun  de 
ces  lingots^  pour  en  former  un  quatrième  qui  contienne 
100  grammes  d'argent,  'ai5  de  cui^i^  et  7 5  d'étain, 
(Rép.  :  il  faut  prendre  les  -^^  du  premier  lingot,  les  j-  du 
deuxième ,  et  zéro  du  troisième.) 

XI  \  .  Un  nombre  est  formé  de  quatre  chiffres  dont  la 
somme  €fst  11  :  le  chiffre  des  dizaines  est  égal  à  la  somme 
d^;$  chiffres  des  centaines  et  des  mille;  celui  des  nulle  est 
i'g(d  à  la  somtfie  de  ceux  des  centaines  et  des  unités;  et 
m  retranchant  de  ce  nondyre  1 728 ,  on  obtient  pour  reste 
k nombre  renversé.  Quel  est  ce  nombre?  (Rép.  :  325i.) 

Ohse/vations  sur  la  résolution  des  pmblèmes.  — 
Interprétation  des  valeurs  négatives, 

109.  Quand  les  équations  déterminées  par  l'énoncé  d'un 
pi-oblème  expriment  toutes  les  conditions  de  ce  problème, 
les  valeurs  des  inconnues  qui  vérifient  les  écpiations  con- 
viennent aussi  au  problème.  Mais  il  arrive  quelquefois  que 
les  valeurs  des  inconnues  sont  assujetties  à  des  conditions 
qui  ne  peuvent  pas  être  (exprimées  d.ins  les  équations;  c'est 
ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  quand  elles  doivent  être  des 
nombres  entiers,  ou  quand  elles  doivent  être  renfermées 
entre  certaines  limites.  Alors],  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  ne  suffit  plus  que  Ton  obtienne  pour  les  incon- 
nues des  valeurs  qui  vérifient  les  équations,  il  faut  encore 
(|ue  ces  valeurs  satisfassent  h  toutes  les  autres  conditions. 

110.  Dans  beaucoup  de  problèmes,  on  ne  peut  admettre 
pour  les  inconnuesquedes  valeurs  positives;  et,  si  Ton  en 
obtient  de  négatives,  il  faut  n'en  pas  tenir  compte.  Mais  il 
peut  se  faire  aussi  qu'en  changeant  le  sens  xle  quelque  res- 
triction qu'on  a  apportée  à  l'énoncé  du  problème,  pour  le 
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mettre  en  équation,  on  bien  en  modifiant  quelqu'une  des 
conditions  comprises  dans  cet  énoncé,  sans  changer  les 
quantités  données,  les  incx>nnues  pour  lesquelles  on  avait 
trouvé  ties  valeurs  négatives  admettent  des  valeurs  positives 
numériquement  égales  aux  premières. 

Pour  fixer  les  idées ,  supposons  qu'en  résolvant  les  équa- 
tions d'un  problème,  on  ail  trouvé,  pour  une  inconnue  x, 
une  valeur  négative  —  a.  Il  est  clair  que  par  la  substitution 
de  la  valeur  —  «  à  la  place  de  x ,  dans  les  équations ,  on  a 
les  mêmes  résultats  que  si  Ton  remplaçait  d'abord  x  par 
—  x ,  et  que  l'on  substituât  ensuite  à  la  place  de  x  la  valeur 
-f-/7.  Il  suit  de  là  que,  lorsqu'on  a  changé  x  en  — x,  les 
nouvelles  équations  admettent  une  solution  dans  laquelle  la 
valeur  de  x  est  -f-  a.  Donc,  pour  cpie  le  problème  admette 
pareillement  une  solution  dans  laquelle  la  valeur  de  x  soit 
positive  et  égale  à  «,  il  suffit  de  modifier,  si  cela  est  pos- 
sible, le  sens  de  quelques-imes  des  conditions  exprimées 
dans  l'énoncé,  ou  le  sens  qu'on  a  attribué  à  celles  de  ces 
conditions  qui  pouvaient  être  diversement  interprétées,  de 
manière  que  toutes  ces  conditions  s'accordent  avec  les  équa- 
tions qui  résultent  du  changement  de  .r  en  — x  dans  les 
équations  primitives. 

On  a  déjà  vu,  dans  le  chapitre  premier  (n®  34) ,  com- 
ment renoncé  d'un  problème  peut  donner  lieu  à  deux  sup- 
positions difïérentes,  telles  que  Ton  passe  de  l'une  à  l'autre 
en  changeant  dans  l'équation  x  en  — x.  Le  problème  sui- 
vant olîrira  un  autre  exemple  de  l'interpréta  lion  des  valeurs 
négatives. 

m.   On  a  acheté  pltisiew's  mèfi'es  d'étoffe  pour  une 
certaine  somme  :  si  Von  avait  payé  le  mètre  i  Jr,  de  plus , 
en  prenant  3  mètres  d-c  moins,  on  aurait  dépensé  SJr.  de 
*plus ,-  et  si  l'on  avait  payé  le  mètre  9.J'r.  de  moins  y  en  pre- 
nant 5  nù^tres  de  plus^  on  aurait  dépensé  ^^Jr.  de  moins. 
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Combien  a^t^on  acheté  de  mètres^  et  quel  était  le  prix  riii 
mètre  ? 

Nommons  x  le  nombre  de  mètres  que  Ton  a  achetés,  ci  ^ 
le  prix  du  raètre;  les  équations  du  pix)blème  seront 

;i)     (jT  — 3)(j-hi)=:j:j-+-8,      (7.)   (x-h5)(j  — 2)  =  j:7  — 3t5. 

En  développant  les  calculs  indiqués,  et  retranchant,  dans 
chaque  équation,  le  terme  xy  commun  aux  deux  membres, 
on  obtient  les  deux  équations  du  premier  degré 

X  —  3r=ii,      5r  —  9.x=z  —  i5; 

la  résolution  de  ces  équations  donne    y  =  —  7,  x  =  —  10. 
Pour  interpréter  ces  valeurs,  on  remplace ,  dans  les  éf|ua- 
lioiis  (i)  et  (2) ,  a:  par  —  .r,  et  j  par  — j  ^  il  vient  alors 

-,— x-3/(-/-h  I)  =  (-x)x(-7)'^8, 
(—  X  -h  5)  (—  ^  —  2)  =  (-  x)  X  (— r)  —  25. 

Comme  on  peut  changer  les  signes  des  deux  facteurs  d'un 
produit,  sans  que  ce  produit  soit  altéré,  les  équations  qu'on 
>'ient  d'cJ>tenir  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

(x  -f-  3)  (j  —  i)  =  .rj  -H  8,      {x  —  5)  (y  -h  2)  =  XX  —  25. 

On  voit  par  là  que  le  problème  proposé  admettrait  une  solu- 
tion exprimée  par  les  valeurs  positives  x  =  ro,  y  =  7.  si 
Ton  modifiait  l'énoncé  de  la  manière  suivante  : 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  d* étoffe  pour  un  certain 
prit:  si  Von  at^ait  payé  le  mètre  i  fr.  de  moins,  en  pre- 
nant  3  mètres  de  plus,  on  aurait  dépensé  8  fr.  de  plus  ; 
et  si  l'on  aidait  payé  le  mètre  2  Jr.  de  plus,  en  prenant 
r»  mètres  €Îe  moins,  on  aurait  dépensé  25  fr,  de  moins. 
Combien  a-t-on  acheté  de  mètres,  et  quel  était  le  prix  du 
mètre? 

Il  faut  bien  remarquer  que,  dans  le  nouvel  énoncé,  les 
nombres  donnés  sont  les  mêmes  que  dans  le  précédent^  seu- 
lement on  prcînil  quelques-uns  dv  ces  nombres  dans  une 


9()  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D* ALGEBRE. 

acH'eplion  opposée;  à  celle  qu'ils  avaient  d'abord,  en  r^ar- 
dant  comme  des  diminutions,  par  rapport  aux  nombres 
cherchés,  ceux  qui  exprimaient  des  augmentations,  et  vice 
"versd. 

Des  cas  d'impossibilité  et  d'indétermination  dans  les 

équations  du  premier  degré. 

H2.  Considérons  Féquation  du  premier  degré  à  une  in- 
connue 

3(?.  .r-hi)         ^        3x4-2        2^3.r —  i^ 

4  lo  5  ^ 

En  chassant  les  dénominateurs,  développant  les  calculs,  cl 
transposant  les  termes,  on  trouve 

i5(2:r  ■+•  i)  —  lOO  —  2(3x  4-  2)  =  8(3j:  —  i), 
3oa:-|-  i5  —  loo  —  6a:  —  ^  =  7,^x  —  8, 
3oj:  —  6x  —  2.^x  z=  ioo-f-4  —  i5  —  8, 

o  =  8i. 

Le  dernier  résultat  fait  voir  qu'en  supposant  qu'il  puisse 
y  avoir  égalité  entre  les  deux  membres  de  Féquation  ,  on 
en  conclut  une  absurdité.  Par  conséquent  il  n'existe  pas  de 
valeur  de  x  qui  vérifie  cette  équation. 

On  peut  reconnaître  sur  Téquation  même  qu'elle  n'est 
que  l'expression  d'une  condition  impossible:  il  suffit,  pour 
cela ,  d'eflectuer  les  calculs  indiqués  dans  chacun  des  deux 
mcîmbres.  On  trouve  d'abord 

6x      3  3jr        2  6x       2 

4        4  '^        '^^        ^        ^ 

et,  en  réduisant  le  pitimier  membre, 

6  8c)       6  2 

5  2o       5  5 

On  voit  alors  que  les  deux  membres  ne  peuvent  jamais 
devenir  égaux,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  x. 
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113.  Prenons  actuellement  Téquation 

3(2x-Hi)        5x -f- 3       x-t-i  n 

w       — ^ __  +  __  =  , -.^. 

elle  donne 


97 


17.' 


i8j:-+-9 — io.r  —  6 -h  4'*"*"4  =  ^2'*^"*"  7» 
i8j: —  lox -{-  /^x  —  i2j:=7  -f.6—- 9  —  4> 

0  =  0. 

Le  dernier  résultat ,  0  =  0,  est  une  identité ,  et  il  fait 
voir  que  l'équation  proposée  sera  vérifiée ,  quelque  valeur 
que  Ton  attribue  à  x. 

On  peut  reconnaître ,  sur  Féquation  même ,  qu'elle  n'est 
qu'une  identité  ]  car,  en  eftectuant  les  calculs  indiqués  dans 
le  premier  membre,  on  trouve  qu'il  se  réduit  à  a:  -4-  75. 

\iip.  Lorsqu'une  équation  ne  peut  jamais  être  vérifiée, 
quelque  valeur  que  l'on  mette  à  la  place  de  l'inconnue ,  on 
dit  qu'elle  est  impossible^  et  quand  une  équation  est  Véri- 
fiée, quelles  que  soient  les  valeurs  que  l'on  mette  à  la  place 
des  inconnues ,  on  dit  qu'elle  est  indéterminée.  Ainsi  l'équa- 
tion (1)  est  une  équation  impossible  ,  et  l'équation  (et)  est 
une  équation  indéterminée;  on  dit  aussi  que  l'équation -(2) 
est  une  équation  identique. 

115.  Soient  les  deux  équations  ^ 

(3)  1 2 1  x'  —  1 43.r  =  ï  3() , 

4.  1 87  X  —  22 1  j  =  340. 

En  multipliant  la  première  par  187  et  la  seconde  par  121, 

on  irouve 

22627  X  —  2674 1 X  =  ^43 1  o  j 

22627  X  —  26741 J  =  4^  '4®- 

l^os  premiers  membres  de  ces  équations  étant  les  mêmes , 
tandis  que  les  seconds  membres  sont  des  quantités  connues 

5'  êfiit.  7 
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inégales,  il  n'cxisU;  poiul  de  iioiubres  qui,  mis  à  la  place 
de  X  el  de  y,  puissenl  vérîGer  simultanément  ces  deux 
équations;  par  conséquent,  le  système  des  équations  (3) 
et  (4)  n'admet  pas  de  solution. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  chacune  des  équations 
prise  séparément  est  possible,  et  peut  être  vérifiée  d^unc 
infinité  de  manières;  seulement  il  n'y  a  aucune  solution 
qui  convienne  h  la  fois  aux  diuix  équations.  On  dit,  par 
cette  raison ,  que  les  deux  équations  sont  incompatibles  ou 
qu'elles  sont  confraf tic  foires.  On  dit  aussi  que  le  système  de 
ces  éc]uations  est  impossible. 

Si,  au  lieu  d'elîcctuer  Télimination  de  .r  par  réduction, 
on  prend  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation  pour  la 
substituer  dans  la  seconde ,  on  trouvera 

i3o  -h  i43j 

X  =  j 

121 

et  la  seconde  é(|ualion  deviendra 

^         i3o  -h  i43r  ^, 

187  X  ^^-^  —  25ti  r  =  340  ; 

d'où 

187  X  i3o  -h  187  X  i43r —  151  X  7.21  >'  =  340  X  1511. 

En  transposant  les  termes  el  <»IVectuant  les  calculs,  on  ol)- 
tietidra 

2674 1  j  —  ^'67417  =  4  '  >  4^  —  ^43 1  o  » 

o  =  i683o. 

De  cette  manière,  l'impossibilité  de  vérifier  le  système 
proposé  se  manifeste  par  une  éc{uation  absurde ,  comme  dans 
l'exemple  du  n°  H2.  On  parviendrait  aussi  à  récjualion 
absurde  0=  i683o,  si  Ton  retranchait  Tune  de  Tautre  les 
deux  équations  qu'on  obtient  en  multipliant  1  ecpation  (3) 
par  187,  el  réijuation  (4)  par  121. 

116.  On  a  un  exemple  de  deux  équations  dont  le  système 
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psi  indéterminé ,  en  prenant  les  suivantes  : 

121a:  —  1 43  j^  =110, 
187  J7  —  221  j  =  170. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  par  187 , 
et  ceux  de  la  seconde  par  i  a  i ,  on  parvient  à  deux  équa- 
tions identiques.  Il  suit  de  là  que,  ci  Tune  des  équations 
proposées  est  vérifiée,  Tautre  le  sera  pareillement.  Par 
conséquent ,  Tensemble  des  deux  équations  peut  seulement 
servir  à  faire  connaître  la  valeur  de  Tune  des  inconnues  x 
et  j,  après  que  Ton  a  attribué  une  valeur  arbitraire  a 
Tautre. 

Si ,  au  lieu  d'eifectuer  Télimination  de  x  par  réduction , 
ODi  tire  la  valeur  de  x  de  la  première  équation ,  et  qu'on  la 
substitue  dans  la  seconde,  on  trouve 

-       iio  -f-  i43r 

187  X ^-^  —  o.7,\x=  170, 

'  .  121  -^  i 

187  X  i43j—  i?'i  X  221  j=  170X  lai  —  1 10  X  187, 
26741  j  —  26741/  =  20670  —  20670, 

0  =  0. 

De  cette  manière,  Tindétermination  du  système  proposé 
s'annonce  par  l'identité   0  =  0,   comme  dans  l'exemple 

dunMlS. 

H 7.  Considérons  les  équations  à  trois  inconnues 
(Si  2  x  -f-  /  —  82=10, 

i6j  3 X  —  2  j  H-  5  z  :=  i4 7 

/;)  8j?— 3/-h  2»  =  35. 

En  éliminant  y  entre  la  première  équation  et  chacune 
dt's  deux  autres  ,  on  obtient 

nx — 112  =  34/      14"^ — 22  2=:  65. 


/  • 


loo  TRAIThl  ÉLÉMKNTAIRE  D  ALGÈBRE. 

Ces  équations  sont  incompatibles,  car  le  .premier  membre 
de  la  seconde  est  le  double  de  70:  —  11  z^  et  le  second 
membre  65  est  difTérent  du  double  de  34-  U  suit  de  là  que 
le  système  proposé  n'admet  aucune  solution. 

Dans  cet  exemple,  il  ny  a  d'incompatibilité  ni  entre  les 
équations  (5)  et  (6) ,  ni  entre  les  équations  (5)  et  (7) ,  ni 
même  entre  les  équations  (6)  et  (7) ,  et  ces  équations ,  prises 
deux  à  deux,  admettraient  une  infinité  de  solutions  com- 
munes ;  mais  l'une  d'elles  est  incompatible  avec  le  système 
des  deux  autres.  Cette  incompatibilité  vient  de  ce  que  le 
premier  membre  de  l'équation  (7)  est  la  somme  du  premier 
membre  de  Téquation  (5)  et  de  deux  fois  le  premier  membre 
de  Téquation  (6) ,  tandis  que  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (7)  n'est  pas  égal  à  la  somme  qu'on  obtient  en  ajoutant 
au  second  membre  de  Téquation  (5)  le  double  du  second 
membre  de  Téquation  (6). 

H8.   Prenons  encore  les  équations 

9.  .r  -h     y  —  8  z  =  I  o , 

3.r — 2x  -h  5z  z=  i/j, 

Sx—  3j  -h  2Z=:  38. 

En  éliminant  j^  entre  la  première  équation  et  chacune 
des  deux  autres,  on  trouve 

*]  X — 112  =  34?     *4^  —  22  s  =  68. 

Ces  deux  équations  sont  identiques;  car  les  deu\  membres 
de  la  seconde  sont  ceux  de  la  première  multipliés  par  2.  U 
suit  de  là  que  le  système  proposé  admet  une  infinité  de  so- 
lutions. Pour  obtenir  une  de  ces  solutions,  il  faudrait  donner 
une  valeur  arbitraire  à  l'une  des  inconnues.  Si  Ton  choisis- 
sait arbitrairement  la  valeur  de  z  par  exemple ,  l'équation 
jx—r  11-2  =  34  ferait  connaître  la  valeur  correspondante 
de  Xy  et  la  valeur  de  j^  se  tirerait  ensuite  de  l'une  des  équa- 
tions proposées.  On  peut  aussi  exprimer  deux  des  incoib- 
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nues  en  fonctioQ  de  la  troisième  ^  Téquation  'jx- —  1 1  z  =  34 
donne 

34  H-  1 1  » 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur  do  x  dans  Téquation 
tlx  -\-y  —  8  z  =  10,  on  trouve 

2  -4-  34  2 

Au  moyen  de  ces  deux  formules ,  on  obtient  immédiatement 
les  valeurs  de  or  et  de  j^  qui  conyiennent.au  système  pro- 
posé, quand  on  a  attribué  à  z  une  valeur  arbitraire. 

Dans  cet  exemple ,  chacime  des  équations  est  une  consé- 
quence des  deux  autres ,  et  Ton  pouvait  le  reconnaître  im- 
médiatement ,  en  remarquant  que  Ton  obtient  la  troisième 
é([aation  en  ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de 
la  première  les  deux  membres  de  la  seconde  multipliés  par  2. 

S'il  arrivait  qu'en  traitant  une  question  à  trois  inconnues 
on  fut  conduit  à  trois  équations  équivalentes,  on  pourrait 
prendre  des  couples  de  valeurs  arbitraires  pour  deux  des  in- 
connues, et  pour  chacun  de  ces  couples  on  obtiendrait  une 
>aleur  déterminée  de  la  troisième  inconnue. 

119.  Soient  encore  les  trois  équations 

3x  —  2  j  4-53=  i4, 
6  x  —  4  J  —  Zz  =z  1 5 , 
9  x  —  &y  —  72  =  20. 

En  éliminant  y  entre  la  première  équation  et  chacune 
des  deux  autres,  on  obtient  les  deux  équations  i3z  =  i3, 
iizzzz  22,  qui  donnent  Tune  et  l'autre  z  =  i.  Pour  sa- 
tisfaire aux  équations  proposées,  on  pourra  joindre  à  la 
valenr  z  =  i ,  une  valeur  arbitraire  de  Tune  des  inconnues 
ret^;  et  l'on  obtiendra  la  valeur  de  Tautre  inconnue  au 
moyen  de  l'une  des  éc]ualions  ([ui  se  réduisent  toutes  trois, 
lorsqu'on  y  fait  z  =  1 ,  à  3.r  —  2y  =  ç^. 
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12().   Prenons  pour  dernier  exemple  les  quatre  équations 

3  JT  —  7, y  -H  5z  =  8, 
IX—    j -h     r=:3, 

5z    —      X  —  2/=2, 

loz  —    y  —  3f  =  5. 

En  éliminant^  entre  la  première  équation  et  la  deuxième, 
on  obtient  pour  résultat  la  troisième  équation.  11  suit  de  là 
que  le  système  proposé  n'offre ,  en  réalité ,  que  trois  équa- 
tions distinctes,  savoir: 

7.x  —  ^-i-r  =  3,     5z  —  X  —  2^=2,      103  —  y  —  3/  =  5. 

En  éliminant  y  entre  les  deux  équations  2  x  — y  -4-^=3 
et  \oz — y  —  3^  =  5,  on  obtient  \oz  —  ix  —  4^=3î 
et  cette  équation  est  incompatible  avec  S-z  —  x  —  2f  =  2. 
Le  système  proposé  est  donc  impossible. 

121 .  Les  exemples  et  les  observations  qui  précèdent  font 
voir  que ,  pour  un  système  de  m  équations  du  premier  degré 
à  m  inconnues  (pi  désignant  un  nombre  entier  quelconque]^ 
les  procédés  d'élimination  peuvent  présenter  trois  cas  : 

Ou  bien  on  pourra,  par  ces  procédés,  transformer  le 
système  proposé  en  une  suite  d'autres  systèmes  équivalents, 
|usqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  un  système  tel ,  que  la  der- 
nière équation  fournisse  la  valeur  d'une  inconnue ,  et  que 
les  autres  équations ,  en  remontant  de  la  dernière  à  la  pre- 
mière ,  détermiDent  successivement  les  valeurs  des  autres 
inconnues.  Dans  ce  cas,  le  système  des  équations  données 
n'admettra  qu'une  solution. 

Ou  bien  on  parviendra,  dans  le  cours  des  calculs,  à  une 
condition  absurde^  ou  à  des  équations  manifestement  con- 
tradictoires. Dans  ce  cas,  le  système  proposé  sera  impos- 
sible. 

Ou  bien  enfin  ,  on  parviendra  à  des  équations  qui  n'offri- 
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ront  plus  que  des  identités ,  ou  à  un  système  dans  lequel 
plusieurs  équations  exprimeront  des  conditions  identiques. 
Dans  ce  cas  on  pourra  généralement  obtenir,  pour  une 
partie  des  inconnues,  des  valeurs  exprimées  en  fonction  des 
autres  inconnues,  et  eu  donnant  à  celles-ci  des  valeurs  ar- 
bitraires, on  trouvera  pour  les  premières  des  valeurs  cor- 
respondantes 5  de  sorte  que  le  système  proposé  admettra  une 
infinité  de  solutions.  Cependant  il  faut  encore  remarquer, 
i^  que  Ton  pourra  trouver  pour  quelques  inconnues  des 
valeurs  déterminées,  comme  on  Ta  vu  par  l'exemple  du 
n'*H9;  2?  qu'il  pourra  se  faire  que  les  calculs  nécessaires 
pour  évaluer  une  partie  des  inconnues  en  fonction  des 
autres  conduisent  à  des  conditions  absurdes ,  comme  on  l'a 
vu  dans  le  dernier  exemple. 

n  est  évident  que  les  trois  cas  qui  viennent  d*ètre  exposés 
sont  les  seuls. qui  puissent  se  présenter. 

122.  Le  cas  où  Ton  proposerait  à  priori  un  système  d'é 
quations  dans  lequel  le  nombre  des  inconnues  surpasserait 
celui  des  équations ,  donnerait  lieu  à  des  observations  sem- 
blables à  celles  que  nous  venons  de  faire  sur  les  cas  dMndé- 
termination. 

Si,  au  contraire,  le  nombre  des  équations  surpassait 
relui  des  inconnues,  on  considérerait  d'abord  une  partie  de 
ces  équations  en  même  nombre  que  les  inconnues,  et  l'on 
en  déduirait  généralement  un  système  unique  de  valeurs 
pour  toutes  les  inconnues^  il  faudrait  ensuite  examiner  si 
CCS  valeurs  vérifient  les  équations  restantes,  et,  si  cela  n'a- 
vait pas  lieu,-  le  système  proposé  serait  impossible. 
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Résolution  des  équations  générales  du  premier  degré, 
—  Loi  des  valeurs  des  inconnues. 

123.  On  nomme  équations  générales  da  premier  degré  à 
plusieurs  inconnues,  celles  dans  lesquelles  les  coefficients 
des  inconnues  et  les  quantités  connues  sont  représentés 
par  des  lettres.  Pour  éviter  la  confusion  qui  résulterait 
d'un  trop  grand  nombre  de  lettres  différentes ,  on  emploie 
des  lettres  aifectées  d'un  ou  de  plusieurs  accents.  Ainsi ,  le 
coefficient  d'une  inconnue  dans  l'une  des  équations  étant 
représenté  par  la  lettre  a ,  on  représente  les  coefficients  de 
la  même  inconnue  dans  les  autres  équations  par  les  lettres 
accentuées  a',  a",  a'",  etc.,  qu'on  prononce  a  prime ^  a 
seccftidey  a  tierce,  etc. 

124.  Soient  les  deux  équations  générales 

(  I  )  ax  '\-  by    =z  c  y 

(i)  n'x  -h  b'x  =  c'. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  équa- 
lion  par  b\  ceux  de  la  seconde  par  A,  et  retranchant  en- 
suite les  deux  équations  l'une  de  l'autre,  on  trouve 

(3)  [ah'  —  ha'  )  X  =  ih'  —  hc'  ; 

(I  où  I 


ib'  —  bc 
*'  ab'  -  ba 
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On  obtient  la  valeur  de  y  en  substituant  la  valeur  de  x 
dans  l'une  des  équations  (i)  et  (a),  ou  en  faisant  des  cal- 
culs analogues  à  ceux  que  l'on  a  faits  pour  avoir  la  valeur 
de  X.  On  trouve  ainsi 

ad  —  ca' 

On  voit  aussi ,  par  la  forme  des  équations,  que  l'on  peut 
déduire  la  valeur  de  y  de  celle  de  x,  en  remplaçant  a  et  a' 
par  h  et  h\  et  réciproc|uement  ^  en  effectuant  ces  change- 
ments, on  a  d'abord  j'  =  -— — ,  et  en  changeant  les 

signes  des  deux  termes  de  la  fraction ,  on  retrouve  la  for- 
mule (5). 

Pour  appliquer  les  formules  (4)  et  (5)  à  un  exemple  nu- 
mérique, prenons  les  deux  équations 

5x — 3j  =  i4?     8x — i5j^  =  2. 

On  devra  faire  a=5,  i  = —  3,  c  =  i4»  û'=  8,  i'  =  — 15, 
c'  =  2  ;  il  en  résultera  x=.  i{^y  =^i.  Ces  valeurs  sont ,  en 
efiet,  celles  que  l'on  obtiendrait  en  résolvant  directement 
les  équations  proposées. 

125.  Considérons  maintenant  les  trois  équations 

'6'  ax    -h  hy     -\-  cz     =  d, 

iy;  a'x  -H  b'x  H-  c'z   =  d\ 

(8)  a"x-^b'y-^c''z  =d". 

On  pourrait  éliminer  une  des  inconnues  entre  la  première 
équation  et  chacune  des  deux  autres;  on  aurait  alors  à  ré- 
soudre deux  équations  à  deux  inconnues.  Mais  les  calculs 
sont  plus  simples  de  la  manière  suivante. 

Les  équations  (6)  et  (7)  peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

(IX    -4-  by  :=  d  —  tZy 
n'x-\-h'Y=d'  —  v'z. 
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Rn  regardant  z  comme  une  quaniité  connue ,  on  obtien 
(Ira  les  valeurs  de  x  et  àe  y  au  moyen  des  formules  (4)  c 
(5),  dans  lesquelles  on  devra  remplacer  c  et  c/  par  d  —  c. 
el  d!  —  cf  z\  on  trouve  ainsi 


ou  bien 

db'  —  bd'  H-  [b&  —  cb')  z 

(9)  ^  = ^iFZiw ' 

ad' —  da'  -h  ica'  —  at/)  z 

('*»>  ""= -^ir^' 

En  substituant  les  dernières  valeurs  de  x  et  de  r  dans  Yv 
quation  (8),  et  réduisant,  on  obtient 

(il)  Dz  =  N, 

(Ml  p)sant ,  pour  abréger, 

D  =  ab'c"--  ac'b"  -^  ca'b"-  ba' c"  -h  bt^  a    —  cb'a", 
N  =  ab'd''-^  ad'b"-h  da'b"-  ba'd"-^  bd'a"-^  db'a\ 

L'équation  (ii)  donne  la  valeur  de  2;,  et  en  la  substi 
tuant  dans  les  équations  (9)  et  (10) ,  on  en  déduit  les  valeur 
d(î.s  deux  autres  inconnues  x  et  j^'.  On  trouve  ainsi  les  troi 
formules  suivantes  : 

^  db'c''  —  de'  b"  -f-  cd'  b"  —  bd'c'  -4-  bc'  d"—  cb'd" 
'"''       ^  "■  ab'  c"  —  ne'  b"  4-  ca'  b"  -  ba'  c"  H-  bc'  a"—  cb'  a"  ' 

_  nd'c"  —  ac'd"  H-  ca' d" ^  da'i/'^  de' a"—  cd' a" 
'*^     ^  ~^  ab' c  —  fl/ b" -+-  ca' b"  -  ba' c" -+-  bda'-^  eb' a" ' 

_  ab'd"  -  ad'b"-+-  da'b''—ba'd"-h  bd'a"-^  db'a" 
'  "*^     ^  ~"  ab'c'  —  ae'  b"  -h  ca'  b"  —  ba' e'  -+-  bc' a"  -  eb' a"' 

{ )\\  doit  (Kailleurs  remarquer  qu'il  sufïit  de  connaître  li 
\iili'ni'  fie  Tuni*  des  inconnues  pour  avoir  inimédiatemen 
Irs  viilcurs  (les  deux  autres  :  car.  rrapnVs  la  forme  des  (Xjua 
lions,  on  obtiendra  la  valcuir  de  x  en  rempla(;ant  dans  cell< 
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de  z  la  lettre  c  par  a,  et  réciproquement,  sans  rien  changer 
aux  accents.  On  trouvera  pareillement  la  valeur  dej^  en 
remplaçant  dans  celle  de  x  la  lettre  c  par  b ,  et  réciproque- 
ment. 

126.  On  peut  encore  résoudre  les  équations  générales  du 
premier  degré  par  la  méthode  suivante,  qui  est  appelée 
méthode  de  Bezout, 

Reprenons  les  équations  générales  à  deux  inconnues 

ax  -{-  by  •=.  c,     a'x  -f-  6'  =  c' , 

On  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  une  quantité  indéterminée  rti^  et  Ton  en  retranche  les 
deux  membres  de  la  seconde  équation ,  ce  qui  donne 

(am  —  a')x  -^  ( bm  —  b')x  =  cm  —  r'. 

Les  valeurs  de  r  et  de  y  se  déduisent  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  en  disposant  de  l'indéterminée  m  de  manière  que  le 
coefficient  de  l'inconnue  qu'on  veut  éliminer  se  réduise  à 
zéro.  Ainsi,  pour  trouver  x,  on  fait  disparaître  y  en  posant 

hm  —  i'  :=  o ,  d'où  m  =  j-'  Cette  valeur  de  m  étant  substi- 
tuée dans  Téquation  (am  —  a!)  x  =  cm  —  c',  on  trouve 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

{ab'—ba')x=cb'—  bc' . 

La  dernière  équation  donne  pour  x  la  valeur  qu'on  a  trou- 
vée précédemment.  On  obtiendrait  la  valeur  de  y  par  un 
calcul  analogue. 
Passons  aux  équations  générales  à  trois  inconnues 

^Hi  mnltiplit'  les  deux  mrmbrrs  de  la  première  équation 
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par  une  quantité  indéterminée  m,  ceux  de  la  seconde  par 
une  autre  quantité  indéterminée  n  \  on  ajoute  les  deux 
équations  résultantes,  et  l'on  en  retranche  la  troisième 
équation  a!'x  H-  l^y  -f-  d' z  =  d"-^  on  obtient  ainsi  Féqua- 

tion 

(am  -k-  a'n  —  a")  x  -4-  {bm  -t-  h'n  —  b")x 

-I-  (c/w  4-  c'n     —(/^)z=  dm-h  d' n  —  d". 

La  valeur  de  chacune  des  inconnues  x,/,  z  se  déduit  de 
cette  dernière  équation ,  en  disposant  des  indéterminées  m 
^t  n  de  manière  que  les  coefficients  des  deux  autres  incon- 
nues deviennent  nuls.  Ainsi ,  pour  obtenir  la  valeur  de  z , 
on  pose 

am  -h  a'n  —  a"  =  o,     bm  -^  b'  n  —  b"  =  o. 

Les  valeurs  des  indéterminées  m  et  n  sont  alors  données 
par  les  formules  relatives  aux  équations  générales  à  deux 
inconnues ,  en  observant  qu'il  faut  remplacer,  dans  ces  for- 
mules ,  les  inconnues  x  et  y  par  m  et  n ,  les  quantités  con- 
nues a^  h^  c  par  a,  a',  a!\  et  a',  &',  é'  par  A,  b\  V \  on 

obtient  ainsi 

_a"b''-b"a'  ab"^ba" 

ot  par  la  substitution  de  ces  valeurs  de  m  et  de  n  dans  l'é- 
(|uation  {cm-{-  du  —  d')  z  =  dm  -h  d^n  —  rf",  il  vient 

(    a'^b'—b'W  iib"-ba"         „\ 

(      ah'-  ba'  ^'^  ab'-ba'  ]" 

ab'—  ba'  ab  —  ba' 

Vax  chassant  les  dénominateurs ,  on  parvient  à  Féquation 
<|uo  nous  avons  n^présentéo  dans  le  n^'  125  par  Dz  =  N ,  et 
Ton  en  déduit  la  valeur  de  ::.  On  obtiendrait  la  valeur  de 
(  liacune  di^  ileu\  autres  uu  oinities  par  un  calcul  analogue. 

127.  Kn  examinant  attenli\ement  les  formules  que  nous 
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venons  d'obtenir,  on  découvre  une  loi  remaixpiablequi  pci^ 
met  de  les  retrouver  sans  calcul ,  et  qui  s'étend  a  un  nombre 
quelconque  d'équations. 

Le  dénominateur  est  le  même  pour  toutes  les  inconnues, 
et  on  l'obtient  au  moyen  de  la  règle  suivante  : 

On  forme  d'abord ,  avec  les  lettres  a  et  b  ^  les  deux  per- 
mutations ab,  ba  (*) ,  et  l'on  place  entre  elles  le  signe  — . 

Quand  il  n*y  a  que  deux  équations ,  on  met  dans  chacune 
de  ces  deux  permutations  un  accent  à  la  seconde  lettre  ; 
le  résultat  ab'  —  ba'  est  le  dénominateur  commun  des  deux 
inconnues. 

Dans  le  cas  de  trois  équations ,  on  écrit  la  lettre  c  k  toutes 
les  places  dans  chacune  des  permutations  +  ai ,  —  ba  ^  en 
la  mettant  d'abord  à  la  troisième  place,  puis  à  la  deuxième 
et  ensuite  à  la  première.  On  conserve  le  signe  de  la  permu- 
tation de  deux  lettres  ,  quand  on  écrit  la  lettre  a  à  la  der- 
nière place ,  et  l'on  change  la  ligne  chaque  fois  que  celle 
lettre  change  de  place.  On  forme  ainsi  l'expression 

abc  —  acb  -4-  cab  —  bac  -f-  bca  —  cba. 

Une  reste  alors  qu'à  mettre  dans  chaque  terme  de  cette  ex- 
pression un  accent  à  la  seconde  lettre,  et  deux  accents  à  la 
troisième. 

Lorsqu'il  y  a  quatre  équations,  on  écrit  la  lettre  d  à  toutes 
les  places  dans  chacune  des  permutations  ci-dessus  de  trois 
lettres,  en  la  mettant  d'abord  à  la  dernière  place,  et  la 
faisant  successivement  avancer  d'une  place  jusqu'à  la  pre- 
mière. On  conserve  le  signe  de  la  permutation  de  trois 
lettres ,  quand  on  écrit  la  lettre  //  à  la  dernière  place , 
et  l'on  change  le  signe  chaque  fois  que  celte  lettre  avance 

(*)  Les  permutations  de'pliisicurs  lettres  sont  les  difTérents  arrani^ements 
qa'on  peut  former^en  éerivant  ces  lettres  les  unes  ft  la  suite  des  autres,  de 
tontes  les  manières  possibles. 
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d'uu  rang.  On  met  ensuite,  dans  tous  les  termes  que  Ton 
a  ainsi  obtenus ,  un  accent  à  la  seconde  lettre ,  deux  à  la 
troisième ,  trois  à  la  quatrième.  SHl  y  a  un  plus  grand 
nombre  d'équations ,  on  continue  de  même. 

Les  numérateurs  se  déduisent,  dans  tous  les  cas,  du 
dénominateur  commun,  en  y  remplaçant,  pour  chaque 
inconnue,  la  lettre  qui  exprime  les  coefficients  de  cette 
inconnue  par  celle  qui  exprime  les  quantités  connues ,  sans 
changer  les  accents.  Ainsi ,  dans  les  formules  du  n^  124,  on 
obtient  le  numérateur  de  la  valeur  de  x,  cf  —  bc\  en  rem- 
plaçant, dans  le  dénominateur  ab'  —  ba! ^  les  coefficients  a 
et  a'  de  0?  par  les  quantités  connues  c  el  c*\  on  obtient  pa- 
reillement le  numérateur  de  la  valeur  àay  en  remplaçant , 
dans  le  dénominateur,  b  et  V  par  c  et  c'.  Dans  les  formules 
du  n''  125,  on  obtient  le  numérateur  de  x  en  remplaçant, 
dans  le  dénominateur,  les  coefficients  a^  ol^aP  àe  x  par  les 
quantités  connues  d^  d\  d".  Les  numérateurs  des  deux 
autres  inconnues  sont  formés  de  la  même  manière. 

128.  La  loi  que  nous  venons  d^ exposer  a  été  reconnue 
par  Cramer.  Elle  n'était  d'abord  quW  résultat  de  Tobser^ 
vation;  mais  Laplace  a  démontré  qu'elle  était  générale. 
La  démonstration  que  nous  allons  rapporter  est  celle  qui 
a  été  donnée  par  cet  illustre  géomètre,  sauf  quelques  mo- 
di&cations  qui  y  ont  été  apportées  depuis.  Pour  la  sim- 
plicité des  notations ,  nous  remplacerons  les  accentua- 
tions ',  ",  '",  etc.,  par  les  indices  i ,  2,3,  etc.  -,  de  cette 
manière  ,  les  équations  seront  : 

ax   -^  by   -^  cz    -f-  .  . .  -♦-  hw  =  k , 

JflfjX  -f-  b^r  -h  CjZ  -}-  ...  -^  hjw  =  /•., 
'i5)      \ 

i 
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Le  nombre  des  inconnues  et  des  équations  est  n ,  et  les 
points  tiennent  la  place  des  termes  et  des  équations  qu'on 
ne  peut  pas  écrire  tant  que  ce  nombre  n^a  pas  reçu  une 
valeur  particulière. 

Nommons  R  le  polynôme  qu*on  obtient  en  suivant  la 
règle  qui  a  été  donnée  pour  la  formation  du  dénomina- 
teur commun.  Les  termes  de  R  et  ce  polynôme  lui-même 
donnent  lieu  aux  observations  suivantes ,  sur  lesquelles  la 
démonstration  est  fondée: 

i^.  Le  polynôme  R  contient  évidemment  toutes  les  per- 
mutations qui  peuvent  être  formées  avec  les  lettres  a,  ^, 
c,...,  h.  Chaque  terme  contient  toutes  les  lettres ,  ne  con- 
tient chacune  déciles  qu'une  seule  fois  ,  et  contient  une 
lettre  sans  indice  et  une  lettre  affectée  de  chacun  des  in- 
dices de  I  à  n  —  i . 

2^.  Si  Ton  examine  Tordre  ^les  lettres  dans  chacun  des 
termes  de  R ,  en  le  comparant  à  Tordre  alphabétique ,  et  en 
<X)nsidérant  chaque  lettre  par  rapport  à  toutes  celles  qui  la 
suivent,  les  termes  qui  auront  le  signe  -h  seront  ceux  dans 
lesquels  le  nombre  des  inv^ersions  alphabétiques  sera  pair 
ou  zéro  \  et  les  termes  qui  auront  le  signe  -^  seront  ceux 
dans  lesquels  le  nombre  des  inuersions  sera  impair.  Ainsi , 
soit ,  par  exemple ,  le  terme  dbac  ;  il  s'y  trouve  quatre 
inversions  y  trois  par  rapport  à  la  lettre  d^  parce  quelle 
est  placée  avant  les  trois  lettres  & ,  a,  c,  qui  la  suivent  dans 
Tordre  alphabétique ,  et  la  quatrième  par  rapport  à  la 
lettre  b ,  qui  est  placée  avant  a  ;  en  conséquence ,  ce  terme 
aura  le  signe  -|-. 

On  reconnaît  immédiatement  Texactitude  de  cette  der- 
uière  règle ,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations  ;  car  le 
polynôme  R  est  alors  -|-  ah  —  ha ,  en  faisant  abstraction 
des  indices;  le  terme  ab^  qui  a  le  signe  +  ,  est  sans  inver- 
sion, et  il  s'en  trouve  une  dans  le  terme  —  ha  qui  aie 
sifçne — .   Pour  le  cas  de  trois  équations,  quand  on  écrit 
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la  troisième  lettre  c  h  la  suite  de  chacune  des  deux  per- 
mutations "hab  ^  —  ba^  on  ne  change  pas  le  nombre  des 
inversions ,  et  le  signe  du  terme  reste  aussi  le  même.  Chaque 
fois  qu*on  fait  avancer  cette  lettre  d^un  rang  vers  la  gau- 
che, le  nombre  des  inversions  augmente  deiui'^  et  puisqu^on 
change  en  même  temps  le  signe ,  on  a  le  signe  +  toutes  les 
fois  que  le  nombre  des  inversions  est  devenu  pair,  et  le  si- 
gne —  toutes  les  fois  que  ce  nombre  est  devenu  impair.  De 
même,  pour  Iv.  cas  de  quatre  équations,  en  écrivant  la  lettre  1/ 
à  la  suite  d*unc  des  permutations  de  trois  lettres,  on  obtient 
un  terme  qui  a  le  même  nombre  d^ inversions  que  celui  avec 
lequel  il  a  été  formé  •  et  qui  a  aussi  le  même  signe  ;  et  en 
changeant  ensuite  le  signe  chaque  fois  que  la  lettre  </ avance 
d'im  rang ,  ce  qui  augmente  de  un  le  nombre  des  inversions, 
on  retrouve  le  signe  primitif  ou  le  signe  opposé,  suivant 
que  le  nombres  des  inversions  nouvelles  est  pair  ou  impair. 
La  même  chose  aura  lieu  à  chaque  lettre  nouvelle  que  rou 
introduira  ^  par  conséquent,  la  règle  que  nous  avons  énoncée 
ne  cessera  pas  dV*trc  exacte^  quel  que  soit  le  nombre  des 
lettres. 

3**.  Doux  termes  de  R  dans  lesquels  les  mêmes  lettres  oc-' 
cupent  les  mêmes  rangs,  à  l'exception  seulement  de  deux 
lettres  qui  se  trouvent  permutées  entre  elles ,  ont  des  si- 
gnes contraires.  Considérons  ,  par  exemple,  deux  termes, 
Tun  dans  lequel  la  lettre^' est  placée  r  rangs  après  b  ,  Tautre 
dans  lequel  la  lettre  b  vient,  au  contraire,  ;•  rangs  après/; 
toutes  les  autres  lettres  ayant  d'ailleurs,  dans  ces  deux  ter- 
mes, les  mêmes  rangs.  Pour  passer  du  premier  de  ces  termes 
au  second ,  on  peut  faire  descendre  d'abord  la  lettre^ jus- 
qu'à ce  qu'elle  se  trouve  immédiatement  avant  b ,  en  l'avan- 
çant successivement  d'un  rang;  puis  faire  remonter  ensuite 
la  lettre  &  jusqu'à  la  place  qu'occupait/".  Chacun  des  dépla- 
cements successifs  de  la  lettre  qui  descendra,  ou  de  celle  qui 
montera  ,  introduira  une  inversion  ,  ou  en  fera  disparaître 
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une;  et  comme  la  lettre  qui  montera  subira  un  déplace- 
ment de  moins  que  celle  qui  descendra ,  il  y  aura  eu  un 
Donibre  impair  d^in versions  introduites  ou  supprimées. 
Par  conséquent,  d'après  la  remarque  précédente,  les  deux 
termes  auront  des  signes  contraires. 

4^.  Si  l'on  remplace  dans  tous  les  termes  de  R  une  lettre 
par  une  des  autres  lettres  contenues  dans  ce  polynôme, 
sans  remplacer  celle-ci,  et  en  conservant  les  indices,  le 
polynôme  R  deviendra  identiquement  nul.  Supposons,  par 
exemple,  qu'on  remplace  la  lettre  b  par  y.  Le  polynôme  R 
est  composé  de  groupes  de  deux  termes  qui  se  déduisent 
lunde  l'autre  par  la  permutation  des  deux  lettres  b  eif 
seulement,  et,  d'après  la  remarque  précédente,  les  deux 
termes  de  chaque  groupe  ont  des  signes  contraires.  Ces 
termes  expriment  des  quantités  diflTérentes,  k  cause  des 
indices  différents  de  chacune  des  deux  lettres  b  et  y*;  mais, 
après  le  remplacement  de  b  par  y,  ils  sont  égaux  et  ils  se 
détruisent.  Le  polynôme  R  est  donc  réduit  à  zéro. 

Ces  observations  préliminaires  étant  établies ,  nous  allons 
passer  à.  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue. 

Puisque  chaque  terme  du  polynôme  R  contient  en  même* 
temps  toutes  les  lettres  a,  Z»,.  . . ,A,  et  ne  contient  chaque 
lettre  qu'une  seule  fois,  ou  sans  indice,  ou  avec  Tun  des 
indices  de  i  an  —  i ,  on  peut  mettre  ce  polynôme  sous  les 
difTérentes  formes  ci-après  : 

A«  -h  A,  fl,  -h  Aj  rtï  -+-  ...  -+-  Ar-i  ûfl_i , 
B*  -4-  B,  6,  -h  B,  *,  -h  .  . .  -4-  B„_,  b„^, , 

KjC  -f-  Kj\  Cl    -+-  Cî  Cj  — f-  .  .  •   -f-  L.n— I  Cf,^^  , 


Dans  la  première  expression ,  A,  A,,  Aj,...,  A„«i  désignent 
des  polynômes  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a,  et  sont 
formés  avec   toutes  les   autres  lettres.   Pareillement  B, 
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Bi,  Bs,  . . ,  B„_i  sont  des  quantités  indépendantes  de  la 
lettre  £  ;  C,  Ci ,  . . . ,  C„.i  sont  des  quantités  indépendantes 
de  c;  etc. 

Multiplions  les  équations  (i5),  la  première  par  A,  la 
deuxième  par  Ai,  la  troisième  par  A|,  ainsi  de  suite ^  et 
ajoutons-les.  Le  coefEcient  de  x,  dans  Téquation  résultante, 
sera  la  première  expression  ci-dessus  du  polynôme  R;  les 
coefficients  des  autres  inconnues  seront  cette  expression 
dans  laquelle  a  sera  remplacée  par  une  des  autres  lettres; 
donc  ils  seront  nuls.  Le  second  membre  sera  la  même  ex- 
pression dans  laquelle  a  sera  remplacée  par  A.  On  oondora 
donc 

/  /».  A  A"  -f-  A|  Al  -4-  .  .  .  -4-  A||-_|A",_| 

(i6)  x=i- 

Aûf -h  A,ûr,  H- .  . .  -h  A„-.|ii«-., 

On  obtiendrait  les  valeurs  des  autres  inconnues  d^une  ma- 
nière semblable. 

Discussion  des  formules  données  par  les  équations 

générales  du  premier  degré. 

129.  On  a  reconnu  dans  le  chapitre  précédent  qu'il  y  a 
pour  les  équations  numériques  du  premier  degré  des  cas 
dMmpossibilité,  et  d'autres  où  les  valeurs  des  inconnues 
sont  indéterminées;  il  est  important  d'examiner  à  quelles 
particularités  ces  sortes  de  cas  peuvent  donner  lieu  dans  les 
formules  que  Ton  obtient  en  résolvant  les  équations  gé- 
nérales. 

On  a  déjà  vu  dans  le  chapitre  premier  comment  les 
formules  algébriques  peuvent  indiquer  l'impossibilité  et 
l'indétermination.  En  introduisant  dans  la  formule  à  la- 
quelle nous  avions  été  conduits  par  la  question  du  n**  31 , 
des  suppositions  pour  lesquelles  la  question  devenait  im- 
possible, nous  avons  obtenu  le  symbole  -  (n**  36)  ;  et  en 
introduisant  dans  la  même  formule  des  suppositions  qui 
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rendaient  la  question  indéterminée ,  nous  avons  obtenu  le 
symbole  {  (n'^ST). 

n  serait  assez  naturel  d^ admettre  que  chacun  de  ces  deux 
symboles  devra  recevoir,  dans  toutes  les  occasions,  la  même 
interprétation.  Mais,  pour  calculer  les  valeurs  des  inconnues 
dans  les  équations  générales ,  il  faut  supposer  implicitement 
que  les  valeurs  qu*on  donnera  aux  quantités  connues ,  dans 
les  formules,  seront  telles^  que  si  on  les  mettait  dans  les 
équations,  on  pourrait  ensuite  eflectucr  sur  celles-ci  tous 
les  calculs  qu^il  est  nécessaire  d'exécuter  sur  les  équations 
générales,  pour  parvenir  aux  formules.  Or  c'est  ce  qui  n'a 
plus  lieu  quand  une  ou  plusieurs  des  équations  deviennent 
impossibles  ou  indéterminées,  ou  quand  elles  forment  un 
système  impossible  ou  indéterminé. 

U  est  donc  nécessaire  d'examiner  s'il  est  toujours  indiiTé- 
rent  d'introduire  des  suppositions  dans  les  formules,  ou  de 
faire  les  suppositions  dans  les  équations  dont  les  formules 
ont  été  tirées ,  et  de  les  résoudre  ensuite  directement.  Cet 
examen  constitue  ce  que  l'on  nomme  la  discussion  des  for- 
mules. 

130.  Une  équation  du  premier  degré ,  à  une  seule  Incon- 
nue,  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

(i)  Ax  =  B, 

d'où 

(2)  *  =  Â' 

n  est  clair  que,  lorsque  le  dénominateur  Â  n'est  pas  zéro, 
la  valeur  de  x  donnée  par  la  formule  (2)  vérifie  l'équa- 
lion  (i),  et  cette  équation  n'admet  pas  d'autre  solution. 

Lorsque  la  valeur  de  A  est  zéro,  celle  de  B  étant  une  quan- 
iiléb  qui  n'est  pas  nulle,  l'équation  (i)  est  impossible,  ei 

la  formule  (2)  donne  pour  x  le  symbole  -• 

8. 
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Quand  on  a  h  la  fois  A  =:  o  et  B  =  o ,  lequatiou  (i)  est 
satisfaite  par  une  valeur  quelconque  de  t,  puisqu'elle  de- 
vient oXa:  =  o;et,  dans  ce  cas,  la  formule  (2)  donne 
pour  X  le  symbole  ~ . 

On  voit  donc  que,  pour  toutes  les  suppositions  que  Ton 
peut  établir  sur  les  quantités  connues,  la  formule  (2)  et  Té- 
quation  (i)  conduisent  toujours  aux  mêmes  conclusions. 

431.  Considérons  les  équations  générales  du  premier 
degré  à  deux  inconnues 

(3)  rtjr-{-^K  =  r,  (4)  a'x  -h  h'x  =^c'; 

d'où  Ton  a  tiré 

i^)  ^=777 7-7'  (^)  r  = 


ab'  —  ba'  '  "         ab'  —  lui' 

En  se  reportant  aux  calculs  qui  ont  été  expliqués  dans  le 
n^  124,  on  voit  que ,  quelles  que  soient  les  suppositions  que 
l'on  établira  sur  les  quantités  a,  i,  c;  a',  b\  r',  si  elles  ne 
réduisent  pas  à  zéro  le  dénominateur  commun  ab'  —  ha\ 
on  pourra  toujours  exécuter  les  mêmes  calculs,  après  avoir 
introduit  ces  suppositions  dans  les  équations.  Ainsi ,  dans 
ce  cas,  les  valeurs  des  inconnues  données  par  les  formules 
seront  nécessairement  les  mêmes  que  celles  qu'on  tirerait 
des  équations. 

Supposons  que  Ton  ait  ah'  —  ha'  =  o^  les  quantités 
cb'  —  bc'  et  ac'  —  eu'  étant  diflérentes  de  zéro;  les  for- 
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est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  sont 
incompatibles  5  car,  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'é- 
quation (3)  par  i',  et  ceux  de  l'équation  (4)  par  i,  on 
obtient 

(7)       ab'x'\-bb'x=zcb',         (8)       a' bx -}- bb' y  =  bc' . 

Or,  puisque  Fon  a  ah'  —  ha'  =  o ,  d'où  ab'  =  ha' ^  les  pre- 
miers membres  des  deux  équations  (7)  et  (8)  sont  identiques  ; 
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el  puisque,  par  hypothèse,  bc'  —  ch'  n'est  pas  nul ,  les  se- 
conds membres  sont  (llUërents.  Les  deux  ck^uations  (3)  et  (4) 
sont  donc  contradictoires. 

Supposons  à  présent  que  la  valeur  de  Tune  des  incon- 
nues ,  celle  de  x  par  exemple ,  se  réduise  au  symbole  J . 

11  faudra  que  Ton  ait  en  même  temps  ab^  =  ba\  et 

vb'  =  bci  or  on  déduit  de  ces  relations  —  =  -rr  et  -,  =  --; 
'  a         b         c'        h 

(t  c 

ou  aura  donc  aussi  —  =  - ,  d'où  ac'  =  ca\  ce  qui  montre 

([ue  la  valeur  dej^  sera  aussi  réduite  au  symbole  J.  De  ce 
que  Ton  a  ab'  =  ba!  et  cft'=  bc\  il  résulte  que  les  équa- 
tions (7)  et  (8)  sont  identiques.  Le  système  proposé  est  done 
indéterminé. 

132.  Si  Ton  avait  i  =  o  et  fc' =  o ,  il  en  résulterait 
aV  —  ba^  =  o  et  cb' —  ic'  =  o  ,  et  la  quantité  ac'  —  ca' 
pourrait  être  différente  de  zéro.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  x 
deviendrait  \ ,  et  celle  de^  serait  inGnie.  Les  équations  (3) 
et  (4)  sont  alors  ao:  =  c  et  a' x  =  c'  \  on  tire  de  la  première 

.r  =  - ,  et  de  la  seconde,  x=  -;•  Si  Ton  n'a  pas  ad —  6*a'=  o, 
a  a  * 

les  quantités  -  et  -7  sont diO'éren tes  :  carde  l'éealité  -  =  — , 
^  a         a  °  a        a 

on  conclurait  ac'  =  ca\  et  ac'  —  ca'  =  o.  Les  deux  équa- 
tions sont  donc  contradictoires. 

Quand  on  a  à  la  fois  i  =  o,  //  =  o  et  ac'  —  ca'  ==  o,  la 
valeur  générale  dey  devient  |.  Ce  symbole  reçoit  alors  une 
juste  application ,' puisque ,  l'inconnue  j^  n^entrant  pas  dans 
les  é(|uations,  la  valeur  de  cette  inconnue  est  tout  à  fait  ar- 
bitraire. Mais  les  équations  donnent  une  valeur  déter- 
minée pour  X,  quoique  la  valeur  générale  de  cette  inconnue 
soit  aussi  réduite  à  ^. 

133.  Considérons  maintenant,  comme  dans  le  n^*  128. 
un  système  de  n  équations  à  n  inconnues. 
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Si  le  dénominateur  commun ,  que  nous  avons  nommé  R , 
est  diflerent  de  zéro  ,  il  faudra  que ,  dans  chacun  des  sys- 
tèmes de  quantités  qui  ont  été  désignées  par  A,  Af.., 
B,  B 1 , . . . ,  C ,  C] , . . . ,  etc.  j  il  se  trouve  au  moins  une  de 
ces  quantités  qui  ne  soit  pas  nulle.  Supposons  que  A^j , 
par  exemple,  ne  soit  pas  zéro;  les  équations  étant  celles  du 
n^l28,  en  multipliant  la  première  par  A,  la  deuxième  par 
Al ,  ainsi  de  suite,  et  en  ajoutant  ensuite  toutes  ces  équa- 
tions, on  obtient  celle-ci  : 

IA(flx4-Aj-|-cz...-|- /i  «'j-l- A,  (fl,x-|-6,/-<-c,z...-+-/i,  w)-!-... 
4-A,_,(/7^,x-+-ô„_,  j. .  .)  +  A„_,(fl,«,x-+-6^,7-4-  ...) 
=  AX*  -4-  A,  / ,  4-  Aa  ^a . .  .  -h  A,., kn^i  -f-  A,^, /•„_,. 

U  est  clair  que ,  si  Ton  trouve  pour  les  inconnues  des  va- 
leurs qui  vérifient  cette  équation  et  les  n  —  i  suivantes: 

ax    -^  bjr    -^  cz  ,  . ,     -h  hw  =  /• , 

(lO) 

ces  valeurs  vérifieront  aussi  Téquation 

par  conséquent,  elles  formeront  une  solution  du  système 
proposé. 

L'équation  (9)  est  celle  qui  a  conduit ,  dans  lé  n^  128, 
a  la  formule  (16)  ;  et  puisque,  par  Iiypothèse,  le  dénomi- 
nateur R  n'est  pas  nul,  elle  donne  pour  x  une  valeur  finie 
et  déterminée. 

En  substituant  cette  valeur  de  x  dans  les  équations  (10), 
on  aura  un  système  de  n  —  i  équations  entre  n  —  i  in- 
connues^, z,. ... ,  w.  n  reste  à  faire  voir  que  ce  système 
admettra  une  solution.  Or  la  quantité  A„_|  ne  contient  pas 
la  lettre  a ,  et  elle  ne  contient  aucune  des  autres  lettres 
i,  c,....  A,  avec  Findice  n —  i,  puisque  chaque  terme 
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de  R  ne  contient  qu'une  seule  fois  chacun  des  indices^  par 
consëquentf  si  l'on  omet  les  ternies  en  x  dans  les  équa- 
tions (10) ,  ou  si  Ton  regarde  x  comme  une  quantité  con- 
nue ,  la  fonction  R  sera  pour  ces  équations  A„.i ,  et  sa 
valeur  ne  sera  pas  nulle. 

Il  suit  de  là  que,  si  la  condition  queR  ait  une  valeur  dif- 
férente de  zéro  suffit  pour  que  ce  système  admette  une  so- 
lution ,  et  n*en  admette  qu^une ,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  que 
n  —  I  équations,  cette  condition  est  encore  suffisante  dans 
le  cas  de  n  équations.  D'ailleurs  on  a  vu  qu'elle  est ,  en  eflet , 
saffisante ,  lorsqu'il  n'y  a  que  deux  équations  \  donc  elle  est 
également  suffisante  dans  tous  les  cas. 

134.  Supposons  actuellement  qu'on  ait  R  ==  o ,  et  que 
les  numérateurs  des  valeurs  générales  des  inconnues  ne 
soient  pas  tous  annulés. 

Si  le  numérateur  de  la  valeur  de  x  n'est  pas  zéro ,  il  fau- 
dra encore,  d'après  la  formule  (16)  (n*^  1^))  qu'une  des 
({uantités  A,  Ai,  ...,A„.i  ne  soit  pas  nulle  ^  et  en  supposant, 
comme  précédemment,  que  Ton  n'ait  pas  A„«i  =  o,  on 
pourra  remplacer  le  système  proposé  par  celui  des  é<{ua- 
lions  (lo)  et  (g).  Mais  dans  Téquation  (9)  le  coefficient  de  x 
est  R,  les  coefficients  des  autres  inconnues  sont  nuls  identi- 
quement (n**  128),  et,  par  hypothèse,  le  second  nombre  n'est 
pas  zéro.  Donc  ,  puisque  R  ==  o ,  cette  équation  est  impos- 
sible. Le  système  proposé  est  donc  aussi  impossible. 

135.  Examinons,  en  dernier  lieu,  le  cas  où  les  valeurs 
générales  des  inconnues  deviennent  toutes  \ . 

Si  les  quantités  A,  Ai,  . . . ,  B,  Bi,  . . . ,  C,  Ci,  • . . ,  etc., 
ne  sont  pas  toutes  nulles  à  la  fois ,  en  supposant  encore  que 
Ion  n'ait  pas  A„.i  =  o,  le  système  proposé  pourra  toujours 
être  remplacé  par  le  système  des  équations  (9)  et  (10)  ^ 
mais  alors  Téquation  (9)  est  une  identité^  et,  pour  chaque 
>aleur  arbitraire  de  o:,  le  système  (10)  a  une  solution  et 
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n'en  a  qu'une  seule  :  le  système  proposé  est  donc  indéter- 
miné. On  voit  d'ailleurs  qu'on  ne  pourra  pas  prendre  à  la 
fois  des  valeurs  arbitraires  pour  deux  des  inconnues. 

136.  Quand  on  a  en  même  temps 

(il)  A=o,  Aj=:o,...,  B  =  o,  B|  =  o,...,  C  =  o,  C,  =  u,...,  etc., 

on  ne  peut  plus  faire  usage  de  l'équation  (9).  Dans  ce  cas. 
le  système  proposé  peut  être  indéterminé  \  mais  il  peut  se 
faire  aussi  qu'il  n'admette  aucune  solution.  On  en  a  un 
exemple  dans  les  équations  à  deux  inconnues ,  en  supposant 
a=o,a'=:o,i  =  o,  ^'=05  car  les  équations  sont  alors 
c  =  o,  c  =  0.  On  observe  la  même  particularité  dans  les 
équations  à  trois  inconnues  (n"  125) ,  quand  on  suppose 

^  — ^  — 1'      ^— ^— î!      d'  ù     ~  =  ~  — ~. 

H  est  facile  de  voir  que  ces  suppositions  réduisent  à  zéro  les 
multiplicateurs  de  chacune  des  quantités  a,  a',  a"\  i,  6',  i"; 
c,  c',  c",  dans  le  dénominateur  commun  \  et,  par  suite,  les 
valeurs  générales  des  inconnues  deviennent  toutes  trois  -J . 

En  posant  a'^:=aq^  a"=aq'^  on  a  b'=:bq^  c' =  cq^ 
b"=:bq'^  c''=  c^',  et  les  trois  équations  sont 

ax  -h  by  -f-  cz  =  rf, 
(f  {ax  -i-  by  -h  cz)  =  d' y 
q*  [ax  -H  by  -h  cz)  =  d" . 

Si,  outre  les  relations  ci-dessus,  on  a  rf'  =  dq^  d"z=:  dq'^ 
les  trois  équations  se  réduisent  à  une ,  et  l'on  peut  donner 
des  valeurs  arbitraires  à  deux  des  inconnues.  Mais,  si  l'on 
n'a  pas  à  la  fois  les  deux  dernières  égalités ,  les  équations 
proposées  sont  incompatibles. 

On  ne  peut  pas  admettre  que,  dans  le  cas  où  Ton  a  les 
relations  (i  i),  le  système  proposé  soit  possible  et  déterminé  ; 
car,  s'il  en  était  ainsi ,  il  faudrait  qu'en  omettant  une  des 
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équations,  les  n  —  i  autres  pussent  donner  pour  n  —  i  in- 
connues, des  valeurs  déterminées  en  fonctions  de  la  n'''^'  in- 
connue; de  sorte  c[ue,  si  Ton  remplaçait  d^abord  cette  in- 
connue par  la  valeur  quelle  devrait  recevoir  par  rapport 
au  système  proposé,  les  n  —  i  équations  formeraient  un 
système  qui  aurait  une  solution,  et  n'en  aurait  qu'une  seule. 
Or,  si  Ton  considère  le  système  (10),  en  y  choisissant 
n —  I  inconnues  quelconques,  la  fonction  R,  par  rapport  à 
ces  équations  et  à  ces  inconnues,  sera  Tune  des  quantités 
A.-i  «  Brt«i ,  C„»i ,  etc.,  et  sa  valeur  sera  nulle.  Donc,  si  la 
condition  R  =  o  ne  peut  être  remplie  sans  quHl  y  ait  indé- 
termination ou  impossibilité ,  dans  le  cas  de  n  —  i  équa- 
tions, cette  condition  produit  le  même  effet  lorsqu'il  y  a 
n  équations.  D'ailleurs  on  a  vu  que,  pour  deux  équations. 
il  y  a  toujours  impossibilité  ou  indétermination  quand 
ab' — ba'=o.  Il  y  a  donc  aussi  impossibilité  ou  indéter- 
mination quand  on  a  R  =  o ,  quel  que  soit  le  nombre  des 
inconnues. 

Pour  juger  si  le  système  est  impossible  ou  indéterminé , 
et  pour  savoir,  dans  le  cas  de  l'indétermination,  quelles  sont 
les  inconnues  auxquelles  on  peut  attribuer  des  valeurs  ar- 
bitraires ,  et  quelles  sont  celles  dont  les  valeurs  sont  déter- 
minées, s'il  y  en  a,  il  faut  appliquer  directement  aux  équa- 
tions proposées  les  procédés  d^ élimination. 

137.  Il  peut  être  bon  de  remarquer  le  cas  où,  dans  les 
équations  à  trois  inconnues,  les  seconds  membres  //,  ^',  d'' 
sont  nuls.  Les  équations  sont  alors 

ax-hbjr-^cz^Oy  a' X -\~  b' f -^  c' z  z=z  Of  a'^x-hb^jr-^c'^zz^o. 

Les  numérateurs  des  valeurs  des  inconnues  sont  nuls ,  et  si 
le  dénominateur  commun ,  que  nous  avons  désigné  par  D .. 
n'est  pas  nul ,  les  équations  ne  peuvent  être  satisfaites  que 
par  X  =  o,  ^  =  o,  z  =  o. 
Si  Ton  a  D  =  o,  les  valeurs  des  inconnues  sont  |.  En 
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résolvant  les  deux  premières  ëc[uations  par  rapport  à  x  et 
y^  on  trouve 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la  troisième  équation 
conduit  à  une  équation  identique,  en  vertu  de  ITiypothèsc 
0=0. 

On  voit  que,  si  les  quantités  ab*  —  ba\  bc'  —  ci'  et 

ca!  —  ac'  sont  différentes  de  zéro,  les  rapports  -  et  --  ont 

des  valeurs  finies  et  déterminées ,  et  l'on  peut  prendre  arbi- 
trairement la  valeur  de  Tune  des  trois  inconnues.  Quand 
une  des  trois  quantités  bc' —  ci',  ca' —  ac',  ab' —  ba!  est 
nulle ,  une  des  inconnues  jr,y  ou  z  ne  peut  recevoir  que  la 
valeur  zéro. 

Les  conclusions  sont  semblables ,  en  considérant  la  pre- 
mière équation  et  la  troisième,  si  Ton  n'a  pas  ab" —  ba!'=  o, 
ca!' —  ac"=.  o,  bd' —  cb"  =  o  ;  et  quand  les  trois  dernières 
difTérences  sont  nulles,  en  même  temps  que  les  précédentes, 
ce  qui  revient  aux  égalités 


// 


^  —  ^  —  i     ^'  — ^'— L 

a        b        c        a        b        c 


les  trois  équations  n'en  font  qu  une. 

De  la  discussion  des  problèmes. 

138.  Quand  on  a  représenté  les  données  d'un  problème 
par  des  lettres,  on  doit  chercher  à  reconnaître,  d'après 
les  formules  auxquelles  on  parvient ,  les  dilTércntes  parti- 
cularités que  le  problème  peut  offrir.  Pour  n'en  omettre  au- 
cune ,  il  faut  examiner  si  les  valeurs  des  inconnues  peuvent 
devenir  infinies  ou  indéterminées;  quels  sont,  selon  les 
différentes  suppositions,  les  signes  de  ces  valeurs,  et  di' 
quelle  manière  elles  s  appliquent  à  la  question.  Les  deux 


f 
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I    exemples  suivants  montreront  comment  on  doit  se  diriger 
dans  ces  discussions. 

139.  1*'  Problème.  • —  Deux  courriers  sont  en  marche 
depuis  un  temps  indéfini^  et  suivent  la  même  route,  dans 
k  même  sens  XABY.  L*un  d*eux  parcourt  v  kilomètres  en 
une  heure,  l'autre  en  parcourt  v'.  L'instant  oà  le  premier 
parvient  en  A  précède  de  h  heures  celui  où  l'autre  par^ 
vient  en  B.  La  élis  tance  AB  est  de  a  h'iomètres.  En  quel 
'  endroit  de  la  route  les  deux  courriers  se  rencontrent^ils  P 
(Nous  nommerons  C  le  courrier  dont  la  vitesse  est  u^  et  C 
celui  dont  la  vitesse  est  i^^) 

X ^1— ^ ? 5 Y. 

Solution.  Si  Ton  connaissait  le  nombre  d'heures  qui  s^é- 
conlent  depuis  Tinstant  où  le  courrier  C  parvient  en  A,  jus- 
qu'à Finstant  de  la  rencontre,  il  serait  facile  de  trouver  le 
lieu  de  la  rencontre.  Nonmions  x  ce  nombre  d'heures,  et 
supposons  que  les  deux  courriers  se  rencontrent  au  point  R. 
La  distance  AR,  ayant  été  parcourue  par  le  courrier  C  en  x 
heures,  sera  exprimée  par  i^x.  La  distance  BR  aura  été 
parcourue  par  le  courrier  C  en  x  —  h  heures ,  puisque  ce 
courrier  ne  parvient  en  B  que  h  heures  après  Tinstant  à 
partir  duquel  on  compte  le  temps  x-^  cette  distance  sera 
donc  u'{x — A) .  Par  conséquen  t ,  Téquation  du  problème  est 

d'où  l'on  conclut 

a  —  hi/ 


W 


X 


V—f/ 


Discussion.  Si  l'on  suppose  i^>t^',  et  en  même  temps 
d^hî^^  la  valeur  de  x  est  positive  ;  ainsi ,  dans  ce  cas ,  les 
deux  courriers  se  rencontrent  après  l'arrivée  du  courrier  C 
^A,  comme  on  l'a  supposé  en  mettant  le  problème  en 
^quaUon.  C'est,  en  effet ,  ce  que  Ton  reconnaît  par  l'exa- 
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ineii  des  conditions  de  la  question;  car  le  produite»''  ex- 
prime la  dislance  que  le  courrier  iV  doit  encore  parcourir 
pour  arriver  au  {>oint  R,  à  partir  du  moment  où  le  cou^ 
rier  C  parvient  en  A  :  ainsi ,  de  ce  que  Ton  a  h\^'  <]  a,  il  ré- 
sulte qu*au  moment  où  le  courrier  C  atteint  le  point  A« 
l'autre  a  dépassé  ce  point;  et  puisque  la  vîti^sse  du  secoml 
est  moindre  que  celle  du  premier^  celui-ci  doit  atteindre 
l'autre  au  bout  d'un  certain  temps. 

Lorsque  Ton  a  i'  >  t'',  a  <^  hi^\  la  valeur  de  x  est  néga- 
tive; pour  qu  elle  changeât  de  signe,  il  faudrait  qu'au  lieu 
deTéquation  (i)  on  eût 

( 3)  i>x  =  v'  (x  -h  //)  —  a. 

Cette  dernière  équation  fait  voir  que  les  distances  do» 
points  Â  et  B  au  point  de  rencontre  auront  été  parcou- 
rues par  les  deux  courriers  dans  les  temps  x  et  x-i-h. 
et  que  la  premières  distance  sera  moindre  que  la  seconde  de 
l'intervalle  AB;  ce  qui  exige  que  le  point  de  rencontre  soit 
situé  en  dvçh  de  A.  L'énoncé  du  problème  conduit  directe- 
ment à  cette  conclusion  ;  car,  de  ce  que  l'on  a  a  <^  /ii^',  il  ré- 
sulte que ,  lorsque  le  courrier  C  atteint  le  point  A  ,  Tautn* 
est  en  deçà  de  ce  point,  et  puisque  i^  >  t^',  1<*  second  cour- 
rier restera  toujours  en  arrière  du  premier;  mais,  s'ils  sont 
partis  de  deux  points  assez  éloignés  pour  que  celui  dont  la 
vitesse  est  la  plus  grande  ait  été  d'abord  en  arrière ,  ils  se  se- 
ront rencontrés  en  un  point  en  deçà  de  A,  tel  que  R'.  Fà\ 
mettant  le  problème  en  équation  d'après  cette  supposition, 
on  parvient  à  l'équation  (3) ,  et  Ton  en  déduit  une  valeur 
de  X  qui  ne  diilère  que  par  le  signe  de  celle  qui  est  donnée 
par  l'équation  (i). 

On  voit  que  les  valeurs  négatives  de  l'inconnue  résolvent 
exactement  le  problème ,  pourvu  qu'on  donne  au  signe  — 
cette  intei*prétation,  que  l'instant  de  la  rencontre  est  anté- 
rieur à  celui  que  Ton  a  choisi  pour  origine  du  temps. 
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Quand  on  a  v  =  i/',  et  a^hv'  ou  a<^Jw\  la  valeur 
de  X  est  infinie  \  ce  qui  indique  que  les  deux  courriers  ne 
se  rencontrent  pas.  C'est  aussi  ce  que  Ton  voit  par  Ténoncé  ^ 
car,  d'après  ces  suppositions,  quand  le  courrier  C  parvient 
en  A,  l'autre  est  en  deçà  ou  au  delà  de  ce  point,  et  comme 
ils  ont  la  même  vitesse,  ils  conservent  toujours'  entre  eux 
la  même  distance. 

Si  Ton  suppose  en  même  temps  y^=Li^'^a  =  /l^'',  on  trouve 
3C=\,  On  reconnaît  en  effet  que,  dans  ce  cas,  la  valeur 
de  X  est  indéterminée;  car  les  deux  courriers  se  trouvent 
en  même  temps  au  point  A ,  et  comme  leurs  vitesses  sont 
égales,  ils  ne  se  quittent  pas. 

La  supposition  u<^i^'  donnerait  lieu  à  des  observations 
tout  à  fait  semblables  à  celles  que  l'on  vient  de  faire,  par 
rapport  au  cas  où  Ton  a  i^  >  i^',  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Remarque,  Si  Ton  supposait  que  le  courrier  C  n'arrive 
au  point  A  que  h  heures  après  l'instant  où  l'autre  parvient 
en  B ,  là  (quantité  h  prendrait ,  dans  l'équation  et  dans  la  for- 
mide,  des  signes  contraires  à  ceux  dont  elle  est  affectée. 
Ainsi ,  dans  cette  supposition,  le  temps  inconnu  x  pourrait 
encore  être  déterminé  par  la  formule  (2) ,  pourvu  que  l'on 
convint  de  regarder  la  valeur  de  h  comme  étant  négative. 

Si  le  courrier  C  part  d'un  point  situé  dans  la  direction 
BY  et  vient  à  la  rencontre  de  l'autre,  en  supposant  tou- 
jours que  l'arrivée  de  celui-ci  au  point  A  précède  de  h  heures 
l'arrivée  en  B  du  courrier  C,  on  parviendra  à  une  équation 
qni  ne  différera  de  Téquation  (i)  que  par  le  signe  du  terme 
%f'{x  —  K).  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  temps  inconnu  x  pourra 
encore  être  déterminé  au  moyen  de  la  formule  (2) ,  pourvu 
que  Ton  convienne  de  regarder  la  vitesse  i^'  comme  étant 
négative. 

i40.  7.^  Problème.  —  Partager  chacun  des  nombres  a 
et  b  en  deux  parties ,  de  manière  que  l'une  des  parties  de  a 
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contienne  m  fois  Vune  des  parties  de  h  ^  et  Vautre  partie 
de  b  contienne  aussi  m  fois  Vautre  partie  de  a  {*). 

Solution,  Représentons  par  x  la  première  partie  de  a,  et 
par  ^  la  première  partie  de  &  ;  les  deux  autres  parties  seront 
a  —  X  et  b  — y,  et  Ton  devra  avoir  les  deux  équations 

.r  =  mXf     b  —  y  ^=  m  [a  —  x). 

On  tire  de  ces  équations 

m  (ma  —  b)  ma  —  b 

m  —•  I  m  —  I 
par  suite,  on  a 

mb  —  a        ,  mimb  —  a) 

/w'  —  I  m^  —  1 

Discussion.  Si  les  deux  nombres  a  et  &  sont  in^anx,  on 
pourra  supposer  que  a  est  le  plus  grand  de  ces  nombres;  et 
si  le  nombre  m  est  différent  de  Tunité,  il  sera  permis  de 
supposer  m  ]>  i  ;  car  tout  ce  que  Ton  dira  dans  ce  cas,  pour  x 
et  rt — X,  s'appliquerait,  dans  le  cas  contraire,  ky  et  b — j. 
Soient  donc  a  >  i  et  m  >•  i .  Les  valeurs  de  x  et  de  j*  sont 
positives  ;  mais,  pour  que  les  valeurs  des  deux  autres  parties 
a  —  X  eib  — y  soient  aussi  positives,  il  faut  que  Ton  ait 

mb  >  a,  ou  m  >•  -•  Si  l'on  a  au  contraire  m  <  y»  l^s  va- 

O  0 

leurs  de  a  —  j:  et  de  b  — y  sont  négatives,  ce  qui  fait  voir 
que  les  valeurs  de  x  et  de  j^  ne  sont  plus  des  parties  de  a 
et  de  &,  mais  des  quantités  respectivement  plus  grandes 
que  ces  nombres.  Dans  ce  cas,  le  problème  ne  peut  pas 
être  résolu  dans  le  sens  de  Fénoncé  ;  mais  les  nombres  qu^on 


(*}  On  peut  remplacer  l^énoncé  de  ce  problème  par  le  suivant,  qui  eon- 
duit  aux  mêmes  équations  :  Partager  chacun  des  côtés  d'un  rectangle  donné, 
dont  les  dimensions  sont  a  «f  b,  en  deux  parties  telles ,  que  si  l'on  joint  les 
points  de  division,  on  obtienne  un  second  rectangle  dont  les  cotés  adjacents 
soient  dans  le  rapport  de  m  à  i.  Au  moyen  de  ce  changement ,  Tinterpréta- 
tion  des  différentes  circonstances  que  pr<^sentcnt  les  formules  défient  plus 
sensible. 
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déduit  des  formules  ci-dessus  formeraient  une  solution, 
si  1  on  modifiait  cet  énoncé  dans  le  sens  des  équations  ci- 
après: 

X  =  mfy     jr  —  ^  =r  m  (.r  —  a). 

Quand  on  suppose  a  =  b^  les  formules  deviennent 
ma  a  ^  l  "^^ 


dans  ce  cas,  la  question  admet  toujours  une  solution.  Si 
1  on  suppose  en  outre  m  =  i ,  les  quatre  parties  sont  cha- 
cune égale  à  ja. 

En  se  reportant  aux  premières  formules,  on  voit  que,  si 
l'on  a  m  =  I  et  a  >  A ,  les  valeurs  des  quatre  parties  sont 
infinies  ^  d^où  il  suit  que  le  problème  est  impossible  ;  et  si 
l'on  suppose  dans  les  mêmes  formules  m  =  1  et  a  ==  i ,  les 
valeurs  des  inconnues  se  réduisent  au  symbole  ^.  Quand 
on  introduit  les  dernières  suppositions  dans  les  équations , 
elles  deviennent  Tune  et  l'autre  ar  =  )^^  ainsi  la  question 
est  indéterminée. 

n  est  à  remarquer  que  cette  indétermination  n^est  plus 
indiquée  par  les  formules  quand  on  les  a  simplifiées ,  après 
avoir  supposé  i  =  a ,  en  supprimant  le  facteur  m  —  i  dans 
les  deux  termes  de  chaque  fraction. 

141.  Dans  les  exemples  qui  précèdent,  les  suppositions 
qui  rendent  les  inconnues  infinies  produisent  une  impos- 
sibilité dans  la  question  ;  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 
Quand  une  formule  donne  une  valeur  infinie  pour  une  in- 
connue, par  suite  de  certaines  valeurs  particulières  attri- 
buées aux  données  de  la  question ,  ce  résultat  exprime  que, 
si  les  données  s'approchaient  indéfiniment  de  ces  valeurs 
particulières,  Tinconnue  croîtrait  de  manière  à  surpasser 
toute  grandeur  assignable.  Or,  dans  les  questions  dont  la 
solution  dépend  d'une  construction  géométrique,  il  arrive 
souvent  que  ce  dernier  état  des  accroissements  de  Tincon- 
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iiuo,  qui  est  Tinfini,  correspond  à  une  construction  déter- 
minée. f)ans  ce  cas,  la  valeur  infinie  est  une  solution  delà 
question  (*). 

Obseivations  sur  les  expressions  indéterminées,  et  sur 

les  valeurs  iiifinies. 

Ifâ.  Les  expressions  algébriques  peuvent  devenir  indé- 
terminées en  prenant  d'autres  formes  que-J.  Considérons, 
par  exemple,  les  deux  expressions 

A  A     D 

B^^'     B-C' 

en  représentant  par  A,  B,  C,  D,  des  quantités  algébriques 
quelconques  qui  ne  contiennent  pas  de  dénominateurs.  Si 
Ton  établit  des  suppositions  qui  annulent  les  quantités  B 
et  C ,  et  pour  lesquelles  A  et  D  aient  des  valeurs  finies  diffé- 
rentes de  zéro,  les  expressions  ci-dessus  deviendront 

00  X  o     et     — 

00 

Pour  interpréter  ces  nouveaux  symboles ,  il  suffit  de  re- 
marquer que  l'on  peut  remplacer  les  e3q)ressîons  proposées 
par  les  suivantes  : 

AXC       AXC 
B      '     B  X  D* 

Quand  on  suppose  dans  celles-ci  B  =  o  et  C  =  o ,  elles  de- 

^*^  Contidérons .  j^ar  exemple,  ccUe  question  :  Tromrer,  sur  le  prolonge- 
ment de  U  ligne  ^mi  joint  les  centres  des  deux  cercles ,  le  point  où  pusse  lu 
tumfeute  coamuune  «ax  deux  cercles.  Oa  Tom  aisèmeat  qae,  si  Ion  re- 
présente {Mur  a  h  distance  des  centres ,  par  r  et  r  '  les  rayons  des  deax 
cercles,  et  par  d  la  distance  du  point  cherche  au  centre  du  premier  cercle, 


ar 

on  a  d  = 


i  d  = Ouand  r  =  r',  on  irouve  i  =  x  ;  ce  résultat  est  la  solu- 

r  —  r        ^ 

tion  qui  conTïent  i  la  question .  car  on  doit  en  conclure  que  la  tangente 
commune  ne  r>?ncontr\«  pas  la  liçue  de«  centres,  c'est-à-dîi«  qu'elle  lui 
est  parallèle. 
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viennent  Tune  ei  l'autre  -•  Oii  doit  donc  regarder  les  deux 


00 


fxpressions  ao  x  •  <*l  — comme  équivalentes  à  -« 


QO 


i43.  Il  y  a  une  observation  importante  à  faire  au  sujet 
du  symbole  {. 

Supposons  que  l'on  fasse  décroître  les  deux  termes  d'une 
fraction,  de  manière  qu'ils  deviennent  tous  deux  moindres 
que  toute  quantité  donnée.  Si  les  deux  termes  sont  entière- 
ment indépendants  Tun  de  l'autre,  on  pourra  leur  attribuer 
des  valeurs  aussi  voisines  qu'on  le  voudra  de  zéro ,  et  telles 
que  leur  rapport ,  qui  est  la  valeur  de  la  fraction,  soit  égal 
à  telle  quantité  que  Ton  voudra;  en  conséquence,  le  sym- 
bole f,  auquel  on  parviendra  quand  les  deux  termes  auront 
atteint  la  limite  de  leur  décroissement ,  exprimera  une  com- 
plète indétermination.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  deux 
termes  d'une  fraction  sont  liés  entre  eux ,  de  manière  qu'à 
une  valeur  très-petite  de  Tun  il  corresponde  toujours  une 
valeur  très-petite  de  l'autre,  et  que,  lorsqu'ils  convergent 
tous  deux  vers  zéro ,  leur  rapport  converge  vers  une  limit<> 
déterminée  qu'il  n'atteint  qu'au  moment  où,  les  deux  termes 
devenant  nuls,  la  fraction  prend  la  forme  indéterminée  f . 

Ce  dernier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  qu'une  fraction  est 
^uite  à  ^  par  l'anéantissement  d'un  facteur  commun  au 
i^umérateur  et  au  dénominateur.  Soit,  par  exemple, 


X' fl' 

X?  —  a' 


Cette  fraction  se  réduit  à  f  lorsqu'on  suppose  x  =  a  ^  mais 
^u  divisant  les  deux  termes  par  x  —  « ,  on  obtient  l'expres- 
sion plus  simple 


x  -*-  a 


.r'  -H  /ïx  -H  «' 

Si  Ton  donne  à  .r  une  valeur  très-voisine  de  a ,  quelque* 
petite  que  soit  la  différence  x  —  a  ,  si  elle  n'est  pas  nulle. 
5*^  éifit.  9 
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la  seconde  fraction  sera  toujours  équivalente  à  la  première- 

Or,  la  valeur  de  x  étant  très-peu  différente  de  a ,  la  valeur 

de  la  seconde  fraction  différera  très-peu  de  ^-j.  U  suitdc^ 

là  que  lorsqu'on  attribue  à  x  des  valeurs  de  plus  en  plus 

*r'  ^^  û' 
voisines  de  a  ,  les  valeurs  de  la  fraction  -3 j  conver- 


genl  vers  une  limite  déterminée  qui  est  ^— ^ ,  ou ,  en  ré- 
duisant, 5— • 

Soient  encore  les  deux  fractions 


x^  —  2  aa:  -H  «'  -Jc^  —  « 


7 


x*  —  a'  j:'  —  2  flJT  -H  rt' 

Elles  deviennent  toutes  deux  |  quand  on  suppose  x  =±:  a  ; 
mais  en  supprimant  d'abord  le  facteur  x  —  a ,  qui  est  com- 
mun aux  deux  termes,  et  faisant  ensuite  x  =  a ,  on  trouve? 
pour  la  première  fraction  zéro ,  et  pour  Tautre  Tinfini . 

144.  On  a  vu,  dans  la  discussion  des  équations  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues,  que,  lorsque  l'on  a  6  =  o, 
i'  =  o ,  ac'  —  ca'  =  o ,  les  équations  donnent  pour  x  une 

valeur  déterminée   -9    tandis    que    la  formule    générale 

X  =     ,, ,  ,  donne  le  symbole  j  (n®  132).  Si  l'on  intro- 
duit d'abord  dans  la  formule  la  supposition  ac'  —  ca'  =:  o, 

,  .         flr'     . ,     .  c  icb'  —  b</) 

en  remplaçant  a  par  —  >  il  vient  x  =     :  //_^^\^  ^^  sup- 
primant alors  dans  les  deux  termes  le  facteur  cb'  —  bc\  on 

c 
trouve  X  =  -  • 

a 

On  a  vu  aussi  (n°  136)  que  le  cas  où  les  formules  rela- 
tives aux  équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues 
donnent  le  symbole  \  ,  sans  qu'il  y  ait  indétermination  dan» 
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les  éqaations ,  est  celui  où  Ton  a 

fl'     6'       e      oT       h"       c"     d'  ^a'     d'  ^a" 

«6        c       a         h         c       d  ^  a      d  ^        ^a 

Reprenons  la  valeur  de  l'une  des  inconnues ,  celle  de  t 
par  exemple  (n°  125)  5  elle  peut  être  écrite  ainsi  : 

^_  {ay^ha')d"^[ha''^ah'')d*^{a'h''^h'a")d 
En  supposant  d'abord  —  =  t->  d'où  a'  =  -r-»  on  obtient 


_  (^fl^^  —  ab")  (bd'  —  </60  ^ 


z  =; 


en  supprimant  alors  dans  les  deux  termes  le  facteur 
l'a/'  —  ab^^  et  supposant  ensuite  bc'  —  cV  =  o^  on  trouve 
2  =r  Qo  .  En  opérant  de  la  même  manière  sur  les  valeurs  des 
deux  autres   inconnues  x  et  y,  on  trouve  pareillement 

X  =  00  ^y  =  00  . 


00 


145.  Puisque  les  symboles  00  X  o  et  jg  sont  équiva* 

lents  à  { ,  les  expressions  qui  se  réduisent  à  ces  symboles 
peuvent  aussi  conserver ,  dans  certains  cas ,  une  significa- 
tion déterminée. 

On  parvient  d'ailleurs  à  cette  conclusion ,  en  observant 
que  Qo  X  o  exprime  la  limite  du  produit  de  deux  quan- 
tités, dont  Tune  décroît  indéfiniment,  tandis  que  l'autre, 

au  contraire ,  augmente  indéfiniment  -,  et  ^  exprime  la 

limite  des  valeurs  d'une  fraction  dont  les  deux  termes  aug- 
mentent indéfiniment.  On  conçoit  que  ces  limites  pour- 
ront être  des  quantités  déterminées,  si  les  quantités  varia- 
bles qui  doivent  converger  vers  zéro  ou  vers  l'infini  ne 
peuvent  varier  que  suivant  une  certaine  loi  ;  tandis  qu'elles 
seront,  au  contraire,  indéterminées,  quand  ces  quantités 
pourront  varier  sans  rester  soumises  à  aucune  loi . 

9- 
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Enfin,  on  doit  joindre  à  ces  expressions,  comme  préscD- 
tant  un  caractère  analogue ,  Texpression  oo  —  oc  ,  qui  in- 
dique la  limite  de  la  ditrërcncc  de  deux  quautités  dont  les 
valeurs  augmentent  indéfiniment.  Il  faut  seulement  remar- 
quer que  la  diflerence  de  deux  quantités  qui  ci^oissent  in- 
déflniment  n'est  susceptible  d'une  limite  finie  qu^autant 
que  les  deux  quantités,  en  croissant,  ne  cessent  pas  d^être 
toutes  deux  positives,  ou  toutes  deux  négatives  :  car,  si  l'on 
avait  à  soustraire  une  quantité  négative  de  plus  en  plus 
grande  d'une  quantité  positive  de  plus  en  plus  grande,  la 
difTérence  deviendrait  de  plus  en  plus  grande^  et  quand  les 
deux  quantités  seraient  infinies ,  leur  diflerence  serait  elle- 
même  infinie. 

146.  Quand  le  dénominateur  d'une  fraction  algébrique 
prend  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes ,  sans  que  le  nu- 
mérateur augmente,  la  fraction  prend  des  valeurs  de  plus 
en  plus  petites 5  de  telle  sorte  que,  si  la  valeur  du  dénomi- 
nateur augmente  jusqu'à  l'infini ,  celle  de  la  fraction  dé- 
croît jusqn*à  zéro.  Ainsi,  en  désignant  par  m  nne  quantité 

finie  quelconque,  on  a  ^=:  o. 

147.  I^orsqu'une  fraction  algébrique  est  susceptible  de 
pn*ndre  successivement  des  valeurs  qui  croissent  jusqu'à 
r infini ,  il  peut  arriver  qu'ellç  ne  tende  vers  ce  dernier  état 
t\MV  par  des  valeurs  positives ,  ou  par  des  valeurs  négatives, 
nu  qu'cille  s'en  approche  indifleromment  par  des  valeurs 
pofiitiveA  et  par  des  valeurs  négatives.  C'est  pourquoi  les 
vulrurd  infinies  peuvent  être  regardées,  dans  certains  cas, 
<'«>nniuï  positives,  dans  d'autres  comme  négatives;  et  dans 
(l*AUli'iM  encore,  elles  peuvent  être  regardées  comme  affec- 
l«4|t»  intliUeremment  du  signe  4-  ou  du  signe  — . 

Pri*tionH,  par  exemple,  la  fraction 


m 
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supposons  que  m  et  a  représentent  des  quantités  constantes 
et  positives,  et  concevons  que  Ton  fasse  croître  x  à  partir 
de  zéro.  Tant  que  la  valeur  de  x  sera  moindre  que  a ,  la 
fraction  aura  une  valeur  positive  qui  deviendra  de  plus  en 
plus  grande  ;  quand  on  fera  x  =  a^  la  valeur  de  la  fraction 
sera  infinie;  et  quand  x  croîtra  au  delà  de  a,  les  valeurs  de 
la  fraction  seront  négatives  et  iront  en  décroissant.  La  va- 
leur infinie  produite  par  la  supposition  j:  r=  a  pourra  donc 
être  indifféremment  regardée  comme  positive  ou  comme 
négative. 
Si ,  au  lieu  de  la  fraction  ci-dessus ,  on  prend  la  suivante, 


m 

9 


[a  -^  xy 


on  obtiendra  toujours  une  valeur  positive,  soit  que  Ton 
donne  à  x  une  valeur  plus  petite  que  a,  ou  une  valeur  plus 
grande.  Eu  conséquence,  la  valeur  infinie  produite  par 
x=a  sera  regardée  comme  positive. 

Si ,  dans  la  dernière  fraction ,  m  désignait  une  quantité 
négative,  la  supposition  x  =  a  donnerait  une  valeur  infinie 
qui  serait  regardée  conmie  négative. 

Pour  exprimer  Fambiguïté  de  la  valeur  infinie  que  prend 
la  première  fraction  quand  on  fait  x  =  a ,  on  représente 
celte  valeur  par  ±  oo  ;  tandis  que  la  valeur  infinie  que 
prend  la  seconde  fraction  est  représentée  par  -h  oo  quand 
m  est  une  quantité  positive,  et  par  —  oo  quand  m  est  une 
quantité  négative. 

Principes  sur  les  inégalités . 

148.  On  a  fréquemment  à  considérer  des  inégalités  aux- 
quelles il  faut  appliquer  des  transformations  semblables  à 
relies  qui  servent  à  résoudre  les  équations  du  premier  degré. 

Pour  expliquer  d'une  manière  générale  les  principes  sur 
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lesquels  reposent  ces  transforma  tioiitt,  nous  commencerons 
par  faire  remarquer  que ,  de  Tinëgalité  a'^b  il  résulte 
toujours  a  —  6  >>  o ,  qtii  exprime  que  la  différence  a — b 
est  positive  (n^  29)  ;  et  réciproquement,  lorsque  la  seconde 
condition  est  satisfaite,  la  première  Test  également.  En 
effet ,  si  a  et  6  sont  des  quantités  positives ,  il  est  clair  que 
les  deux  conditions  ont  lieu  en  même  temps  ^  si  b  est  ime 
quantité  négative,  et  a  une  quantité  positive,  on  a  a  ]>&, 
et  l'on  a  au^i  a  —  b'^o^  puisque  la  différence  a  —  6  est  la 
somme  de  deux  quantités  positives.  Si  a  est  une  quantité 
négative ,  il  faut ,  pour  chacune  des  deux  conditions ,  que  b 
soit  aussi  tme  quantité  n^ative ,  et  que  sa  valeur  absolue 
soit  plus  grande  que  celle  de  a.  Ces  deux  conditions  sont 
donc  toujours  équivalentes. 

149.  Une  inégalité  nest  pas  troublée  quand  on  ajoute 
une  même  quantité  aux  deux  membres  y  ou  quand  on  re- 
tranclie  la  même  quantité  des  deux  membres.  Ainsi  l'iné- 
galité a'^b  entraîne  toujours  la  suivante  a  dz  c  >  i  dz  c^ 
car,  la  différence  a  —  b  étant  positive,  la  différence  (o  ih  c) 
—  (b  ±c)  est  aussi  positive. 

On  conclut  de  ce  principe ,  qu'o/i  peut  transporter  un 
terme  d'une  inégalité  d^un  membre  dans  Vautre  y  en  récri- 
vant dans  cet  autre  membre  ai^ec  le  signe  contraire  à  celui 
dont  il  était  affecté. 

Lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  les  termes  d'une 
inégalité,  il  faut  renverser  le  signe  d'inégalité;  car  cela 
revient  à  faire  passer  tous  les  termes  du  premier  membre 
dans  le  second,  et  ceux  du  second  membre  dans  le  premier. 

On  ne  trouble  point  une  égalité  en  multipliant  ou  en 
divisant  les  deux  membres  par  une  quantité  positive. 
Ainsi ,  m  désignant  une  quantité  positive,  Finégalité  a^b 

entraîne  les  suivantes  ma  >  mb.  —  >  — ;  car,  la  diflërcnce 
a — b  étant  posili\(',    le  produit  ri    le  quotient  de  erltc 


I 
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différence  par  w,  ou  les  quantités  ma  —  mb  et 9 

w  //l 

sont  aussi  positives. 

Quand  on  multiplie  ou  Von  divise  les  deux  membres 

(Tune  inégalité  par  une  quantité  négatii^e,  il  faut  renverser 

le  signe  d'inégalité  ^  car  cela  revient  a  multiplier  les  deux 

membres   par  la  valeur  absolue  de  cette  quantité,  et  à 

changer  ensuite  les  signes  de  tous  les  termes. 

150.  Lorsqu'une  quantité  inconnue  n'entre  dans  une 
inégalité  qu^à  la  première  puissance,  on  peut  dégager  celte 
quantité,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  ramener  l'inégalité  à  ' 
une  forme  telle ,  que  cette  quantité  soit  seule  dans  un  mem- 
bre ,  sans  autre  coefficient  que  l'uni  té.  On  suit  pour  cela  la 
même  marche  que  pour  résoudre  une  équation  du  premier 
degré. 

Considérons,  par  exemple ,  l'inégalité  ix — 2^  -x  —  ^• 

On  chasse  les  dénominateurs,  en  multipliant  les  deux  mem- 
bres par  10;  il  vient 

3o  jc  —  20  ^  25  j:  —  8. 

En  réunissant  les  termes  en  x  dans  le  premier  membre ,  et 
les  termes  connus  dans  le  second ,  on  obtient 

3oa:  —  25ar^20  —  8,     ou     5j:>I2. 
Enfin,  en  divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  iné- 
galité par  5 ,  on  trouve  qu'elle  se  réduit  à  x  >  -=-• 
En  exécutant  des  transformations  semblables  sur  Tiné- 

ttlité  î  —  7  a:  <  8  —  ax,  on  en  déduit  x  <C  — 

6       4  9  . 

Si  l'on  a  l'inégalité  43  —  5  x  <  10  —  8  X,  on  en  conclura 
do  la  même  manière  x  <Z  —  1 1  • 

Dans  le  premier  exemple,  le  nombre  ^,  ou  2',  <*sl  la 
limite  inférieure  des  valeurs  de  .*". 
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Dans  le  deuxième  exemple,  le  nombre  '-,  ou  9^,  esl  la 
limite  supérieure  des  valeurs  de  x. 

Dans  le  troisième  exemple,  les  valeuis  de  x  ne  peu- 
vent être  que  des  quantités  n^atives  numériquement  plus 
grandes  que  1 1 . 

Si  l'inconnue  x  devait  vérifier  à  la  fois  les  deux  pre- 
mières inégalités ,  elle  ne  pourrait  recevoir  que  les  valeurs 
comprises  entre  a  4  et  9^.  Si  cette  inconnue  devait  vérifier 
à  la  fois  la  deuxième  in^alité  et  la  troisième,  il  suffirait 
qu'elle  vérifiât  la  condition  x  <^  —  11.  Enfin ,  il  n'y  a  au- 
cune valeur  de  x  qui  puisse  vérifier  à  la  foiis  la  première 
inégalité  et  la  troisième. 

151.  Considérons  actuellement  deux  inégalités  du  pre- 
mier degré  entre  deux  inconnues  x  elj^ 

On  conclut  de  ces  inégalités 

5  -h  27                    16  —  3jr 
">— 3— '       "> 5—' 

Ou  pourra  attribuer  à  y  une  valeur  quelconque,  et  avec 
chaque  valeur  arbitraire  de  y  on  pourra  donner  à  x  toutes 
les  valeurs  plus  grandes  que  la  plus  grande  des  deux  quantités 

5-1-2^         16  —  3  j 

—3—'    —5 — 

On  conclut  aussi  des  inégalités  proposées 

^3.r  —  5  ^16  —  5x 

pour  que  ces  deux  dernières  conditions  puissent  être  renî- 
plies^  il  faut  que  Ton  ait 

3j^  —  5        16  —  5x        „  .  „  .  ^4? 

Z> ô '     "  ou  I  on  conclut    .r  j>  -^  • 

2  3  -"19 

L'inconnuf*  x  nr  pourra  donc  recevoir  que  les  valeurs  supc- 


f 

t 
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ricures  à  -f^  ou  2  ^  ;  et  pour  chaque  valeur  de  a: ,  on  ne 
devra  donner  à  y  que  des  valeurs  comprises  entre  les  deux 
limites  ci-dessus. 

152.  Lorsque  l*on  a  plusieurs  inégalités  dans  le  même 

sens, 

a>6,       a!>b\       a"  >  6",  etc., 

on  en  conclut ,  en  faisant  la  somme  des  premiers  membres 
et  celle  des  seconds  membres  , 

a  -+-  fl'  -t-  fl"  -H  etp.  >  6  -+-  ^'  -f.  ^"  -h  etc.; 

car  les  différences  a  —  i,  a! — V^  a!' — i",  etc.,  étant  toutes 
positives,  leur  somme  a — b-^a' — h'-k-a" — i"-|-elc\, 
ou  (a  4-  a'  4-  a"  -f-  etc.)  —  (&  ■+-  i'  4-  b"  -f-  etc.) ,  est  aussi 
positive. 

Si  les  quantités  /ï,  a',  a",  etc.,  A,  i',  ft",  etc.,  sont 
toutes  positives,  les  inégalités  a]>  6,  a' >  A',  etc.,  don- 
nent aussi 

aa'a"..,  >  bb' b" .  .  .  , 

,  ,  ,  a    a     a  , 

car  chacun  des  quotients  t?  t?'  t7/»  t^tc. ,  est  alors  un  nom- 
bre plus  grand  que  1  \  par  conséquent ,  le  produit  de  ces 

an  n   ,  .  .  .     .  , 

quotients ,  ttttt; »  est  aussi  plus  grand  que  i . 

Cette  dernière  propriété  peut  cesser  d'avoir  lieu  lorsque 
les  quantités  a,  a',  etc. ,  A,  f,  etc. ,  ne  sont  pas  toutes  po- 
sitives. On  en  a  un  exemple  en  prenant  les  inégalités 
8>5et  —  3>  —  4^  1g  produit  des  premiers  membres 
est—  24 ,  celui  des  seconds  membres  est  —  10  ;  ainsi  le prc- 
mier  produit  est  plus  petit  que  le  second. 

Lorsque  les  quantités  a  et  b  sont  positives ,  si  Ton  a 
«  >  i ,  il  en  résulte ,  d'après  la  proposition  précédente , 
/,i\,  jm.  mais  la  première  inégalité  n'entraîne  plus  la  se- 
conde, quand  les  quantités  a  et  b  ne  sont  pas  positives. 
On  a,  par  exemple,  — 3>  —  4  *'<  (—  •^)*<  ( —  4)'- 
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a    a'     a 


// 


153.  Théorème.  Soient ^t  rr»  rs»  etc..  plusieiu's  frac- 

b    b     b  '  *^ 

tions  dont  les  numérateurs  sont  des  quantités  quelconques, 

et  dont  les  dénominateurs  sont  tous  positifs^  la  fraction 

a  ■+-  a'  -f-  Si" , . . 

. rp — Tir—-  ^^^o,  une  moyenne  entre  toutes  ces  fractions^ 

c'est-à-dire  quelle  aura  une  valeur  comprise  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  ces  fractions. 

Démonstration.  Supposons  que  t  soit  la  plus  petite  des 

fractions  proposées,  en  sorte  que  Ton  ait 

a'        a       a"  ^  a       a"*  ^^  a 

17  >T'    î7/>i'     r^>x'    ^^c-î 


h"^  b'      b"^  b        b^^b 


puisque  les  dénominateurs  sont  positifs  ,  on  conclura  de 
ces  inégalités 

«'>^'X^,     «">^"Xj7,   «-'>i»-'X  j»    etc. 

D'après   celles-ci   et  Tégalité  a  =  i  x  t  ?  en  faisant  la 

somme  des  premiers  membres  et  celle  des  seconds  mem- 
bres ,  on  aura 

a  -\-  a'  -\r  a"  -|-  etc.  >  {b  4-  A'  4-  b"  -h  etc.)  X  ?: 

donc 

fi  -f-  /i'  -h  /i"  4-  etc.        a 

^  -+-  6'  -h  *"  -f-  etc.  ^  b  ' 

On   prouverait  de  la   même   manière  que   la   frartiou 

«  -h  «'-+-«"  -t-  etc.      ^     ,  .  ,        ,  j     j 

y ,,  .    f //   ,  <^t  plus  petite  que  la  plus  grande  des 

fractions  y  -pi  etc. 


1 
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CHAPITRE  CINQUIÈME. 

RACINE    CARaÉE    DES    QUANTITÉS    LITTERALES.     CALCUL    DES    RADICAUX 

nu    SECOND    DEGRÉ. 


ffotattons.  —  Double  valeur  de  la  racine  carrée  et  des 
racines  de  degré  pair,  —  Racines  imaginaires. 

154.  On  indique  les  racines  par  le  signe  V  >  qu'on 
nomme  radical.  Pour  la  racine  du  degré  m  de  a,  on  écrit 

va;  et  le  nombre  m  est  appelé  indice  ou  exposant  du  ra- 
dical. Dans  le  cas  de  la  racine  carrée  on  sous-entend  Tin- 

dice,  et  on  écrit  simplement  ^. 

Pour  indiquer  la  racine  d'une  fraction,  il  faut  faire  des- 
cendre le  signe  ^  au-dessous  de  la  barre  qui  sépare  les 
deux  termes.  Ainsi  il  y  a  une  distinction  à  faire  entre  les 

deux  expressions  i/  -^  et  -  — ^  ;  la  première  indique  la  ra- 
cine carrée  de  la  fraction  — î— ^  et  la  seconde  indique  le  quo- 
tient de  la  racine  carrée  de  34 1  par  27.  Lorsque  l'on  a  à 
exprimer  la  racine  d'un  polynôme,  on  prolonge  la  barre  du 
radical  sur  toute  la  quantité ,  ou  on  emploie  des  parenthèses. 
Ainsi,  pour  la  racine  carrée  de  a'  —  2a*A-h4^*î  par 
exemple,  on  écrit  s] a} — 2a*AH-46',  ou  sj(a} — 2a'i-|-4i'). 

135.  Le  carré  d'une  quantité  négative  étant  positif,  une 
(juantàé  positive  a  deux  racines  carrées,  l'une  posiuue, 
Vautre  négatii^e,  et  dont  la  valeur  absolue  est  la  même. 
Le  nombre  25 ,  par  exemple,  qui  est  le  carré  de  5 ,  est  aussi 
le  carré  de  —  5  5  ce  nombre  a  donc  deux  racines  carrées , 
+  5  et  —  5.  Il  est  évident  que  tout  nombre  plus  grand  ou 
plus  pelit  que  î> ,  pris  positivement  ou  négativement ,  don- 


\ 
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lierait  un  carré  plus  gi^and  ou  plus  petit  que  ^5  ;  par  eonsé^  j 
quent,  le  nombre  25  n'adxuet  aucuue  autre  racine  carrée 
que  -f-  5  et  —  5. 

La  racine  carrée  d'une  quantité  nègativ^c  ne  peut  étrt 
exprimée  par  aucune  quantité  positis^e  ou  négatii^e.  Sup- 
posons ,  par  exemple ,  que  Ton  demande  la  racine  carrée  de 
—  25  ^  la  valeur  absolue  de  cette  racine  ne  pourrait  cire 
que  5 ,  et  le  nombre  5 ,  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe 
— ,  a  pour  carre  -|-  25  ;  il  n'existe  donc  aucune  quantité  po- 
sitive ou  négative  dont  le  carré  soit  égal  à  —  25.  On  dit, 
(lar  cette  raison ,  que  la  racine  carrée  d'une  quantité  na- 
tive est  imaginaire.  Par  opposition ,  les  quantités  positives 
et  négatives  sont  appelées  quantités  rée/les, 

A  l'égard  des  racines  d'un  degré  quelconque,  d'après  les 
i-ègles  relatives  aux  signes  dans  la  multiplication , 

Toute  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  positive  peul 
être  indirtéi-emnient  afVectée  du  signe  -h  ou  du  signe  — . 

Une  racine  de  degré  impair  d^une  quantité  |)ositive  ou 
négative  doit  avoir  le  même  signe  (|ue  cette  quantité. 

La  racine  d'un  degré  pair  d'une  quantité  négative  ne  peut 
être  exprimée  par  aucune  quantité  positive  ou  négative; 
elle  est  imaginaire. 

Racines  carrées  des  monômes.   —   Ea-pressions 

irrationnelles. 

156.  Les  deux  racines  carrées  d'une  (piantité  ne  di Héraut 
l'une  de  Tautre  que  par  le  signe ,  nous  ne  nous  occuperons 
que  de  lunt?  d'elles. 

D'après  la  règle  de  la  multiplication  des  monômes,  ou 
obtient  le  carré  d'un  monôme  en  faisant  le  carré  du  coeffi- 
cient et  multipliant  l'exposant  de  chaque  lettre  par  2.  Donc, 
pour  avoir  la  racine  carrée  d'un  monôme  y  il  faut  prendre 
la  lucine  carrée  du  coejjicient  et  div^iser  l'exposant  de 
^^kaqiU!  Icttn^ par  2.  Vx  ,  puiM|iu'  le  produit  de  deux  fractions 
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5t  égal  au  produit  des  numérateurs  divisé  par  le  produit 
es  dénomiuatcurs ,  d'où  il  suit  que  le  carré  d'une  fraction 
e  forme  en  élevant  chaque  tertae  au  carré,  on  obiicntJra 
a  racine  cannée  fl' une  fraction  en  extrayant  la  racine 
"^arrée  de  chacun  des  deux  termes. 


r          ,           /-r — n-       i,    ,,,            /aS a' ^«       5a^b^ 
Exemples,      ^^5 a'b^c^  =  Sa^if^r,     i /  ;r7; =  -yz — - • 

157.  Lorsqu'une  racine  d'un  nombre  ne  peut  être  expri- 
mée exactement  par  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire , 
en  sorte  qu'on  ne  peut  en  obtenir  que  des  valeurs  appro- 
cha, on  dit  qu'elle  est  incommensurable,  parce  qu'elle  n'a 
pas  de  commime  mesure  avec  Tunité;  ou  bien  encore  qu'elle 
^x  irrationnelle  y  parce  que  l'on  ne  peut  pas  assigner  exacte- 
ment le  rapport  ou  la  raison  de  cette  racine  à  l'unité.  On 
donne,   au  contraire,   aux  nombres  entiers  ou  fraction- 
naires, la  dénomination  de  quantités  commensurables  ou 
rationnelles.  On  appelle ,  de  même ,  expressions  ou  quan- 
tités irrationnelles,  les  racines  des  quantités  littérales  qui  ne 
peuvent  être  exprimées  sans  le  secours  du  signe  radical-, 
et  l'on  nomme ,  au  contraire ,  expressions  ou  quantités  ra- 
tionnelles, toutes  les  quantités  littérales  qui  ne  renferment 
que  les  signes  des  quatre  premières  opérations. 

Calcul  des  radicaux  du  second  degré. 

158.  Quand  on  indique ,  au  moyen  du  signe  radical ,  la 
racine  carrée  d'une  quantité  A ,  on  n'exprime  pas  qu'il  faut 
prendre  Tune  des  valeurs  de  cette  racine  plutôt  que  l'autre. 

La  notation  v^  représente  donc  indifféremment  les  deux 
racines  carrées  de  A.  Cependant  on  suppose  ordinairement 

<iue,  lorsque  le  radical  vÂ  n'est  prérédé  d'aucun  signe,  ou 
lorsqu'il  est  précédé  du  signe  -f-,  il  ne  représente  que  la  ra- 
TO  carrée  positive,  qu'on  nomme  la  valeur  arithmétique 
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livrait  un  carré  plus  grand  ou  j>lus  |>eti 
c|tb;Dt,  Iv  uonibre  a5  u'admvt  aucune 
que  -t-  5  et  —  5. 

la  racine  carrée  d'une  quantité  n 
exprimée  par  aucune  quantité  posittv 
|M>sons,  par  exemple,  que  l'on  demauti 
—  2$  ;  la  valt;ur  absolue  de  cettt:  rac 
que  5 ,  et  le  nombre  5 ,  pris  avec  le  sigi 
— ,  a  pour  carré  +  a3  ;  il  n'existe  donc 
sitive  on  négative  dont  le  carré  soit  c 
l>ar  cette  raison ,  que  la  racine  carnic 
livc  est  imaginaire.  Par  opposition ,  li 
et  n^atives  sont  appelées  quantités  }é 

A  l'égard  des  racines  d'un  degré  qm 
i-ègles  relatives  aux  signes  dans  la  muti 

Toute  racine  de  degré  pair  dune  q 
^^tre  indiAëi-emment  alTcetée  du  sigiif 

Une  racine  de  d^ré  impair  d'une 
ii^ativc  doit  avoir  le  même  signe  qL 

La  racine  d'un  degré  pair  d'une  quai 
être  exprimée  par  aucune  quantité  \ 
elle  est  imaginaire. 

Racines  carrées  des  monômes, 
irrationnel  ies. 

156.  Les  deux  racines  can-éesd'unu 
l'une  de  l'autre  que  par  le  signe ,  noui 
que  de  l'une  d'elles. 

D'après  la  règle  de  la  multiplicaiit 
obtient  le  carré  d'un  monôme  en  fais: 
cicut  et  multipliant  l'exposant  de  chaq 
pour  avoir  la  racine  cariée  d 'un  mon 
la  racine  carrée  du  co<!0icieni  et  d 
•  haque leJtn: pai'  1.  F,l ,  pui.sqnelr  pioi 
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(le  la  racine;  on  exprime  la  valeur  négative  de  la  racine  a 
faisant  précéder  le  radical  du  signe  — ;  et  pour  indiquera 
la  fois  les  deux  valeurs ,  on  place  devant  le  radical  le  double  i 
signe  db.  Au  moyen  de  cette  convention,  on  n'a  à  considé- 
rer, dans  les  explications  relatives  au  calcul  des  radicaux, 
que  les  valeurs  absolues  de  ces  expressions. 

1 59.  On  dit  que  deux  quantités  radicales  sont  semblables 
lorsqu'elles  sont  formées  du  même  radical  multiplié  par  des 

facteurs    rationnels    différents.    Ainsi   5^^ab^  3  ^2iA^ 

i^c-h  d)  ^^ab^  sont  des  quantités  radicales  semblaMes. 

Pour  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radicales  sem- 
blables, il  faut  ajouter  ou  soustraire  les  facteurs  ration- 
nels, et  multiplier  le  résultat  par  le  radical  commun. 
Ainsi 

5  ^2 a6  -4-  3  ^%ab  zsQ^iab, 

5  ^^ab  —  3  ^^ab  =  2  ^7,ab^ 

Zasjc±2.bsfc    =(3tf±2^)^c. 

La  somme  et  la  différence  de  deux  quantités  radicales 

dissemblables,  comme  3^+2  yfij  ij/â  —  2  ^,  ne  sont 
pas  susceptibles  de  réduction . 

160.  Pour  multiplier  ou  pour  dii^iser  Vun  par  Vautre 
deux  radicaux  du  second  degré,  on  fait  la  multiplication 
ou  la  dii^ision  des  quantités  placées  sous  le  signe  radical, 
et  l'on  (iffecte  le  résultat  du  radical  du  même  degré.  Ainsi 

En  effet ,  d'après  les  principes  relatifs  i  la  multiplication 
le  carré  du  produit  y^  X  V^  est  (v^)*  X  (v'î)*  ou  a  X  fr 
donc  yâxyb  est  la  racine  carrée  deaxb.  On  démontn 
de  la  même  manière  la  seconde  égalité. 


CHAPITRE  CINQUIÈME.  i43 

Au  moyen  de  ces  r^Ies,  on  trouve 

3«  V86  X 1 V^  =  4^  V'ï6ïï=  4^ X 4 *  =  i5«i ; 

161 .  Les  puissances  de  degré  pair  d'un  radical  du  second 
degré  sont  des  quantités  rationnelles ,  et  les  puissances  de 
degré  impair  sont  formées  du  radical  proposé  multiplié  par 
des  quantités  rationnelles^  car  on  trouve,  par  des  multipli- 
cations successives, 

etc. 

16%.  D'après  ce  qui  a  été  dit  à  Tégard  de  la  multiplica- 
tion des  radicaux  (n^  160),  on  a 

Donc,  lorsquune  quantité  placée  sous  un  radical  du  5e- 
cond  degré  contient  des  facteurs  qui  sont  des  carrés ,  on 
peut  prendre  les  racines  de  ces  facteurs  et  les  écrire  hors 
du  signe  radical,  en  conservant  sous  ce  signe  les  autres 
facteurs.  C'est  ce  qu'on  appelle  yoire  sortir  des  facteurs  du 
radical. 

Il  résulte  aussi  de  l'égalité  ci-dessus  que,  lorsquun  ra» 
flical  est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels,  on  peut 
supprimer  ces  facteurs,  en  multipliant  la  quantàé  qui  est 
sous  le  nuiical  par  leurs  carrés.  C'est  ce  qu'on  appelle  faire 
entrer  des  facteurs  sous  le  radical. 

Il  arrive  quelquefois  que  des  quantités  radicales  qui  pa- 
raissent dissemblables  deviennent  semblables  quand  on  sim- 
plifie chaque  radical,  en  faisant  sortir  du  radical  tous  les 
facteurs  qui  ont  des  racines  carrées  exactes.    Cette  sim- 
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plification  est  principalement  utile  lorsque  les  quantités 
radicales  doivent  être  ajoutées  ou  soustraites.  On  aura,  par 
exemple, 

3  a  ^8W*  H-  ^âTûF  =  6abc  ^2b  -+-  d  ^2^=  (6abc  -h  d)  ^/âT, 

2  v^î8  H- 3  ^  —  7  V^  =  6  ^  4- 1 5  v^  —  1 4  \/â  =  7  V^  =  ^ . 

Dans  le  second  exemple,  après  les  réductions,  on  fait  en- 
trer sous  le  radical  le  facteur  extérieur  7,  parce  que,  do 
cette  manière,  le  calcul  se  réduit  à  l'extraction  d'une  ra- 
cine carrée  qu'on  peut  obtenir  immédiatement  avec  telle 
approximation  que  Ton  veut. 

Pour  supprimer,  dans  une  quantité  monôme  placée  sous 
un  radical  du  second  degré ,  le  plus  grand  nombre  possible 
de  facteurs  numériques  et  littéraux ,  il  faut  décomposer  le 
coefficient  numérique  de  cette  quantité  en  facteurs  pre- 
miers ;  on  conserve  seulement  sous  le  radical  les  premières 
puissances  des  facteiurs  premiers  et  des  lettres  qui  ont  des 
exposants  impairs,  et  l'on  écrit  hors  du  radical  tous  les 
facteurs  premiers  et  toutes  les  lettres ,  avec  des  exposants 
égaux  aux  quotients  entiers  qu'on  obtient  en  divisant  par  2 
les  exposants  de  ces  quantités  sous  le  radical. 

163.  Il  est  souvent  utile  de  changer  une  fraction  dont  le 

dénominateur  contient  des  radicaux,  en  une  autre  équiva-v 

lente  dont  le  dénominateur  soit  rationnel. 

3 
Soit  d'abord  la  fraction  — ^.   On  multiplie  les  deux 

2  v5 

termes  par  V^  ;  on  a  ainsi       ^  =  — ^-  On  peut  faire  en- 
^  2v^        «o  ^ 

trcr  sous  le  radical  le  facteur  3  et  le  diviseur  10  *,  par  là 
l'expression  proposée  est  réduite  h  ^0,4^- 

2  \/n 
Pour  la   fraction    — r-       — 7^9    ou  multiplie    les  deux 

2  y'5  —  3  V  2 
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termes  par  a  ^5  -+-  3  v^  ;  on  trouve  ainsi 

2v'5~3v/2        (2v/5;-(3v/2J^  ^    ^ 

On  a  pareillement 


yJp->l^     (v^)  -  v^>         z'  -  ^/ 

Soit  encore  la  fraction 


a 


Si  Ton  multiplie  d'abord  les  deux  termes  par  y^/i  +  v^  —  V^, 
on  obtiendra  une  fraction  équivalente  dont  le  dénomina- 
teur sera  (v^-f-V^)*  —  7,  ou  n-\-p  —  q-\-i\Jnp'^  et 
en   multipliant   les    deux    termes   de   cette  fraction  par 

» 4-/7  —  q  —  1  yf^t  on  aura  une  expression  dont  le  dé- 
nominateur sera  entièrement  délivré  de  radicaux. 

On  pourra  toujours  parvenir,  par  des  opérations  sem- 
blables^ à  rendre  le  dénominateur  rationnel,  quel  que  soit 
le  nombre  de  radicaux  qu'il  contienne',  mais,  conmie  il  est 
rare  qu'on  ait  à  faire  de  pareilles  transformations  dans 
d'autres  cas  que  ceux  que  nous  avons  considérés,  nous 
n'entrerons  pas  dans  les  détails  nécessaires  pour  justifier 
cette  proposition. 

164.  La  signification  que  nous  avons  attribuée  aux  radi- 
caux, en  supposant  qu'un  radical  qui  n'est  précédé  d'aucun 
signe,  ou  qui  est  précédé  du  signe  4-,  doit  être  regardé 
comme  une  quantité  positive,  ne  s'applique  rigoureuse- 
ment qu'au  cas  où  la  quantité  placée  sous  le  signe  sj  est 
numérique.  Quand  on  reste  dans  la  généralité  de  l'algèbre, 
5*  édit.  10 
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il  n'(\si  pas  toujours  possible  de  se  eonformer  h  cette  suppo- 
sition. Quelquefois  il  faut  ne  considérer  dans  une  formule 
que  la  valeur  d*un  radical  déterminée  par  des  conditions 
qui  s^appliquent  tantôt  à  la  valeur  positive,  tantôt  à  la  va- 
leur négative,  selon  les  valeurs  particulièiesque  Ton  attri- 
bue aux  données  de  la  question.  Quelquefois,  aussi ,  les  radi- 
caux doivent  être  pris  dans  toute  leur  généralité,  quoiqu^on 
ne  les  fasse  pas  précéder  du  double  signe. 

Quand  on  considère  seulement  les  valeurs  absolues  des 

radicaux,  l'égalité  ^a'i  =  a  \^b  suppose  que  le  facteur  a 
est  positif.  Il  n*en  est  plus  de  même  lorsque  Ton  considère 
les  radicaux  dans  toute  leur  généralité.  Alors,   quel  que 

soit  le  signe  de  a ,  les  produits  des  deux  valeurs  de  ^h  par  n 
donnent  deux  déterminations  égales  et  de  signes  contraires, 

({ui  sont  précisément  les  deux  valeurs  de  >Ja}b.  L'égalité 

\'a  X  ^i  =  ^o,h  est  pareillement  vraie  en  considérant  les 
radicaux  dans  toute  leur  généralité^  car,  si  l'on  rej  résente 

par  a'  ei  b'  les  valeurs  absolues  des  radicaux  v^  et  v^ï,  le 
pixîmier  radical  sera  équivalent  à  l'expression  ±  a\  le  se- 
cond sera  équivalent  à  ±b'\  et  les  quatre  produits  qu'on 
pourra  former,  en  combinant  de  toutes  les  manières  les  dé- 
terminations des  deux  radicaux,  seront  tous  renfermés  dans 
l'expression  ±  a' /)\  qui  donne  précisément  les  deux  va- 
leurs du  radical  ^ah,  La  même  observation  s*applique  à 

Des  carrés  et  rie  In  racine  carrée  des  polynômes. 

165.  On  a  trouvé,  en  multipliant  le  binôme  a  -h  h  par 
lui-même  (n"  î>6) , 

ft  -I-  ùy  =z  n^  -h  '?.ab  -r  ^■. 

Pour  obtenir  le  carré  du  trinôme  a -\- b -h  c .   on  peul 
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considérer  d'abord  (a  -f-  A)  comme  un  seul  termes  on  trouv(» 

(a  -h  h  -h  cy  =  (/ï  -h  by  -f-  2  (r/  -h  ^)  c  -+-  r  • 
=r  rt^  -f  2  ab  -h  b^  -h  2  a*  -^  7,  bc  -}-  c'. 

On  obtient  pareillement,  en  considérant  a  -f-  i  -f-  c  comme 
un  seul  terme, 

(a  -h  b  -{-  c  -h  fiy  :=  (a  -h  b  -h  cY  -j-  2{a  -^  b  -h  c)  d  -h  d^ 
=  n^  -h-mb  -hb^-h  2 /ic -4- 9  ^c -H  r' -h  2 ^r/ -h  2bd^tlcd-\-d^. 

Sans  aller  plus  loin ,  on  peut  conclure,  par  analogie ,  que  le 
carré  d^un  polynôme  est  formé  du  carré  du  premier  terme  y 
plus  deuxjoù  le  produit  du  premier  terme  par  le  second, 
plus  le  carré  du  second^  pi  ils  deux  fois  le  produit  de  cha- 
cun des  deux  premiers  termes  par  le  troisième,  plus  le 
carrq  du  troisième,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  dire  aussi  que  le  carré  d'un  polynôme  se  com- 
pose de  la  somme  des  carrés  de  tous  les  termes,  et  du  double 
(le  la  somme  des  pix)duits  deux  à  deux  de  ces  termes. 

166.  Supposons  maintenant  ([ue  Ton  ait  à  extraire  la  ra- 
cine carrée  d'un  polynôme. 

Le  polynôme  proposé  devant  être  le  produit  de  deux  fac- 
teurs égaux  à  la  racine  cherchée,  il  résulte  des  remarques 
que  Ton  a  faites  sur  la  composition  d'un  produit  (n"63), 
que,  si  ce  polynôme  et  sa  racine  étaient  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  d'une  même  lettre,  le 
premier  terpie  du  polynôme  serait  le  carré  du  premier  tenue 
(le  la  racine.  Par  conséquent,  si  Ton  ordonne  le  polynôme 
proposé ,  et  si  l'on  extrait  la  racine  carrée  du  premier  terme, 
on  obtiendra  le  premier  terme  de  la  racine.  Représentons  ce 
terme  par  a ,  désignons  par  r  Tensemble  des  autres  termes 
de  la  racine,  et  par  P  le  polynôme  proposé;  on  aura 

V  =  (a  -{-  ry  =  a'  -\-  2  ar  -^  r'. 

En  retranchant  du  polynôme  P  le  carré  du  premier  terme 

10. 
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a  de  la  racine,  ot  désignant  le  reste  par  R,  il  viendra 

R  =  P  —  rt'  =  r  X  (2  fl  -h  r). 

Puisque  les  exposants  de  la  lettre  principale  dans  les  termes 
de  /•  sont  tous  moindres  que  l'exposant  de  cette  lettre  dans  a, 
et  puisque  le  reste  R  est  le  produit  des  deux  polynômes  r  et 
'xa-^'V^  le  terme  de  R  qui  contient  la  plus  haute  puissance 
de  la  lettre  principale  doit  être  égal  au  produit  de  2  a  par 
le  terme  de  r  aifecté  de  la  plus  haute  puissance  de  la  mémo 
lettre,  lequel  est  le  2*  terme  de  la  racine.  Donc,  en  divi- 
sant le  i**"  terme  de  R  par  2a,  on  aura  le  2*  terme  de  la 
racine.  Représentons  par  b  ce  1^  terme,  et  désignons  par  7*' 
la  somme  de  tous  les  autres  termes  de  la  racine  ;  on  aura 

Si  l'on  retranche  de  P  la  quantité  a*  H-  2rti  -+-  J",  ce  qui 
se  réduit  à  retrancher  de  R  la  somme  2  ai  -h  i*,  formée  du 
double  produit  du  i'^'^  terme  de  la  racine  par  le  2'  et  du 
carré  du  2^  terme,  on  aura,  en  nommant  R'  le  reste, 

R'=:P  — (fl'-h2û^-h^»)=R  — (2«^-^6»)=/x(2fl^-2^-f-^'); 

et  en  raisonnant  comme  précédemment ,  on  verra  que,  pour 
trouver  le  3*^  terme  de  la  racine,  il  faudra  diviser  le  i""  terme 
du  reste  R' par  2/7. 

D'après  ces  explications,  et  en  observant  qu'elles  ne 
changeraient  pas  si  Ton  supposait  le  polynôme  P  et  sa  ra- 
cine ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la 
lettre  principale,  on  est  conduit  a  la  règle  suivante: 

Pour  extraire  la  racine  carrée  d'un  polynôme  P,  ordon- 
nez-le par  rapport  aux  puissances  décroissantes  ou  croi^^ 
santés  d*ufie  lettre  ;  prenez  la  racine  carrée,  du  1*'  termes 
'VOUS  aurez  ainsi  le  i*""  terme  de  la  racine.  Retranchez  le 
carré  de  ce  terme  du  polynôme  P,  vous  obtiendrez  un  t*estd 
K.^Dii^isez  le  i*"^  terme  de  R  parle  double  du  i'*^  terme  de 
la  racine,  vous  aurez  le  2*  terme.  Retranchez  du  reste  R  le 
double  pmduit  du  1  "^  terme  de  la  racine  par  le  2*  et  le  canr 
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dti  2',  "VOUS  aurez  un  second  reste  R'.  Divisez  fc  1*'  ternie 
de  ce  second  reste  par  le  double  du  i**  tenne  de  la  racine  y 
vous  aurez  le  3"  terme.  Retranchez  de  R'  le  double  de  la 
somme  des  deux  premiers  tenues  multiplies  par  le  3*  et  le 
carré  du  3*  terme,  vous  aurez  un  troisième  reste  R".  Di^^i- 
sez  le  i*"'  terme  de  ce  troisième  reste  par  le  double  du 
i"  terme  île  la  racine,  vous  aurez  le  4*  terme.  Ainsi  de 
suite.  (11  doit  être  entendu  que  les  restes  R,  R',  R",  etc., 
sont  ordonnés  de  la  même  manière  ([ue  le  polynôme  P.) 

Le  1*''  terme  du  premier  reste  R  est  toujours  le  2*^  terme 
du  polynôme  P  *,  de  sorte  que  les  deux  premiers  termes  de 
ce  polynôme  font  connaître  immédiatement  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  racine. 

Lorsque  le  polynôme  P  est  un  carré ,  les  opérations  pres- 
crites par  la  règle  ci-dessus  conduisent  à  un  reste  nul;  car 
ou  obtient  successivement  tous  les  termes  de  la  racine,  et 
après  la  soustraction  qu'on  exécute  quand  on  a  obtenu  le 
dernier  terme ,  on  a  retranché  du  polynôme  proposé  toutes 
les  parties  qui  le  comj)osent. 

Réciproquement,  lorsqu'on  parvient  à  un  reste  nul,  le 
polynôme  proposé  est  un  carré ,  et  celui  qu'on  a  obtenu  en 
jest  la  racine. 

167.  Les  ojférations  étant  les  mêmes  pour  l'extraction 
de  la  racine  carrée  d*un  polynôme  que  pour  Textraction  de 
la  racine  carrée  d^un  nombre  entier,  on  dispose  le  calcid 
de  la  même  manière  *,  c'est  ce  qu^on  voit  dans  Texemple 
ci-dessous  : 


-l-ntfjr* — 9«"x* 


—  Cya^x*  -+-l8a'x«-9fl*x' 


ax'— 3flx* 


H"  -  —  2/i'x»-f-6a*x'~Grt'x-Ki« 

-f-  atf'x«--6«*x*-4-fîfl'x-a* 


Ux'— 6flx'— 3a'x 
1  x'— 6flX*-f-6«'x  — a« 
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Le  polynôme  proposé  étant  ordonné ,  on  prend  la  racine 
carrée  du  i*'  terme  x'  *,  on  a  ainsi  le  i^**  terme  x*  de  la  ra- 
cine. On  retranche  du  polynôme  P  le  carré  de  x'  ;  le  reste 
R  est  le  polynôme  P  dans  lequel  on  a  effacé  le  terme  x*. 
On  divise  le  a*  terme,  — 6ax',  de  P,  par  le  double  du 
1*'  terme  de  la  racine,  c'est-à-dire  par  ax':  le  quotient 
est  —  3ax'.  On  écrit  ce  quotient  à  la  racine  et  à  côté  de 
a  x'  ;  on  multiplie  a  x*  —  3  ax*  par  —  3  ox*,  et  on  retranche 
le  produit  du  reste  R;  ce  qui  donne  le  reste  R'.  On  divise 
le  i*'  terme  6/i'x*  de  R'  par  ax*  :  le  quotient  est  -h  3  a'x. 
On  place  ce  quotient  à  la  racine  et  à  côté  du  double  des 
deux  premiers  termes^  on  multiplie  ax'  —  6ax*  -h  3a*x 
par  -f-  3a*x,  et  Ton  retranche  le  produit  du  reste  R\  ce 
qui  donne  le  3*  reste  R'^  On  divise  le  i*'*^  terme  —  au'x' 
de  R*'  par  ax'  :  le  quotient  est  —  a".  On  écrit  —  a'  a  la 
racine  et  à  côté  du  double  des  trois  premiers  termes;  on 
multiplie  ax'  —  6aj'-h6a*x  —  a'  par  — a*,  et  Ton 
retranche  le  produit  de  R",  ce  qui  donne  le  4*  reste  R"", 
qui  est  zéro.  Il  suit  de  là  que  la  racine  du  polynôme  P  est 
x'  —  3ax'H-  3a'x  —  a*. 

168.  Quand  on  a  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  la  lettre  principale ,  on  reconnaît  que  Topé- 
ration  ne  se  terminera  pas,  lorsqu*on  est  conduit  à  mettre 
à  la  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre 
est  moindre  que  la  moitié  de  l'exposant  de  la  même 
lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme  proposé  \  car ,  si 
l'opération  se  terminait ,  le  dernier  terme  de  ce  polynôme 
serait  le  carré  du  dernier  terme  de  la  racine.  Par  consé- 
quent, l'exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dernier 
terme  du  polynôme  serait  le  double  de  Texposant  du  der- 
nier terme  de  la  racine ,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 

On  voit  par  un  raisonnement  semblable  que,  lorsqu'on 
a  ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  la  lettre 
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principale,  ou  rcconuait  que  ropératîoii  ne  se  teriuiiUTa 
pas,  quand  on  est  conduit  à  lueitie  à  la  racine  un  terme 
dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre  surpasse  la  moitié  de 
lexposant  de  la  même  lettre  dans  le  d(*rnicr  terme  du  poly- 
nôme. 

169.  Lorsqu'un  polynôme  ne  contient  aucun  dénomi- 
nateur littéral  ou  numérique,  on  est  (Certain  que  ce  polv- 
nômo  n'est  pas  un  carré ,  quand  on  obtient  un  reste  dont  le 
premier  terme  n'est  pas  divisible  par  le  double  du  premier 
terme  de  la  racine.  On  reconnaît  aussi  qu*un  {K>lynôme  or- 
donné par  rapport  à  une  lettre  n'est  pas  un  carré,  lorsque 
I»' premier  terme  et  le  dernier  ne  sont  pas  des  carrés.  Mais 
il  y  a.  sur  ces  cas  d  impossibilité,  plusi(.*urs  observations 
à  faire. 

Examinons  d'abord  le  cas  où,  en  cherchant  la  racine 
dun  polynôme  qui  ne  contient  pas  de  dénominateurs  vA 
dont  le  premier  terme  est  un  carré ,  on  parvient  n  un  reste' 
dont  le  premier  terme  n^est  pas  divisible  par  le  double 
du  premier  terme  de  la  racine.  Il  est  clair  que,  si  le  poly- 
nôme avait  une  racine  exacte,  cette  racine  contiendrait 
des  dénominateurs.  Or  on  conçoit  que  le  carré  d'une  quan- 
tité fractionnaire  ne  peut  pas  être  une  quantité  entière^  et 
Ion  peut  démontrer  (rettt^  proposition  de*  la  même  manière* 
que  j)0ur  les  nombres,  au  moyen  des  principes  sur  les  fac- 
teurs premiers  des  quantités  algébriques ,  que  nous  ferons 
connaître  dans  la  suite.  L'opération  est  donc  impossible. 
Quand  les  dénominateurs  qu'il  faudrait  mettre  à  la  ra- 
nne  contiennent  la  lettre  principale,  on  est  assuré  que 
'opération  ne  se  terminera  pas ,  parce  que  la  racine  rc»n- 
frrnierait  alors  des  termes  dans  lesquels  les  exposants  de 
la  lettre  principale  seraient  moindres  que  la  moitié  du  plus 
faible  exposant  de  cette  letln»  dans  le  polynôme  proposé. 

170.   Supposons  maintenant  (|ue   le  premier   terme  du 
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polynôme  ne  soit  pas  un  carré.  Il  est  clair  que  le  jfoLy-^ 
nôme  n'est  pas  le  carré  d'une  quantité  rationnelle  ]  mais  , 
si  Ton  eflfectue  Topération ,  en  exprimant  la  racine  carrée 
du  premier  terme  avec  le  signe  radical ,  il  pourra  arriver 
que  l'on  parvienne  à  un  reste  nul.  Dans  ce  cas,  on  aura 
une  racine  exacte. 

Représentons  la  racine  du  premier  terme  par  a  ^m ,  a 

étant  un  facteur  rationnel ,  et  ^m  un  radical  irréduc- 
tible (n^  162);  le  second  terme  de  la  racine,  qui  s^obtient 

en  divisant  le  second  terme  du  polynôme  par  2  a  ^Jm  ,  sera 
de  la  forme  -r^  ou La  somme  des  deux  premiers 

termes  de  la  racine  revenant  à  (  a  H J  y^/n ,  le  carré  de 

cette  somme  sera  rationnel  :  par  conséquent  le  reste  qu'on 
obtiendra,  après  avoir  soustrait  ce  carré  du  polynôme,  sera 
également  rationnel  -,  et  en  divisant  le  premier  terme  de  ce 

reste  par  ia  >[m^  on  obtiendra  pour  le  troisième  terme  de  la 
racine  une  quantité  de  la  forme  —=■  ou  —v/zi.  On  ver- 

rait  de  même  que  le  quatrième  terme  de  la  racine  sera 
d'une  forme  semblable,  et  ainsi  de  suite.  Donc,  quand  on 
sera  parvenu  à  un  reste  nul,  on  aura  pour  la  racine  une 

quantité  de  la  forme  la -h h      -h  etc.  j  y  m,  c'est-à-dire 

le  produit  d'un  polynôme  rationnel  par  un  facteur  irra- 
tionnel provenant  seulement  de  la  racine  carrée  du  premier 
terme  du  polynôme. 

On  peut  trouver  cette  racine  par  des  calculs  plus  simples  ^ 
car,  si  Ton  multiplie  tout  le  polynôme  proposé,  dont  le 
premier  terme  est  a*  m ,  par  rn ,  on  aura  un  produit  dont  le 
premier  terme  sera  un  carré;  la  racine  de  ce  produit  sera 

am  -h  A  -h  c  -+-  etc. ,  et  en  la  divisant  par  \tn  on  obtiendra 
la  racine  cherchée. 
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Considérons,  par  exemple,  le  trinôme  ax^  -h  bx-^-  c. 
La  racine  carrée  du  premier  terme  est  x^.  En  divisant  bx 
par  2 X va,  on  obtient  pour  le  second  terme  de  la  ra- 
cine — r:^',   et  en  retranchant  de   bx  -\-  c  le  produit  de 

2s{â  H p  par  — =,  on  a  le  reste  c  —  j— .  Le  trinôme 

ûx*  4-  ix  -f-  c  n'est  donc  pas  un  carré  ]  mais  si  Fou  attri- 
buait aux  coefficients  a,  i,  c,  des  valeui^s  telles,  qu'il  en 

résultat  c —  y-  =  o ,  ou  i*  =  ^ac^  ce  trinôme  aurait  une 

.    ^^  .  .        .       r        à 

racine  rationnelle  par  rapport  à  jc,  qui  serait  xy^-l-  — !=.• 

Si  Ton  multiplie  le  trînôme  proposé  par  a,  le  produit 
esia*x*  +  Jax -h  cfl.   En  extrayant  la   racine  carrée  de 

celle  quantité ,  on  obtient  le  binôme  ax-\ — >  et  l'on  a  un 

reste  indépendant  de  x,  qui  est  ac  —  7-  Quand  ce  reste 

est  nul,  c'est-à-dire  quand  on  a  &•  =  4«c,  la  racine  est 
exacte,  et  en  la  divisant  par  va,  on  trouve  pour  la  racine 
Je  ox*  H-  ix  -h  c  la  même  valeur  que  précédemment. 


CHAPITRE  SIXIÈME. 


ÉQUATIONS    ET    PROBLÈMES    DV    SECOND    DEGRÉ. 


Résolution  des  équations  du  second  degré  à  une 

inconnue. 

171 .  Une  équalion  du  second  degré  à  une  inconnue  peut 
avoir  trois  sortes  de  termes  :  des  termes  qui  contiennent  le 
carré  de  Tinconnue,  d'autres  dans  lesquels  l'inconnue  n'est 
qu'à  la  première  puissance,  et  des  termes  connus.  Par  con- 
séquent, si  Ton  met  dans  le  premier  membre  les  termes  en 
X*  et  en  j: ,  et  dans  le  second  membre  les  termes  connus , 
après  les  réductions,  on  aura  ramené  l'équation  à  cette 
forme , 

(  I  )  ax^  -h  bx=iVy 

/i,  &,  c  étant  des  quantités  connues  numériques  ou  litté- 
rales. 

172.  Lorsqu'il  ne  se  trouve  pas  de  terme  contenant  la 
première  puissance  de  rinconnue,  on  a  A  =  o,  et  Técjua- 
tion  est 

(2)  ax^  =  c. 

Rn  divisant  les  deux  membres  par  ri,  on  conclut 

.3)  .r'=î. 

Puisque  le  carré  de  Tinconnue  x  doit  être  égal  à  la  quan- 
tité  connue-,  les  valeurs  de  x,  par  lesquelles  réquatioii 

est  vérifiée,  sont  1<'S  racines  carrées  de  -  •   Ainsi  on  a 

(4)  '-iS/r 
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On  voit  que  Téquation  (2)  admet  deux  solutions;  et  elle 
nen  admet  que  deux,  puisqu'une  quantité  a  seulement 
deux  racines  carrées  (n°  155). 

Lorsque  le  quotient  de  la  division  de  c  par  a  est  po- 
sitif, la  formule  (4)  donne  pour  x  deux  valeurs  réelles. 

Quand  -  est  une  quantité  négative,  les  valeurs  de  x  sont 

imaginaires  (n''  155)  ;  Féquation  est  alors  Impossible. 

173.  On  pourrait  croire  que,  pour  passer  dcTéquatiou  (3) 
h  la  formule  (4)»  on  extrait  la  racine  carrée  de  chaque 
membre;  et  que,  puisque  la  racine  carrée  de  x*  est  — x 
aussi  bien  que  +^9  on  doit  écrire,  en  désignant ,  pour  abré- 
ger, le 'second  membre  de  Téquation  par  b^  dz  x  =  dz  ^b. 
Mais  Tinconnue  ayant  été  représentée  simplement  par  la 
lettre  x  sans  aucun  signe  ou  avec  le  signe  -h ,  c'est  la  va- 
leur de  X  que  Ion  doit  chercher,  et  non  pas  celle  de  — x. 
D'ailleurs ,  en  combinant  de  toutes  les  manières  les  signes 

des  deux  membres  dans  l'équation  zi=  x  =  it:  V^,  on  trouve» 

-h  X  =  -H  v^,  -h  X  =  —  )/b,  —  X  =  H-  v^î»  —  x  =  —  ^bi, 
or  les  deux  dernièi*es  équations  se  déduisent  des  deux  pre- 
mières, en  changeant  les  signes  des  deux  membres  :  l'équation 

zt:  X  =  ±  v^A  n'exprime  donc  rien  de  plus  que  x  ==  dr  ^b. 

174.  Lorsque  la  quantité  connue  c  est  nulle,  l'équa- 
tion (i)  devient 

ajc^  H-  àa'  =  o ,     ou     jc  (û.r  -f-  ^)  =  o. 
On  vérifie  cette  équation  en  posant  x  =  o ,  et  en  posant 

rix  H-  A  =  o ,  d'où  X  = 

a 

175.  Considérons  à  présent  l'équation  complète 

ax'  -h  bx  nr  r. 

Kn  divisant  les  deux  membres  par  le  coefficient  de  .r%  et 
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posant,  pour  abréger,  -=/;,-  =:y^'  ,  on  obtient  réquatioi' 
plus  simple 

(5)  X^  H-  px  =r  q. 

Les  deux  termes  x*  et  px  peuvent  êti-e  considérés  comme 
les  deux  premiers  termes  d'un  carré.  Le  premier  terme  de 
la  racine  sera  x,  et  le  second  terme  sera  le  quotient  depx 
par  2X  ou  ~p.  Pour  compléter  le  carré,  il  faut  ajouter 
à  x'  H-  px  le  carré  de  ~p^  ou  jp*'^  et  en  ajoutant  aussi  celle 
quantité  au  second  membre,  afin  que  Téquation  ne  soit  pas 
altérée,  on  obtient 

x'-hpx-^\p'  =  q  -hip\     ou     (.r  4-  {py  =  q-{-  \p\ 

Diaprés  ce  qui  a  été  dît  dans  le  n^  172,  on  aura  tpulesles 
solutions  de  l'équation  (j:  -h  \pY  =  7  "+-  7  /'*  ^^  posant 


d*où,  en  transposant  le  terme  {p^ 


(^)  X=^^\p±sjq  +  \p\ 

Ainsi,  dans  toute  équation  du  second  degré,  V inconnue 
admet  deux  valeurs,  et  elle  nen  admet  que  deux^  et  lorS" 
que  l'équation  est  ramenée  à  la  forme  x'  +  px  =  q ,  0/* 
obtient  les  deux  valeurs  de  l'inconnue ,  en  prenant  la 
moitié  du  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  en 
signe  contraire  y  plus  et  moins  la  racine  carrée  de  la  somme 
que  Von  forme  en  ajoutant  au  carré  de  la  moitié  de  ce 
coefficient  le  terme  indépendant  de  x. 

Cette  règle  et  la  formule  (6),  qui  en  est  Texpression  al- 
gébrique, s'appliquent  aux  cas  particuliers  que  nous  avons 
précédemment  considérés.  Quand  on  ap  =  o,  la  formule  |6] 

devient    x  =  ±slq\    quand  on   a   q=:o^     elle    devient 

X  =  —  -j  /7  ±:  V  J  /r ,  ce  qui  donne  j-  =  o  et  x  =  —  p. 

Les  valeurs  d'une  inconnue  déterminées  par  unq  équalior 
du  second  degré    sont  appelées  les  racines  de  Téquaiion. 
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176.  Comme  il  importe  de  se  familiariser,  avec  la  règle 
ci-dessus,  nous  allons  Tappliquer  à  quelques  exemples. 

4                        i5 
i"  Exemple.  — - —  -4-  i  =  • 


.r  —  I  .r  -4-  2 

L'inconnue  entrant  dans  les  dénominateurs,  il  faut  d*a- 
)ord  les  faire  disparaître  ;  à  cet  effet ,  on  multiplie  tous  les 
ermes  par  le  produit  {x  — ^  i)  (jc  -H  a).  L'équation  devient 

In  transposant  les  termes  et  réduisant ,  on  trouve 
)n  en  conclut  alors 


X  =  5  ±  v^25  —  21  ; 

H,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  x  =  7  et  .r  =  3. 

2«  Exemple.  3  j:'  -f-  2  .r  =  56. 

On  divise  les  deux  membres  par  le  coefficient  3  de  x'^ 
1  fient 

looc 

l,  en  effectuant  les  calculs  ,  x  =  /i  et  x  =  —  -—. 

3*  Exemple.  5  r  —  x'  =  4- 

11  faut  changer  les  signes  des  deux  membres ,  afin  que  le 
parré  de  l'inconnue  soit  affecté  du  signe  -f-.   L'équation 

devient  ainsi 

.r-  —  5x  =  — 4> 

on  en  déduit  

.r=|±V'V-4, 

«'esl-à-dire 

jr  =  4     et     JT  =  I . 
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4*  EXEMPIF.  7  x'  —  I  I  .r  =  2t3. 

En  agissant  comme  dans  le  2*  exemple,  on  trouve 


V(>4)' 


Pour  eflfectuer  les  calculs,  il  faut  d*abord  réduire  au 
même  dénominateur  les  deux  fractions  qui  sont  sous  le  ra- 
dical. Or,  i4  étant  le  produit  de  7  par  2,  i4*  =  7*  X  2*; 
donc,  si  Ton  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  fraction 
par  4X7,  elle  aura  le  même  dénominateur  que  la  pre- 
mière. On  trouve  ainsi 


1 1    ,       7765  1 1  db  v^765 

i4     V  (i4)'  i4 

La  racine  carrée  de  765  ne  peut  pas  s^obteoir  exacte- 
ment; en  la  calculant  à  moins  d^un  centième,  on  trouve 
9.7, 65  ;  il  en  résulte  que  les  valeurs  de  x  sont,  à  moins  d*un 
centième,  2,76  et —  i,i8.  Si, Ton  prend,  pour  la  racine 
carrée  de  765 ,  le  nombre  27, 66,  qui  est  aussi  la  valeur  ap- 
prochée de  celte  racine,  à  moins  d'un  centième,  on  aura 
pour  la  racine  négative  de  Téquation  —  I|Ï9i  et  cette  va- 
leur sera  approchée  à  moins  de  ,-—79  parce  que  la  division 
de  27,66  —  1 1  par  i4  se  fait  sans  reste. 

5*  Exemple.  r'  —  3.r  =  —  4- 

On  trouve 


.r  =  |±>/|-4,      on     .rr=l±s/--;. 

Les  racines  sont  donc  imaginaires. 

Dans  ces  divers  exemples  nous  avons  appliqué  immédia- 
tement la  règle  du  numéro  précédent;  on  pourrait  répéter 
pour  chacun  d'eux  les  raisonnements  que  nous  avons  em- 
ployés à  regard  de  Téquation  générale. 

177.  Nous  allons  à  présent  résoudre  quelques  problèmes 
qui  conduisent  h  des  équations  du  second  degré. 
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i"  Problème.  —  Un  niarchantl  vend  un  objet  1 1  fr.^ 
d  à  ce  prix,  il  gagne  autant  pour  cent  que  V objet  lui  a 
coûté.  Quel  était  le  prix  d^ achat? 

Soit  X  le  prix  que  le  marehaiid  a  payé  :  le  gain  qu'il  fail 

sera  le  quatrième  terme  de  la  proportion  loo  :  .r  \\  x\  - — 
On  (Irvra  donc  avoir 

X  H =11. 

lOO 

Les  racines  de  cette  équation  sont  x=  lo  et  J?  = — iio. 
D'après  la  valeur  positive  .r  =  lo,  le  prix  d'achat  est  lo  fr. 
EnHlct,  si  le  marchand  gagne  lo  pour  loo  sur  ce  prix,  il 

gagnera fr.,  ou  i  fr.;  le  prix  de  vente  devra  donc- 

iHrc  II  fr. 

La  valeur  négative  x  =  —  iio  est  étrangère  à  la  ques- 
tion. Si  Ton  change  xcn  — .r  dans  l'équation,  elle  devient 

07=  Il  ,  et  il  nV  a  aucun  changement,  dans  Tac- 

cepliou  des  quantités  connues  ou  inconnues,  qui  puisse 
conduire  à  un  énoncé  conforme  à  celte  nouvelle  équation. 

î*"  Problème. — Deux  marchands  vendent  du  drap  à 
des  prix  différents;  le  premier  vend  3  mètres  de  plus  que 
le  second,  et  les  produits  quils  en  tirent  forment  en- 
semble  Z5oJr.  Le  premier  marchand  dit  au  second:  J*au^ 
rais  retiré  i  aS  Ji\  du  nombre  de  mètres  que  vous  avez 
vendus.  Le  second  répond  :  Et  moi ,  j'aurais  retiré  2.40  Jr, 
de  ce  que  vous  auez  vendu.  Combien  de  mètres  chaque 
marchand  a^t-il  vendu  ? 

Désignons  par  x  le  nombre  de  ntètres  que  le  second  mar- 
«'liand  a  vendus,  le  premier  en  aura  vendu  x  -f-  3.  Celui-ci 
aurait  reçu  1 25  fr.  pour  x  mètres  :  donc  il  recevait  pour  un 

mètre :  et  comme  il  a  vendu  .r-|-3  mètres,  il  a  retiré 


V 
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de  celle  venle  ^ •  Le  second  marchand  aurait  reçu 

X 

1^0  fr.  pour  j::  +  3'  mèlres  \  donc ,  pour  un  mètre ,  il  rece- 
vait — ^— ;:  ;  et  comme  il  a  vendu  x  mètres ,  il  a  retiré  de  sa 

.r-f*  3 

2uO  X 

vente  --^ — :r-  On  a  donc 

J7  -h  3 

'xLox       i25fx-4-3)       „^ 

.    ^  H ^ '  =  35o. 

X  -f-  0  X 

Cette  équation  devient,  par  les  réductions, 

x'  —  20  j:  -h  75  =  o  ; 

les  racines  sont  x  =  i5  et  jc  =  5. 

Le  problème  admet  donc  deux  solutions  :  suivant  Tune, 
le  second  marchand  a  vendu  i5  mètres,  et  le  premier  en  a 
vendu  1 8  \  suivant  Tautrc  solution ,  le  second  marchand  a 
vendu  5  mètres^  et  le  premier  en  a  vendu  8. 

3*  Problème.  —  On  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap 
pour  540  fr,;  si  Von  aidait  reçu  pour  la  même  somme 
3  mètres  de  plus  y  le  mètre  aurait  coûté  iSfn  de  moins. 
Combien  a-t^on  acheté  de  mètres? 

Désignons  par  x  le  nombre  cherché ,  le  mètre  aura  coûté 

— Si  l'acheteur  avait  eu  x-j-  3  mètres  pour  54©  fr., 

le  mètre  lui  serait  revenu  à  --^—^  ;  et  puisqu'il  eut  alors 

coûté  i5  fr.  de  moins  que  dans  le  premier  cas,  il  faut  que 

l'on  ait 

540        540         ^ 
—-^,.=z^ i5. 

X  -f-  O  X 

En  faisant  les  réductions,  on  trouve 

r^  -h  3x  =  108; 
d*où  ^  ==^  9    ®^    X  =z  —  12. 

La  valeur  positive  x  =  g  satisfait  à  la  question ,  et  il  est 


r 
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aise  de  le  vérifier.  Quant  à  la  valeur  n^ative  x  =  —  12, 
elle /ait  connaître  que  le  nombre  12  serait  une  solution ,  si 
Ton  modifiait  la  question  de  manière  qu^elle  se  traduisit 
par  Féquation 

540           540         ^  540        540         ^ 

— ^2—-^=-^ i5,     ou  '^^  =  -î--f- i5. 

II  faudrait  alors  énoncer  le  problème  comme  il  suit  : 

On  a  acheté  plusieurs  mètres  de  drap  pour  54o  fr,;  si 

pour  le  mérfie  piix  on  avait  eu  3  mètres  de  moins,  le  mètre 

aurait  coûté  i5fr.  de  plus.  Combien  a-t-on  eu  de  mètres? 

Dans  ce  cas ,  les  deux  valeurs  de  x  seraient  -t-  1 2  et  —  9. 

Examen  des  diverses  particularités  des  équations 

du  second  degré, 

178.  Lorsqu'une  équation  du  second  degré  est  ramenée 
à  la  forme  x'  4-  px  =  q^  les  signes  de  p  ex.  q  peuvent  pré- 
senter quatre  cas  :  i^  p  el  q  positifs  5  1^  p  négatif  et  q 
positif-,  3**  p  positif  et  q  négatif;  4"  P  ^^  q  négatifs. 

Pour  mieux  distinguer  ces  difierents  cas,  on  peut  consi- 
dérer les  quatre  équations  suivantes  : 

(l)  x^-^px^zq,  (2)         X'  —  px=^q, 

(3)  x^-^pxz=z^q,  (4)        x'  —  pxrzz-^q; 

Recette  manière  p  et  q  seront  toujours  des  quantités  posi- 
tives. Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  chacune  de  ces 
é({uafions  comprend  toutes  les  équations  du  second  degré , 
lorsqu'on  n'établit  aucune  restriction  à  Tégard  des  signes 
des  quantités  p  et  q. 
Les  racines  de  Téquation  (i)  sont  données  par  la  formule 

Pour  l'équation  (2)  il  faut  changer  p  en  — p,  ce  qui  donne 

i6)  x^^p±^YF^' 

5«  édit.  '  » 
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On  obtient  les  racines  de  Téquation  (3)  en  changeant  dans 
la  formule  (5)  7  en  —  7  ;  de  sorte  qnc  Ton  a 

Pour  Téquation  (4),  on  a,  en  remplaçant  p  par  — /?  dans 
la  formule  (7) , 

(8)  x  =  4/,d=\/i/>'-*/. 

Considérons  d'abord  les  formules  (5)  et  (6).  La  quantité 
sous  le  radical,  7/''-+-<7,  est  positive,  puisqu'elle  est  la 
somme  de  deux  quantités  positives;  en  outre,  la  racine 
carrée  de  cette  somme  est  plus  grande  que  \p.  Donc  l(*s 
deux  valeurs  de  x  sont  réelles  :  Tune  d'elles  est  positive  et 
l'autre  est  négative. 

Dans  la  formule  (7) ,  la  quantité  sous  le  radical ,  j/;*  — ^, 
peut  être  positive,  nulle  ou  négative. 

Lorsque  l'on  a  7  <C  7/^*5  les  deux  valeurs  de  x  sont 
réelles*,  et  comme  la  racine  carrée  de  \p^  —  q  est  moindre 
que  ^p,  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  l'équation  (3) ,  qu'elle  ne 
saurait  être  vérifiée  par  aucune  valeur  positive  de  Tincoii- 
nue;  car,  pour  une  telle  valeur,  le  premier  membi*e  est 
positif,  il  ne  pciut  donc  pas  être  égal  au  second  membre, 
qui  est  négatif. 

Lorsque  l'on  n  q  =  \  p^  on  n'obtient  qu'une  seule  valeur 
de  a:,  qui  est  —  [p.  On  dit  alors  que  les  deux  racines  sont 
égales.  En  remplaçant  q  par-J^'  dans  l'équation  (3),  on  a 

.r--^  pjT -^  ^p^  =z  o^      ou     (x  -i-jpy  =  o. 

Il  est  clair  que,  pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il 
faut  que  l'on  ait 

r  4-  ^p  -z  O,       d'où      X  =  —    ':/>. 

Lorsque  Ton  a  ^7  >  J  /r,  le  radical  S'-j)"^  —  q  est  imagi- 
naire; par  conséquent  il  n'existe  aucune  valeur  réelle  Ag 
l'inconnue  qui  puisse  vérifier  l'équation. 
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On  peut  rendre  celte  conclusion  manifeste  dans  Téqua- 
lion,  en  y  introduisant  la  condition  q'^^p^,  A  cet  ellet, 
posons  q=z  \p^  -i-  r^  r  désignant  une  quantité  positive.  En 
substituant  cette  valeur  de  q  dans  Téquation,  et  faisant 
passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  il  vient 

r'-hy^x -h  Jyy'-h '•  =  0,     ou     {x  -\-  ^/jf-^  rr=  o. 

Pour  toute  valeur  réelle  de  a:,  la  quantité  [x  +  \pY  est  po- 
sitive, et  puisque  r  est  aussi  une  quantité  positive,  le  pre- 
mier membre  ne  peut  pas  être  nul.  L'équation  ne  peut  donc 
être  vérifiée  par  aucune  quantité  réelle. 

Toutes  les  observations  qui  viennent  d'être  faites,  à  l'é- 
gard de  l'équation  (3)  et  de  la  formule  (7) ,  s'appliquent  à 
l'équation  (4)  et  à  la  formule  (8) ,  avec  cette  seule  diflcrence 
que,  dans  le  cas  de  l'éqvtation  (8) ,  lorsque  les  racines  sont 
réelles,  elles  sont  toutes  deux  positives.  On  reconnaît,  à 
l'inspection  de  l'équation ,  qu'elle  n'a  pas  de  racine  néga- 
tive; car,  pour  une  valeur  négative  dex,  le  premier  membre 
est  positif. 

179.  Lorsque  Ton  réunit  les  termes  connus  et  les  termes 
inconnus  d'une  équation  du  second  degré  dans  un  m(>nuî 
membre,  T équation  se  présente  sous  cette  forme 

(9)  aa^  -4-  ^j:  4-  r  =  o. 

Pour  obtenir  les  racines  de  cette  équation ,  il  suffit  d'ap- 
pliquer la  règle  du  n°  175,  après  avoir  divisé  les  deux 
membres  par  a ,  et  transporté  le  t<Tni(»  connu  dans  le  se- 
n)nd  membre  ;  on  trouve  ainsi 


h    _^      I  b'         c 
c^ni  réduisant , 


9.n 
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Suivant  que  l'on  a  7>*  —  4  ^^  >  ^  »  ^*  —  4**^  =  o , 
b*  —  4nc<^o^  les  racines  sont  réelles  et  inégales ,  égales 
ou  imaginaires.  Si  a  et  c  ont  des  signes  contraires,  la  va- 
leur du  radical  est  numériquement  plus  grande  que  b]  par 
conséquent,  les  deux  racines  ont  des  signes  contraires.  Si  a 
et  c  sont  des  quantités  de  même  signe,  la  valeur  du  radical 
est  numériquement  moindre  que  i;  par  conséquent,  les 

deux  racines  ont  l'une  et  l'autre  le  signe  de 

180.  Quand  on  fait  dans  la  formule  (lo)  a  =  o ,  la  pre- 

..               .         -^  b -{-\b^  — /^ac       ^     ,1    .  ui    ® 

mière  racine —  est  réduite  au  symbole  -» 

2/1  •'  0 

la  seconde  racine devient En  intro- 

2/1  o 

duisant  dans  l'équation  la  supposition  a  ==  o ,  on  obtient 
bx-^  c  =  o\  d'où  X  =  —  T«  Il  semblerait  donc  que  la  for- 
mule (lo)  n'est  pas  applicable  au  cas  que  nous  examinons; 
mais  la  valeur  finie  que  l'on  tire  de  l'équation  peut  se  dé- 
duire de  l'expression — .  Si  l'on  multiplie  les 

deux  termes  de  cette  fraction  par  /;  -f-  \/Z>' — 4^^?  le  nu- 
mérateur devient  —  4  ^<^;  on  peut  supprimer  dans  les  deux 

termes  le  facteur  ar/ ,  il  vient  :;  et  en  faisant 

b  -h  V  A'  —  /^ac 

dans  cette  expression  a  ==  o  ,  on  obtient  —  7  • 

Quant  à  la  valeur  infinie  de  x,  elle  fait  connaître  que,  si 
la  quantité  a  s'approchait  de  plus  en  plus  de  zéro  ,  de  ma- 
nière à  pouvoir  devenir  aussi  voisine  que  l'on  voudrait  de 

1.     .        1        I         1                .     /            — b  —  Jb^  —  iac 
cette  limite,  la  valeur  de  x  exprimée  par — 

*  *  2/Z 

augmenterait  de  plus  en  plus,  et  pourrait  s'élever  au-dessus 
de  toute  grandeur  assignable. 


t  > 


CHAPITRE  SIXIEME.  i65 

Celle  conclusion  peut  aussi  être  tirée  directement  de 
léqualion.  Pour  le  faire  voir,  divisons  les  deux  membres 
parx';  il  viendra 

b        c 
a  H H-  =  o, 

ce  que  l'on  peul  écrire  ainsi  : 


II 


-:('-.7)=- 


H  est  clair  que  toute  valeur  de  x ,  diflérente  de  zéro  et  de 
I infini,  qui  vérifiera  Féquation  (11)^  vérifiera  aussi  Té- 
qualion  ax^  -h  hx -h  c  =:  o  ^  et  la  réciproque  est  également 
>raie. 

Cela  posé,  concevons  que  Ton  fasse  croître  x  posilive- 

mepl  ou  négativement ,  de  manière  que  le  signe  de  6  X 
5oil  contraire  a  celui  de  a^  à  mesure  que  x  augmentera, 

c 

-  diminuera,  et  quand  la  valeur  de  x  sera  très-grande,  le  fac- 


teur Ah —  aura  une  valeur  très- peu  diflérente  de  b,  tjo. 

même  temps ,  le  facteur  -  aura  une  très-petite  valeur^  donc 

le  premier  nombre  de  Téquation  (11)  aura  lui-même  une 
valeur  très-petite.  Nommons  a  la  valeur  que  prend  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (11)  lorsqu'on  faitx=  6,  la 
valeur  numérique  de  6  pouvant  être  supposée  aussi  grande 
quoD  le  voudra.  Si  l'on  conçoit  que  x^  sans  changer  de 
signe,  passe  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  6  et  Tinfini , 
le  premier  membre  de  rë(][uation  (11)  passera  par  tous  les 
étals  de  grandeur  entre  a  et  zéro  ;  de  sorte  que ,  si  la  quan- 
tité—  a  est  comprise  entre  ol  et  zéro,  Féqualion  sera  vé- 
rifiée par  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  Tinfini.  Donc, 
pour  les  valeurs  de  a  tjui  tendent  indéfiniment  vers  la  limite 
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zéro,  Inéquation  admet  une  racine  dont  la  valeur  numé- 
rique converge  vers  Tinfini.    . 

On  déduit  également  de  Téquation  (ii)  la  racine  —  y; 
car  lorsqu'on  fait  dans  cette  équation  a  =  o ,  elle  est  vérifiéi' 
en  posant  i  -h  -  =  o ,  d'où  x  =  —  j- 

181 .  Lorsque  Ton  suppose  à  la  fois  a  =  o  et  6  =  o ,  les 
deux  valeurs  de  x  données  par  la  formule  (lo)  se  réduisent 
Tune  et  l'autre  au  symbole  f.  D'un  autre  côté ,  si  l'on  in- 
troduit dans  l'équation  les  suppositions  a  =  o  ,  i  =  o  ,  elle 
devient  c  =  o  ;  par  conséquent ,  elle  ne  peut  être  vérifiée 
par  aucune  valeur  finie  de  x.  On  est  conduit  à  la  même  con- 
clusion ,  en  appliquant  à  chacune  des  deux  valeurs  com- 
prises dans  la  formule  (lo)  la  transformation  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  le  numéro  précédent.  Lorsqu'on  fait 

a  =  o,  />  =  o  dans  l'expression  ■; ,-r       /     ^  qu'on  a  irou- 

vée  pour  la  première  valeur  de  x,  on  obtient  — r —  Les 

deux  valeurs  de  x  ne  dîflTérant,  dans  la  formule  (lo) ,  que 
par  le  signe  du  radical ,  la  seconde  valeur  est  équivalente  à 


—  7.C 


\ y-f] -7 —  ;  et  en  faisant  dans  celte  expression  a  =  o 


\c 


i  =  o,  on  obtient  aussi  — 

o 

182.  Lorsque  l'on  a  en  même  temps  rt  =  o,  è=u,  c  =  o, 
l'équation  (9)  devient  une  îd entité  \  ainsi  les  valeurs  de  Fin- 
connue  sont  indéterminées.  Si  Ton  introduit  ces  suppo- 
sitions dans  les  expressions  générales  des  valeurs  de  .i* 
transformées   comme    ci -dessus ,    elles    donnent    l'une  et 

I  autre  x  =  -• 

c» 
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Décomposition  du  trinôme  x^  4-  px  -A-  q  enjacteun 
dii  premier  ilegni.  —  Pmpositions  sur  /es  racines  de 
Icf/uation  x-    f  px  -f  cj  =  o. 

IH^i.   Kr|Hciioiis  rt'(|ualioii 

A  lia  lie  coiiipIt'U  r  dans  It*  premier  Tiieinlirr  Xk*  carix}  dont  les 
dnix  j»r<'mi<Ts  leijues  sont  x*  -\-px^  ajoutons  à  ces  tc^ne^ 
j>'.  en  retram-hant  aussi  celUMpiantité,  pour  ne  rien  ehan- 
^>T  à  IVH[ualion.  Le  premier  in(*ni]>re  deviendra 

ou  bien 

FniH'ri\anU  .iu  lien  de  \p^  —  q^  U  ;/''  —  </ ^  -»  <>n  aura  la 
«liffmMuM*  d<»  deux  earrés  (|ni  esr  éfjjale  au  produit  de  la 
>oiijine  des  d«*u\  laeines  par  leur  dillérenee,  eVsL-à-dire 

}      {j:  -h  ; />  -i-  v";  p' -  y)  (•'•  -^  \p  -  s^\  p  -'■■  7)- 

Il  suit  de  là  que  ré(|uation  (1)  peut  être  mise  sous  cette 

icrme , 

ij'  -I-  \,,  -h  V ; p'  —  *i) (-^  4-  ;y>  -  V(Â^ -  7  '  ~  o. 

Or  il  est  elaîr  ((u<*,  |>our  «pi  un  produit  devienne  nul,  il 
>umi  l'i  il  faut  qu'un  de  ses  laeteuis  soil  é^al  à  zéro.  On 
«»bliendra  doue  les  valeurs  de  Tineonnue  .r  par  les  deux 
i'<|ua  lions 

'^ -^  ; /^ -+-  V  '. p"  —  7  =^  <N     '■  -+-  ' /'  —  V 7/^'  —  q~o\ 

doû  Ton  eonelut,  eonnne  |»ar  la  méthode'  cpii  a  été  exposée 
prm'demmenl ,  les  deux  solutions 

.1  =-;//-  V'  ;  p'  —  7»   .^  =  —  ;  /'  -f-  v  ta  --  v- 

Oiieonelut,  en  outre,  d'après  l'expression  (IV)  du  pi'e- 
•nier  mend)ru  de  1  équation  ,  la  pioposition  suivante  : 
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Le  trinôme  x'  -h  px  -H  q  est  le  produit  de  deux  fac^ 
teurs  du  premier^ degré  par  rappoit  à  x ,  qui  sont  le^  diffé- 
rences que  Von  obtient  en  retranchant  de  x  chacune  des 
racines  de  Inéquation  x'  -h  px  -h  q  =  o. 

184.  Pour  que  le  trinôme  x'  -h  px  -H  q  puisse  être  con- 
sidéré comme  la  différence  de  deux  carrés ,  il  faut  que  la 
quantité  \p*  —  q  soit  positive.  Lorsque  cette  quantité  est 
nulle,  on  a^=|-p*;  le  trinôme  est  x* -f-/7a:-h7P*,  ou 
(x  -f-  7/7)  (x  -f-  7p)  •,  et  la  proposition  ci-dessus  est  encore  vé- 
rifiée ,  puisque  les  deux  racines  de  Féquation  x*-|-px+7=o 
sont  égales  l'une  et  l'autre  à  — jp  {n®178).  Lorsque  la 
quantité  \p^  —  q  est  négative,  le  trinôme  x*-hpx-hq 
peut  être  mis  sous  la  forme  (x-h7p)* -l-r,  r  étant  une 
quantité  positive  égale  à  la  valeur  absolue  de  jp*  —  q 
(n®  1 78)  5  si  l'on  voulait  décomposer  le  trinôme  en  facteurs, 
comme  on  le  voit  dans  l'expression  (3) ,  on  n'obtiendrait 
que  des  facteurs  imaginaires. 

• 

185.  Voici  des  exemples  des  diverses  transformations 
des  trinômes  du  second  degré. 

I*'' Exemple.  x' — 7x4-10. 

En  posant  Féquation  x*  —  7x4-  10  =  0,  on  trouve  pour 
les  racines,  x  =  5  et  x=  2.  On  pn  conclut  Tégalîté 

x'  —  7  X  -h  I  o  =  (x  —  2)  (x  —  5). 

2'  Exemple.  3  x'  —  5  x  —  2. 

En  égalant  ce  trinôme  à  zéro,  après  Tavoir  divisé  par  3 , 
on  obtient  l'équation  x* — }x — 3  =  0;  les  racines  de 
cette  équation  étant  x  =  2  et  .r  =  —  7 ,  on  en  conclut 

3x'— 5x  — a  =  3(x—  2)  (.r-f--T)  =  (x  — 2)(3x-{-  i). 

3*^  EXEMPLK.  x'  -f-  5  X  -I-  3. 

En  opérant  comme  dans  le  premier  exemple,  on  trouve 

^'4-  5x  +  3  =  (x  4-  f-i  v^73)  (x  4-  >  -h  I  v/73). 


n 
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\*  EXIXPLS.  ^x^  —  4-^  "^  '  • 

Les  racines  de  Téquation  x*  —  .r  -+-  J  =0  élaiit  toutes 
deux  ^ales  à  7,  on  en  conclut 

5'  Exemple.  x'  —  5  j:  -h  7 . 

Les  racines  de  l'équation  x*  —  5  x  -j-  7  =  o  sont 
x=i±:V^.Ona 

.r'  —  5  X  -f-  7  =  (x  —  })»  -4-  f 

Uu  peut  aisément  vériGer  à  posteriori  les  égalités  que 
oous  avons  obtenues  dans  ces  exemples.  On  parviendrait 
aussi,  directement,  à  ces  égalités,  par  des  opérations  sem- 
blables à  celles  qui  ont  été  exécutées  dans  le  n°  183. 

186.  Les  transformations  dont  nous  venons  de  nous 
occuper  sont  principalement  utiles  pour  reconnaître  les 
signes  des  valeurs  que  prend  un  trinôme  du  second  degré 
eux,  quand  on  donne  différentes  valeurs  à  x.  Soit,  par 
exemple,  le  trinôme  .r*  —  yx  -+-  10.  Il  est  égal  au  produit 
(x—  2)  {x  —  5).  Or  ce  produit  est  positif  quand  les  deux 
fadeurs  ont  le  même  signe ,  c'est-à-dire,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  plus  grandes  que  5 ,  ou  plus  petites  que  2.  11  est , 
au  contraire,  négatif,  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
2  et  5,  puisque  les  deux  facteurs  ont  des  signes  différents. 
Lorsque  le  trinôme  proposé  est  un  carré,  il  est  positif 
pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  de  x,  et  il 
peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  zéro  et 
l'infini.  Lorsque  le  trinôme  peut  être  mis  sous  la  forme 
(x-h^p)'  4-  r,  la  quantité  /'  étant  positive,  ce  trinôme  est 
encore  positif  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives de  X,  et  il  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur 
compris  entre  retTinfini,  mais  il  ne  peut  prendre  aucune 
valeur  plus  petite  que  /•. 
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187.   Eu  noniniant  x'  el  x"  les  racines  de  Inéquation 
x*  -h  px  -+-</  =  o ,  on  a ,  par  la  proposition  du  n**  183 , 

x^  -4- px  +  y  =z=  [x  —  x')  \X  —  j:" ). 

En  effectuant  la  multiplication  de  x — x'  par  x — »r",  îl  vient 
x'  -hpx  -h  ^  =  X»  —  (x'  -h  x")x  -H  X  x"; 

comme  cette  dernière  égalité  a  lieu  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  X,  il  s'ensuit  que  l'on  doit  avoir 


x'-4-x"  =  —  p,     x'x''  =  <y; 


Ainsi,  dans  une  équation  du  second  degré,  ramenée  à 
la  forme  x'  -+-  px  -1-  q  =  o ,  /a  somme  des  deux  racines  est 
égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x  pris  en 
signe  contraire f  et  le  produit  des  racines  est  égal  au  terme 
indépendant  de  x. 

On  est  conduit  aux  mêmes  conclusions,  en  faisant  la 
somme  et  le  produit  des  expressions  des  deux  racines. 

Au  moyen  de  ces  propositions,  on  peut  reconnaître,  à 
l'inspection  d'une  équation  du  second  degré,  quels  sont  les 
signes  de  ses  racines.  Si  le  terme  indépendant  de  rîncoiinue, 
qui  est  le  produit  des  racines,  est  négatif,  les  racines  doi- 
vent avoir  des  signes  contraires^  et  puisque  leur  somme 
doit  être  égale  au  coefficient  de  la  première  puissance  de  x 
pris  en  signe  contraire,  il  faut  que  la  racine  qui  a  la  plus 
grande  valeur  numérique  soit  affectée  du  signe  contraire  à 
celui  de  ce  coefficient.  Quand  le  terme  indépendant  de  Tin- 
connue  est  positif,  si  les  racines  sont  réelles,  elles  doivent 
avoir  le  même  signe,  et  leur  signe  doit  être  contraire  à 
celui  du  coefficient  de  la  première  puissance  de  x.  Ces  con- 
clusions sont  celles  que  l'on  a  obtenues  dans  le  n°  1 78. 

188.  Proposons-nous  maintenant  cette  question  ;  Trou- 
ver deux  nombres  dont  la  somme  soit  égale  à  un  nombre 
donné  p,  el  dont  le  produit  soit  égal  à  un  autre  nombre 
donné  q. 


I 
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I  D'après  1  os  propositions  qui  viennent  dV'tre  établii^s,  l<*s 
nombres  demandés  sont  les  deux  racines  de*  réc[uation 
l'—px  -h  q  =  o. 

L  éuoncé  de  la  question  conduit  directement  h  cette  équa- 
lion;  car  si  l'on  représente  Tun  des  deux  nombres  par  r, 
Fautre  sera  p  —  x,  et  Ton  devra  avoir 

'T[p  —  .r)  =  <7,     d*où     x^  —  px  -f-  </  =^  o. 
Celle  équation  donne 


K  l'on  en  conclut 

On  voit  que  les  deux  valeurs  de  x  donnent  les  deux  nom- 
bres demandés.  On  pouvait  d'ailleurs  pré>oir  qu'il  en  sexait 
ainsi ,  puisque  .r  ne  désigne  pas  l'un  de  ces  nombres  plutôt 
qne  l'autre. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  est  nécessaire  que 
Ton  ait  {f  <^  ^/7*  ou  (f  =:  J^/;*.  Si  Ton  avait  (f^  \  p^ ^  b-s  va- 
leurs de  X  seraient  imaginaires. 

Il  suit  de  là  que  le  plus  grand  produit  quon  puisse  for- 
nier  awec  deux  nombres  qui  doiv^ent  donner  une  somme 
connue  p,  est  le  carré  de  la  moitié  de  cette  somme. 

La  démonstration  de  ce  théorème  peut  encore  être  faite 
comme  il  suit.  En  représentant  Tun  des  deux  nombres 
par  '-p  -\-  z^  I  autnî  sera  J-/;  —  z ,  et  le  produit  de  ces  nom- 
bres sera  ;  p^  —  z^  \  or  la  quantité  ^  p-  —  z-  \w.  peut  jamais 
être  plus  grande  que  j/:>*,  et  elle  n'est  égale  a  f/?*  qm;  lors- 
qu'on suppose  c  =  o;  dans  ce  cas,  les  deux  nombres  sont 
«•gaux  l'un  et  l'autre  à  {p.  On  voit  en  outn»,  par  cette  ex- 
plication, que  si  les  deux  facteurs  variaient,  le  produit  va- 
rierait et  s'approcherait  d'autant  plus  de  la  limite  ^/^-  que 
la  (lilVérence  des  facttuirs  serait  plus  petite. 
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Des  équations  trinômes  réductibles  au  second  flegré. 
—  Réduction  de  l'expression  y  a  -h  \/b. 

189.  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  ne  con- 
tient ni  la  troisième  puissance  de  Tinconnue ,  ni  la  premièix;, 
elle  peut  être  ramenée  à  cette  forme 

(0  Z* -h /?3' -h  7  =  O. 

En  posant  z'  =y^  on  obtient 
On  tire  de  cette  dernière  équation 


(î) 


-=-?±\/f-'> 


et,  d'après  la  relation  z*  =  JS  on  voit  que  toutes  les  racines 
de  Féquation  (i)  sont  comprises  dans  la  formule 


(4)  *  =  ±yj-ip±y/ip^-q. 

On  obtient  ainsi  pour  l'inconnue  z  quatre  valeurs ,  qui  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

Quand  les  valeurs  de  j*  données  par  la  formule  (3)  sont 
réelles  et  positives,  les  quatre  valeurs  de  z  sont  réelles. 
Quand  une  des  valeurs  de  y  est  négative ,  l'autre  étant  po- 
sitive, deux  des  valeurs  de  z  sont  imaginaires,  et  les  deux 
autres  sont  réelles.  Enfin ,  lorsque  les  deux  valeurs  de  y 
sont  négatives  ou  imaginaires,  les  quatre  valeurs  de  z  sont 
imaginaires. 

190.  Considérons  plus  généralement  l'équation  trinôme 

(5)  Z^-{-pzr-\-q  =zO^ 

m  désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque. 
Si  l'on  pose  z"'  =y,  il  vient  j^'  -i-  py -^  /j  =^  o -^  d'où 
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quoD déduira  de  celle  équalioii,  sont  rationnelles,  en  les 
represenUnl  par  mx  -h  n  et  px  -h  r/,  Téquation  sera 

0  —  Wx  —  «')  {jr  —  ^'x—  7')  =  o. 

Dans  ce  cas,  on  obtiendra  toutes  les  solutions  du  système 
des  équations  (i)  et  (a)  en  résolvant  les  quatre  systèmes 
d  équations  du  premier  degré  : 

i**'  r  —  "»-r  —  /i  =  o ,  X  —  w'x  —  /i'  =r  o  ; 

2"-  j  —  mjc  —  /i  =  o  ,  j^  —  p'x  —  7'  =  o  ; 

3"-  V  —  pjc  —  q  =Oj  y  —  m'x  —  n!  =  o  ; 

4"-  ^  — .  /;x  —  y  =  o,  j  —  y/.r  —  7'  =  o. 

Si  une  seule  des  deux  équations  donne  des  valeurs  de 
Tune  des  inconnues  rationnelles  par  rapport  à  Tautre ,  en 
su|^5ant  que  ce  soit  la  première,  on  pourra  substituer 
successivement,  dans  Tautre  équation,  les  deux  valeurs 
7=TOa:-h  n,  j^  =pj: +  y.  Chacune  de  ces  substitutions 
conduira  à  une  équation  du  second  degré  en  x^  par  laquelle 
on  obtiendra  deux  valeurs  de  o:  ;  et  de  chaque  valeur  de  x , 
on  conclura  une  valeur  correspondante  àa&y* 

1"  Exemple.         J  /  n 

I  j'— j:' —  bx  —  9  =  0. 

Sans  effectuer  la  résolution  de  ces  équations  par  rapport 
à  1  une  des  inconnues,  on  voit  que  la  première  est 

(^  — j)'—  1=0,      ou      (.r—  j  -f-  1)  (x— ^—  l)  =  0. 

1 /autre  équation  revient  à 

j'— (j:-h  3)*  =  o,      ou     (7  —  .r— 3)  (jH-x-h3)==o. 

On  aura  donc  toutes  les  solutions  du  système  proposé  par 
quatre  systèmes  d'équations  du  premier  degré.  Deux  de 
ces  systèmes  présentent  des  équations  incompatibles-,  les 
deux  autres  donnent  les  deux  solutions 

(j:  =  — 2,  j  =  —  l)j      (.r=  —  I,  j  =  —  2).     . 
5"^  édit.  1 2 
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Le  pi-cmici-  iKOiiibrc  <le  la  dernière  équation  étant  une 
quaulilc  comniPDsurable ,  puisque  x  cty  doivent  élreconi- 
meiisurablcs,  il  faut  que  le  second  membre  soit  aussi  coiu- 
meiisurable,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

a  —  X  —  _r  ^  o,     d'où     j^  +_>-  =  a. 
L't-quation  ri-dessus  se  réduit  alors  à 

4,rv=  b;     doù     J7  =i  6. 

Ou  i-ourlut  de  là  que  les  valeurs  de  X  et  de  r  sont  les 
dfux  racines  do  l'équatioa  z*  —  ax  -i-^  b^o  (n"  188); 


et  |vir  siùu',  en  inetlant  les  valeurs  de  Jetde  _j'  dans  i'é- 
(jtiaiion  [-). 


(S* 


-^/. 


^v"--^^W' 


-»/..- 


Il  rcMilte  du  le  ealctil ,  que  la  réduction  que  l'on  s'étail 
jiini]ii>séi'  est  p)s»lbl('  louit's  les  fois  que  la  différence  a'  —  b 
rnl  un  carré.  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie,  la 
lui'tiim  est  impossible. 

.(•s  valeurs  de  a:  et  de ^  ne  changeraient  pas  si,  au  lieu 
Vrt  +  v'A,  on  considérait  Pcxpi-ession  v'a  —  ^ï  ,  i-n 
luit  \/fl  —  'i/b=:  \/x —  ^;  (>ar  conséquent, 


\a-^b 


V"^--^-v^^ 


renons  pour   exemple   ICxpression   Va  +  v'^-    Oii 
'>  =  3,  (î'  —  A^  1 ,  et  m  mettant  res  valeui-s  dan 
lie  (SI.  on  en  l'ouclul 

\a   t- v3=  Vt  •+■  Vï- 
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L'équation  (!i)  donno 

(4  x  = ; 

mx  -i-p 

en  substituant  (  eltr  valeur  de  >  dans  IV^quation  (i) ,  on  ob- 
tient celle-ci  : 

(nx^+qx-^ry  «x^ -{- qx -Jr- r 

^t  en  chassant  les  dénominateurs,  il  vient 

,,-.  j  a{nx^  -h  qx  -h  /•)'  —  {bx  -h  d)  [mx  -f-/?)  [nx^  _|_  yx  -h  r) 
(  -^  (rx»  -h  r.*.i:  -f-/)  (mx  4-  ;?)'  =  o. 

U  faudi'a  donc  résoudre  cette  dernière  équation  ,  qui  sera 
généralement  une  équation  complète  du  quatrième  degré. 

On  a  déjà  vu  qu*unc  équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  quatre  racines  (n**  189)  \  on  verra  dans  la  suite  qu'elle 
en  a  toujours  quatre ,  réelles  ou  imaginaires ,  et  qu'elle  n'en 
a  pas  un  plus  grand  nombre.  D'ailleurs,  pour  chaque  va- 
leur de  X,  l'équation  (4)  donne  une  valeur  correspondante 
de  j,  et  elle  n*cn  donne  qu'une.  Le  système  des  équa- 
tions (i)  et  (2)  admettra  donc  généralement  quatre  solu- 
tions, et  il  ne  pourra  pas  en  admettre  plus  de  quatre. 

197.  Quand  on  fait  usage  de  la  méthode  qui  vient  d'être 
indiquée  en  dernier  lieu,  il  peut  arriver  que  la  quantité 
nx*  -f-  yjc  -f-  r  soit  divisible  par  mx  H-  p  \  dans  ce  cas ,  en 
représentant  le  quotient  par  A,r  -f-  fc,  on  a 

nx"*  -f-  q.v  -♦-  r=  [mx  H-  p)  [hx  4-  k) , 

eiTéquation  (3)  est 

{mx  -{-  p)  (x  -^  àx  -h  A)  =  o. 
On  satisfait  donc  à  cette  équation  ,  en  posant 

X  =  —  — î     ou      r  =  —  hx  —  /'. 
m 

12. 
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Kii  port  an  l  la  valeur  —  —  de  .r  dans  Tune  des  équations 

(i)  et  (2),  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  > . 
dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  y  correspondantes  à 

X  =  —  — •  En  substituant  dans  la  même  équation  la  va- 
fit 

leur  —  hx  —  k  dej^  on  parvient  à  une  équation  du  second 

degré  en  x ,  par  laquelle  on  trouve  deux  autres  solutions 

du  système  proposé. 

^    „  (     r^t^  -h  x^  —  3  r    —  3.r  =  o. 

5*"  Exemple,    l 

(   9.  >•'  4-  jr'  —  ^xy  —  9. y  —  9  =  o. 

La  première  revient  à  (x  —  3)  (^  -f-  jc)  =  o;  ainsi,  on 
y  satisfait  en  posant  x  =  3  ou^  =  —  x.  En  remplaçant  x' 
par  3  dans  la  seconde  équation,  on  trouve  2 y*  — 14  j=o; 
d'ouj^  =  o ,  j^  =  7.  En  remplaçant j  par  —  x  dans  la  même 
équation  ,  on  trouve  y  x^  -h  ^  x  —  9  =  0,  d'où  x  =  1 
et  X  =  —  j.  Les  valeurs  correspondantes  de  j  sont 
y= — 1  etj  =  *.  Le  système  proposé  admet  donc  ces 
quatre  solutions  : 

(j-=3,  j=o);      :.r=:3,/=r  7);      (x  =  1  ,  7  =  —  l); 

PROBLÈMES. 

4*"  Problème.  —  Partager  un  nombre  donne  a  en  deux 
parties  telles,  que  leurs  carrés  soient  dans  le  rapport  ih- 
tï\  à  \. 

Désignons  par  .r  Tune  dtîs  parties  ;  l'équation  du  pro- 
blème sera 

\a  —  xy 


I 
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On  déduit  successivement  de  cette  équation 


I  —  ///  I  —  m 


I  —  m        V  (i  —  m)*'        I  —  m 
am     _,    ^a}m^ -|-  /l'm  ( i  —  m) 


I  —  m  I  —  m 

^  —  am  ±  ri  yTw 

•  I  —  m 

On  peut  résoudre  Téquation  (i)  d'une  autre  manière, 
^ui  est  plus  simple.  En  prenant  la  racine  carrée  de  chaque 
membre ,  on  trouve 

•^  -I-  /~ 


a  —  X 
On  conclut  de  là 


j:  =  ±  (/i  —  x)  ^nij     j:  ( I  dl  y  w)  =:  ±a  ^m  , 
(3)  .  -  ±a^^i 


Les  formules  (2)  et  (3)  ne  sont  pas  identiques^  mais,  en 
réduisant  les  expressions  des  deux  valeurs  de  x  données 
par  la  formule  (2),  on  retrouve  celles  qui  résultent  de  la 

formule  (3).  On  a 

«i  =  ^ X  ^,  et  I  —  w  =  I  —  i^m)^  =  (iH-  ^) (1  —  0»); 
par  conséquent  la  formule  (2)  peut  s'écrire  ainsi  : 

^  —  fl  ^w  X  ^ rt  a  /m  —  a  ^m  {^m  Z4I  i) 

(i  4-^)(i—  ^)  (1  -»-^)(i  — ^) 

Quand  on  prend  le  signe  inférieur,  on  peut  diviser  les 
deux  termes  de  la  valeur  de  x  par  1  4-  v^i ,  et  Ton  obtient 

I  i  .1-  = rrr  • 

I  —  ^m 


] 
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Quand  on  prend  le  signe  supérieur^,  ou  peut  diviser  les 
deux  termes  de  la  valeur  de  x  par  i  —  \m  ;  et  en  observant 
que  le  quotient  de  ^m  —  i  par  i  —  ^m  est  —  i ,  on  trouve 

(5)  .r  =  -^. 

Lorsque  Ton  prend  la  valeur  (5)  de  x,  les  deux  parties 
sont 

a  ym  a  ^ m  a 

X  =.  =:»      a  —  X  =  a  —  — 


I  4-  v//w  I  -h  sfni        I  -+-  \Jm  ' 

elles  sont  donc  toutes  deux  positives,  et  plus  petites  que lo 
nombre  proposé.  Quand  ou  suppose  m  :=  i ,  les  valeurs  de  x 
et  de  a  —  x  deviennent  égales  \  c'est  ce  qu'on  pouvait  pré- 
voir d'après  l'énoncé. 

Lorsque  l'on  prend  la  valeur  (4)  de  x,  les  deux  parties 
sont 

—  a  sTiti  a  \  m  a 

I  —  V  m  I  —  ^m        I  —  y  m 

comme  elles  ont  des  signes  contraires ,  le  nombre  a  est  la 
différence  de  leurs  valeurs  absolues.  Quand  on  suppose 
m=  I ,  ces  deux  parties  deviennent  infinies;  et,  en  efTct, 
il  est  impossible  de  trouver  deux  nombres  tels ,  que  leur 
difTérence  soit  égale  au  nombre  donné  a,  et  que  le  rapport 
de  leurs  carrés  soit  égal  à  Tunité. 

En  introduisant  l'hypothèse  /7i  ==  i  dans  la  valeur  de  jr 

.      -            —  am  -h  n  J m  , 

exprimée  par >  on  trouve  que  cette  valeur  se 

réduit  à  la  forme  indéterminée  *.  Ce  résultat  est  du  au 

facteur  i  —  sfn^  qui  est  contenu  dans  les  deux  termes,  et 
qu'on  a  supprimé  pour  arriver  à  la  formule  (5). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  correspond  à 
cette  question  qui  a  été  traitée  par  Clairaut  :  Trouv^er  sur 
la  ligne  qui  joint  deux  lumières  (Vinlcnsité^  incgcJeSy  le 
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point  ou  ces  ileux  lumières  éclaù'ent  également.  Il  corres- 
poud  encore  a  cette  autre  question  ;  Trousser  sur  la  ligne 
qui  joint  les  centres  de  deux  masses  .inégales ,  le  point 
gui  est  également  attiré  par  ces  masses.  Le  nombre  m  est 
alors  le  rapport  des  intensités  des  lumières ,  ou  celui  des 
masses. 

5*  Problème.  —  Trou\^er  deux  nombres  tels,  que  la 
différence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs 
a  e^  b  soit  égale  à  un  nombre  donné  s ,  et  que  la  diffé- 
rence de  leurs  carrés  soit  égale  à  un  autre  nombre 
donné  q. 

Soient  xeij  les  nombres  cherchés,  les  équations  du 
problème  seront 

«x  — 6jr:=:j,      X»  — j'  =  y. 

La  première  équation  donne  y  =  — 7 —  :  la  substitution 

de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  conduit  à 

(fl*  —  6')  x'  —  2  asx  =  —  s^  —  ^'  y  i 
on  tire  de  là 

as±:b  ^j'— 7(fl'—  b^) . 

X  rr.  ■    ■ • 

et  en  reportant  cette  valeur  de  x  dans  la  valeur  de  j^  tirée 
de  la  première  équation,  on  trouve 

La  question  admet  donc  les  deux  solutions  suivantes  : 
_  as  -h  b^s^  —  g  (a'  —  b^)  _  bs  +  a)/ s*  —  q  (a*  —  b^) 

Discussion.  Mous  distinguerons  trois  cas  : 

a>A,     az=zby     a<C^b. 
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1*'  Cas,  a'^b.  Pour  que  les  valeurs  de  x  et  dey  soient 
réelles,  il  faut  que  l'on  aîl  s^>q  (a*  —  i'). 

Dans  la  première  solution,  les  valeurs  de  a:  et  de  y 
sont  positives.  Dans  la  seconde  solution,  la  valeur  de  x 
est  aussi  positive,  car  on  a  a5]>i5,  et  par  conséquent 

as'^b^s* — q(à* — i')^  mais,  pour  que  la  valeur  dej^ 

soit  positive,  il  faut  que  l'on  ait  bs'^a  ^s* —  q  (a* —  &*), 
ce  qui  revient  à  i*5*  >  a'5'  —  à*q  (a'  —  6'  ) ,  d'oii 
(a*  —  A')  s^  <^a^q  (a*  —  A*),  et  enfin,  5* < à^q. 

Si,  avec  les  deux  conditions  a^b^  ^']>7  («' — ^*)  î 
on  a  5*=  a*  47,  la  valeur  de/,  dans  la  seconde  solution, 
est  nulle  ^  et  si  Ton  a  s^^a^q^  la  valeur  dejr  est  néga- 
tive. 

Quand  on  a  a'^bets*  =  q  (a* — i*),  les  deux  solu-* 
tions  ne  diffèrent  pas ,  et  les  valeurs  des  inconnues  sont 
positives. 

Quand  on  a  5*  <  y  (a*  —  b*) ,  les  valeurs  des  inconnues 
sont  imaginaires. 

2*  Cas.  a<^b.  La  quantité  a" — ft'  étant  négative,  les 
valeurs  de  x  et  de  j^  sont  réelles.  Pour  examiner  dans  quels 
cas  elles  sont  iK>sitives  ou  négatives ,  on  peut  les  écrire 
comme  il  suit  : 

^       __  —  as  --  b  s/s^  -\-  g  (à^  —  g')  _  —  ^ j  —  «  v^5»H-ç(^»  — fl''. . 

o        _—aS'\-b^s^'hq(b^—'  <i')  __  —  ôj  -f-  «  s/j'  -h  7  (A'  —  a')^ 

On  voit  alors  que,  dans  la  première  solution,  x  ety  sont 
négatifs.  Dans  la  seconde  solution,  x  est  toujours  positif, 

car  on  a  i  V^j*  H-  <7  (b*  —  a*)  ^bs'^as.  Quant  à  la  valeur 
de  j^,  on  trouve  qu'elle  est  positive,  nulle  ou  négative,  selon 
que  Ton  a  s^<^a*q,  s^=za^q^  s^^a^q, 

y  Cas.  a  =  b.  La  première  solution  donne  pour  x*  et  >" 


f 
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des  valeurs  infinies  qui  ne  peuvent  pas  convenir  au  pro- 
blème. Dans  la  seconde  solution ,  les  valeurs  des  inconnues 
se  présentent  sous  la  forme  |.  Pour  obtenir  la  véritable 
solution  de  la  question ,  il  suffit  d^ntroduîre  dans  les  équa- 
tions proposées  Thypothèsc  a  =  i  ;  elles  deviennent 


X  —  y  =  -     et     jc'  — /'  =  7  ; 


on  en  déduit  x-+-j^  =  — ?  et,  par  suite, 


ar=  »      J^  = 

las  7.  as 

Ces  valeurs  sont  toujours  réelles.  La  valeur  de  x  est  posi- 
tive; celle  de  y  est  positive,  nulle  ou  négative,  selon  que 
l'on  a  5'  <[  a?q^  5*  =  a*^,  5*  >  a'ijr. 

On  aurait  pu  tirer  les  valeurs  de  xet  dc^  relatives  au 
cas  de  a  =  i  des  formules  générales  du  problème ,  en  exé- 
cutant des  transformations  semblables  à  celle  qui  a  été  em- 
ployée dans  le  n^  180^  mais  il  est  plus  simple  de  remonter 
aux  équations. 

Toute  la  discussion  que  nous  venons  d'établir  est  ré- 
sumée dans  le  tableau  suivant  : 

ii>^^  solution,  X  ot^  sont  positifi». 
/i-<a'v,j^  est  positif. 
a«  solution.  X  est  poâilir <  j«  =  «=  7,  ^  est  nul. 
(  **>  a'iy,  ^  est  nc{ratit'. 
j'  =  y  {a}  —  &'  )     Une  seule  solution,  x  et  x  <tont  positifs* 
s*  <  //  {a*  —  4'  )     Pas  de  solution, 

i^^  solution,  X  ciy  sont  né);alif8. 
^^.  /  i- <  a- ly,^  est  positif. 

a«  solution,  x  est  positif |  i*  =  a'  7,  r  est  nul. 

i'>  a*ijyj  est  négatif 

s^  <,a^q,j  est  positif. 

"  =  M Une  seule  solution,  x  cbl  positif.  î  *'  =  «*^î  J"  est  nul. 

!  (  s-  >  a^  tjf  >  fbl  iiégalil 

()•  pROBLiiME.  —  Trouver  les  termes  (l\tnc  proportion 
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par  tjuolûiHt,  connaissant  fa  somme  a  des  extrêmes,  la 
somme  b  des  moyens,  et  la  différence  s'  entre  la  somme 
des  carrés  des  deux  premiers  termes  et  la  somme  des  cai-rés 
des  deux  autres. 

Désignons  par  x  cl  y  les  deux  termes  du  premier  rapport  ; 
les  termes  du  second  rapport  seront  b  — y  et  a  —  x,  et  l'on 
devra  avoir  les  deux  équations 

-=(«-')  =r(*-^),     4r^+.r■-("-x)'-(6-rr  =  -^ 

Ces  équations  se  réduisent  à 

x'  —  /'  —  aX'\-  bjr^o,      2aj  +  2*/=;  ï-  +  a'+  i'; 
la  dernière  donne 

j'  +  n'+  b'  —  ztij: 

'= Ti '■ 

en  substituant  celle  valeur  de^  dans  la  première  équation , 
on  trouve,  après  quelques  réductions, 

(a'-b')x---a[.^^a'-b-)x-\-^!/-\-ïa-s'  +  a'-b-)  =  a. 
On  déduit  de  celte  équation 


-f)±b^j  >'-[»'- 


I  irouve  ensuite 


_  t(„.-t.-^)^„v/..-(„.-t.). 

'~  a(o'— 4') 

es  valeurs  de  x  et  y  Ibumîssent  tes  deux  solulions  < 


flii'-t-a'-i'j+W'-t-'-f'';' 

i,..^"-.')-W.'-(.'^.'7 

a(='-l') 

'                .(.■-(■) 

«(->-f_.<)-6^,--(->-ft-/ 

.     .,     *K-i'+i')+-.^.'-(-'-t)' 

,(,■-.■) 

*    '                       ,(.•-!•) 

.(.■+.._J')-iV.--(..-l-/ 

It^'-A'-t-J+aV'-i-'-'')' 

,(.•-1.) 

'                                 ,(.•-!.) 

,!'„>  -i'-,'l+fi^,*-l„'-J.'l- 

j       ^        »,,._».+,.l-.l(.-_(.._».- 
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Discussion.  Supposons  a^h.  Pour  que  les  valeurs  des 
iocoDones  soient  réelles,  il  faut  que  Ton  ait  .f*  ^  a'  —  &*, 
le  signe  ^  n^cxeluanl  pas  Tégalitë. 

La  première  solution  donne  des  valeui*s  positives  pour  x 
eib — f,  mais  la  valeur  de  y  et  celle  de  a  —  x  sont  néga- 
tives, car  chacune  d'ell(»s  est  formce  de  deux  parties  néga- 
tives. 

Dans  la  seconde  solution,  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont 

toujours  positives.   En  eilet,  le  radical  \^5*  —  (a*  —  b^)* 

étant  équivalent  a  ^(s^-ha*  —  A')  [5*  —  (a*  —  i*)j  qui 
est  la  moyenne!  proportionnelle  entre  les  deux  quantités 
Jf*-h  a* —  i*,  5'  —  (a*  —  A*  )  ^  la  valeui*  de  ce  radical  est  plus 
petite  que  s*  -f-  (a*  —  i'  ) ,  et  plus  grande  que  5'  —  («'  —  A*)  -, 
et  puisque  a  est  plus  grand  que  h ,  on  a 

a  (*'  -H  rt»  —  ^»')  >  ô  ^.t~-^' ^^^«7 

Quant  aux  valeurs  de  a — x  et^de  b — j^  poiu*  quelles 
soient  positives,  il  faut  que  l'on  ait 

b  v^;<--(fl»— ^»)»>/ï  [5'  —  (fl^  —  ^>')] 


et  a\'s'  —  {a'^  b''f<:^b{s*-ha'  —  b'); 

i*es(leux  conditions  se  réduisent  l'une  et  Tautrcà  5'<^rt'-f-A' 

Si  l'on  a  5'  =  «•  -f-  A*,  les  valeurs  de  a  —  x  et  de  6  — j , 
dans  la  seconde  solution,  sont  nulles;  par  suite,  la  valeur 
de  X  se  réduit  à  a,  et  celle  dej^  se  réduit  à  b. 

Quand  on  a  5*  =  a*  —  A*,  les  deux  solutions  ne  diilèrent 
pas; on  a  x  =  rt,  j^=  o,  a  —  x  =  o,6 — y=zb. 

Quand  on  a  .f"  <^  a*  —  i*,  le  problème  est  impossible. 

L^hypothèse  a<^b  conduit  à  des  conclusions  semblables 
à  celles  que  nous  avons  obtenues  en  supposant  a^h^  si 
ce  ifest  que  tout  ce  (jue  nous  avons  dit  de  x  et  de  a  —  x 
s  applique  alors  à  >  et  à  b — y^  ^t  vice  vend. 
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Quand  on  suppose  a  =  & ,  les  valeurs  des  inconnues  dans 
le  premier  système  sont  infinies,  et  dans  le  second  sys- 
tème, elles  deviennent  indéterminées.  En  introduisant  cette 
hypothèse  dans  les  équations,  on  trouve  qu^ elles  se  ré- 
duisent a 

(JT  —  j)  (.r  4-  ^  —  û)  =  O  ,       X-^  x  = 


na 


La  seconde  équation  exige  que  x  -hj  —  a  ne  soit  pas 
zéro:  on  ne  peut  donc  satisfaire  à  la  première  qu'en  posant 
X  — jr  =  o ,  ou  X  =y",  on  en  conclut 

j'  -h  2  «*  2/1*  —  J' 

X  = 3 1     a 


4  /i  4  ^ 

Il  resterait  à  chercher  quelle  interprétation  on  doit 
donner  aux  valeurs  négatives  des  inconnues  x,  jj  a  —  x  , 
b  —  jr.  Mais  cette  recherche  est  sans  difficulté,  et  elle 
n*o({re  que  peu  d'intérêt;  elle  acquerrait  plus  d'importance 
si ,  à  la  question  que  nous  nous  sommes  proposée ,  on  substi- 
tuait celle-ci ,  qui  donna  les  mêmes  équations  :  Inscrire 
dans  un  rectangle  donné,  dont  les  côtés  sont  a  et  b,  un 
second  rectangle  tel,  que  la  différence  des  carrés  de  ses 
côtés  soit  égale  à  un  carré  donné  s*. 

7*  Problème.  —  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  son  périmètre  2p  et  sa  surface  m*. 

Soient  x  et  jr  les  côtés  de  l'angle  droit,  et  z  l'hypo- 
ténuse ;  on  aura  les  trois  équations 

Pour  résoudre  ces  équations ,  on  prend  la  valeur  de  z  dans 
la  première  et  on  la  porte  dans  la  troisième ,  ce  qui  donne 

2/»'  — 2/>(x-|-  x)  -hxr  =  o; 

on  remplaçant  xy  par  2/w*,  on  a 

/>'  —  /;  {x   4-  /)  H-  ///'  =  O  ; 


r 
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(Juù 

«'  -H  /«' 

X  H-  ^  =  ^ 


On  conclut  de  là ,  d'après  réquatioii  .r  H-  y  H-  z  =  a/y , 

z  =  <^ ^ 

tt,  d'après  la  valeur  ci-dessus  de  .r-+-;>  cl  ré(]uatioii 
xj=  2m*,  les  deux  autres  côtés  .r  et  y  sont  les  deux  ra- 
cines de  Téquation 

X^  —  ei^t^'  X  -f-  2  w=  =  o  ; 
P 
a'  qui  donne 

/>'  -h  ///'  H-  ^//*  -h  /«*  —  6 p^  m ^ 

je  = 5 

«'  4-  ///*  —  ^/?*  -H  /w*  —  6 />'  /w^ 

r  = • 

2/> 

Discussion.  La  valeur  de  z  est  toujours  réelle;  pour 
qudie  soit  positive,  il  faut  que  p^^ni*.  Pour  que  les 
valeurs  de  .r  et  de  y  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

p^  -f-  w'  —  6y>'  ///'  ^  o , 

le  signe  >  n  excluant  pas  T^alité.  Ces  valeurs  ne  sont  ja- 
mais négatives;  car,  dans  l'équation  d'où  elles  ont  été  tirées , 
le  terme  connu  est  positif,  et  le  coefficient  du  second  terme  est 
négatif.  Les  deux  inégalités  ci-dessus  expriment  donc  toutes 
les  conditions  nécessaires  pour  la  possibilité  du  problème. 
Le  polynôme  p^  —  Gp^m?  -h  m*  est  un  trinôme  du  se- 
cond degré  par  rapport  à  /;*,  que  l'on  peut  décomposer  en 
Jeux  facteurs.  La  seconde  inégalité  devient  ainsi 

Pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  que  les  deux 
•acieurs  aient  le  même  signe.  On  doit  donc  avoir 

/>•> ///'(S  4-  2v'2}i        ou  bien       /^'<;///'(3  —  ^V^)» 
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Maïs,  d'après  la  condition  /?']>m',  on  ne  peut  admettre 
que  Tinégalilé 

/?^>/w'(3-i-2v^ï); 

d^où  Ton  conclut 


/;>  wV3-H  2^2,       ou      /?>  w  (i  4- v^a)  (n»  191).' 

Lorsqu*on  a  p  =  m{i  -+-  V^),  les  valeurs  de  j: ,  ;^  et  2 
deviennent 

/7l(2  -+-\/2) 


I  -h  \/2 


=:  m  \Zj     jr  =,  m  ^7.^     z  =  2 ///. 


La  relation;?  =  m  (i  -+-  y^a)  détermine ,  pour  chaque  va- 
leur de  m,  la  plus  petite  valeur  possible  de  /;*,  d^où  il  suit 
que,  parmi  tous  les  triangles  rectangles  qui  ont  une  sur- 
face donnée  m*,  celui  dont  le  périmètre  est  le  plus  petit 
est  celui  qui  satisfait  à  cette  relation  :  et  puisque  Ton  a 
X  =JS  ce  triangle  est  isocèle. 

La  condition  p '^  m  i^i  -\-  si 'x)  peut  s'écrire 

m  <^ n  9      on        m  <^  p  (^/â  —  1  )  • 

On  en  conclut  alors  que ,  parmi  tous  les  triangles  rectan- 
gles de  même  périmètre  2  p  ,  celui  qui  a  la  plus  grande  sur- 
face est  le  triangle  isocèle ,  lequel  est  équivalent  au  carré 

dont  le  côté  est  p  (\/2  —  1). 

8*  Problème.  —  Trouver  deux  nombres  \ety  ^  connais- 
sant  leur  produit  b  et  la  somme  a  de  leurs  can'és. 

Les  équations  du  problème  sont 

jr'  -f-  r'  =  1       J^x  ^^  ^' 

On  peut  éliminer^  entre  ces  deux  équations,  en  prenant 
la  valeur  de  y  dans  la  seconde  et  la  substituant  dans  la  pre- 
mière. On  peut  aussi  remarquer  que  Féquation  0^=  b  don- 
nant x' }  *  =  />*,  on  connaît  la  somme  et  le  produit  des  deux 
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quantités  .r*  et  >  *,  de  sorte  qu'on  pourrait  former  immé- 
diatement une  équation  du  second  degré  dont  les  racines 
donneraient  les  valeurs  de  ces  quantités;  mais  les  calculs 
sont  plus  simples  par  le  procédé  suivant. 

Kn  ajoutant  et  en  retranchant  les  deux  équations,  menibn> 
à  membre,  après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  2  ,  on  obtient 

'X  ■+-  y)^  TTz  a  -\-  Q.b  ^        (x  —  yfz=a  —  *?.  b  \ 
(iuiic 


r  -f-   >•  =  liz \a-\-7,b ^        X  —  /  =  ltvVi  —  ?.  />. 
('oi  (l(Mix  dernières  équations  donnent 

it  ^n  -I-  3t  /»  it  si  a  —  7.  h 

•'= ; ' 

'iz\n  -\-'xb'zn.\a  —  'i.b 

y  —  ^ÎT 

2 

Chaque  radical  doit  avoir  à  la  fois,  dans  l(*s  valeurs  des 
deux  inconnues,  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur; 

de  sorte  qu'en  désignant  le  premier  radical  par  2  y^A  et  le 

ï^eoiid  par  2  y  i^?  on  a  ces  quatn*  solutions  : 

^.,   I  X  =  -h  v/Â  -t-  \  B,  ^..^  j  X  =  -  v/Â  -  y  B, 

I  r  =  -h  v/A  —  y  B  ;  (  J  =  —  ^/Â  4-  y  B; 

3..    I  r  t=  -f-  yÂ  —  y^B,  (  JT  =  —  yÂ  -+-  V  B, 

I  r  rrr  -h  y/Â  4-  y'A  ;  \y  =  -  yÂ  -  y  B. 

Les  deux  dernières  solutions  ne  difTèrent  pas  des  deux 
]>ri»mières  :  ainsi  on  \\{.^\\  a  réellement  que  deux.  On  pouvait 
f  d ailleurs  prévoir,  par  la  forme  des  équations,  que  Ton  au- 
i^it  deux  solutions,  dont  Tune  se  déduirait  de  Fautre  en 
changeant  les  signes  des  valeurs  de  x  et  de  /,  puisque  ces 
^uations  restent  les  mêmes  quand  on  change*  x  en  — x 
PI)  en —  >  . 
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Quand  on  emploie,  pour  résoudre  ce  problème  ,  Tune 
des  deux  méthodes  que  nous  avons  d*abord  indiquées  ,  il  y 
a  des  radicaux  superposés  dans  les  valeurs  de  x  et  de  y  ] 
et  il  faut  appliquer  la  réduction  qui  a  été  enseignée  dans 
le  n«  491. 

9^  Problème.  —  On  donne  la  somme  a  de  deux  nombres 
et  la  somme  b  de  leurs  quatrièmes  puissances  ^  troux^cr  ces 
nombres. 

Les  équations  du  problème  sont 

(i)  j:-H7=«,  (2)  .r» -f.  r' =  ^. 

En  prenant  dans  la  première  équation  la  valeur  de  r  en 
fonction  de  x,  et  la  substituant  dans  la  seconde  équation , 
on  parvient  à  une  équation  complète  du  quatrième  degré  ; 
mais  on  peut  obtenir  une  équation  plus  simple.  A  cet  effet, 
on  élève  k  la  quatrième  puissance  les  deux  membres  de 
Téquation  (i),  ce  qui  donne 

Remplaçant  a:*-h  j*  par  h ,  et  mettant  xy  en  facteur  com- 
mun ,  il  vient 

(3)  xr  (4a;'+ 6xr  -h  4/')  =  «'  -  A- 

L'équation  (i)  donne  aussi,  en  élevant  les  deux  membres 
au  carré , 

x'  -+-/'  =  «*  —  2  xy  ; 

et  en  remplaçant,  dans  Téquation  (3),  4 -^'-1-4 y'  P^'* 
4/1*  —  8  x^,  on  parvient  h  l'équation 

xy(^a^-'  ixy)=ia^—  ij     d'où     xy  =in^'àl  >J\  (a* H-  b). 

Les  valeurs  de  x  et  de  /  sont  donc  les  racines  de  l'équation 

X»  —  flX  -h  a'±:  v^l  {a*  -4-  b)  =  o. 

En  prenant  le  signe  ■+-  devant  le  radical  y^y  (/i*  -h  i),  on 
n'obtient  que  des  racines  imaginaires.  Quand  on  prend  le 


f 
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sigiip  — j  la  nature  dvs  rariiius  clépnid  des  valeurs  de  a  vi 
de*. 

La  résolution  du  problème  dont  nous  venons  de  nous  oe- 
ruper  peut  aussi  ètn»  cffeetuée  eonime  il  suit. 

Si  l'on  considère  le  produit  .r;  eoniine  une  inconnue 
auxiliaire  représentée  par  2,  les  valeurs  de  x  et  de  y  seront 
les  racines  de  l'équation 

X^ —  fi\  -H  s  =0, 

Je  sorte  que  Ton  aura 


fi  la}  a  la"^ 

En  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  >  dans  Téqualion  (v>). 
on  obtient  une  équation  semblable  à  celle  qu'on  a  précétleni- 
nieiu  résolue,  si  ce  n'est  que  xy  est  remplacé  par  z. 

On  peut  encore  poser  x  —  )'  r=  /;  on  lire  de  cette  rc;la- 
lion,  jointe  à  Téquation  x  -h  /  =  a, 

a  -\-  t  it  —  t 

X -= 5       y -=: 

9.  9. 

Eu  substituant  ces  valeurs  de  x  et  de  /  dans  léquatiou 
x^-hy^  =  é,  et  réduisant,  on  obtient  l'équation 

?.  ^»  -i-  19.  /ï'r'-h  7.  a*  -=  ^6  b y 

^eite  équation  se  résout  par  les  règles  qui  ont  été  précédem- 
ment expliquées  (a"  189). 

10^  Problème.  —  Si  au  produit  de  deux  nomhfcs  on 
ajoute  m  J'ois  leur  somme,  on  obtient  un  nombre  donné  a  ; 
^t  si  à  lu  somme  des  can'és  de  ces  mêmes  nombres  on 
ajouté  n  fois  leiw  somme ,  on  obtient  un  autre  nombre 
donné  b.  Trouver  ces  deux  nombres. 

Soient  X  etj  les  nombres  demandés-,  on  a  les  deux  équa 
tions 

5'  tiftit.  I J 
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Eu  ajoulanl  ces  éc]ualions,  api'ès  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  première  par  2 ,  on  obtient 

(x 4- r)' -h  (2 w -f- «)  (x  +  7)  =  2rt  4-^. 

Cette  équation  fait  connaître  la  valeur  de  x-^y]  on  en 
conclut  celle  de  xy^  et  on  trouve  celles  de  x  et  dejr  par  une 
équation  du  second  degré. 

On  voit ,  dans  ce  problème  et  dans  le  précédent ,  comment 
on  peut  quelquefois  réussir  à  ramener  au  second  degré,  par 
des  artifices  de  calcul ,  ou  par  un  choix  convenable  d'incon- 
nuesy  une  question  qui ,  par  les  méthodes  ordinaires ,  con- 
duit à  une  équation  de  degré  plus  élevé. 

Il*  Problème.  —  Une  personne  possède  i3  000  francs, 
quelle  partage  en  deux  parties  inégales,  dont  elle  tire 
des  reK^enus  égaux  ^  si  elle  faisait  valoir  la  première  partie 
au  taux  de  la  seconde,  elle  en  retirerait  un  ret^enu  de 
i6o  francs^  et  si  la  seconde  partie  était  placée  au  taux  de. 
la  première  y  elle  produirait  un  reuenu  de  ^^o  francs. 
Trouver  les  deux  taux*  (Réponse  :  7  pour  1 00  et  6  pour  100 .  ) 

11^  Problème.  —  Les  trois  arêtes  d'un  paraîléUpipède 
rectangle  sont  entre  elles  comme  2  :  3  !  4  î  ^^  -y*  ^^-^  arêtes 
augmentaient  l'especfii'emcnt  de  1  mètre,  2  mètres,  3  mé- 
trées, le  volume  du  corps  augmenterait  de  i53  mètres 
cubes.  Déterminer  les  longueurs  des  arêtes,  (Réponse  : 
3  mètres,  4  mètres  7,  6  mètres.) 

13**  Problème.  —  Trouver  trois  nombres  tels,  que  les 
produits  de  chacun  d'eux  par  la  somme  des  deux  autres 
soient  20,  18  e^  14.  (Réponse  :  4»  3,  2.) 

i4*  Problème.  —  Un  nombre  est  composé  de  trois  chij- 
fres.  Le  carré  du  chiffre  des  dizaines  est  égal  au  produit 
des  chiffres  extrêmes  augmenté  de,^;  la  différence  entre 
le  double  du  chiffre  des  dizaines  et  celui  des  unités  est 
égale  au  chiffre  des  centaines  ^  et  qimndon  écrit  les  chiffres 
de  ce  nombre  dans  un  ordre  inverse,  on  obtient  un  second 
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nombre  qui,  retranché  du  premier,  donne  pour  reste  igo 
augmenté  du  chiffre  des  dizaines  commun  à  ces  deux 
nombres.  Trouver  ce  nombre,  (Réponse  :  864.) 

i5^  Problème. — Quatre  nombres  sont  en  proportion  par 
(juoùent^  la  somme  des  extrêmes  est  i4>  celle  des  moyens 
est  11^  et  la  somme  des  quatrièmes  puissances  des  quatre 
termes  est  ^4929.  Troux^er  ces  quatre  nombres,  (Réponse  : 
12,8,  3,  2.) 

16^  Problème.  —  Troui^er  les  côtés  xetj,  zetlde  deux 
rectangles  dont  on  connaît  la  somme  q  des  surfaces ,  la 
somme  a  des  bases,  et  dont  les  surfaces  dei^iennent  p  et  p', 
(jmnd  à  la  base  de  chacun  d'eux  on  donne  la  hauteur  (ie 
t autre.  (En  mettant  dans  les  formules  les  données  sui- 
vantes :  9=  10,  ^  =  3,  /?  =  4,  />'  =  4î  on  trouvera  ces 
deux  solutions  :  or  =  i ,  ^  =  2,  z  =  2,   r  =  4,  et  x  =  2, 

J=  4,Z  =  1,^=2.) 

17^  Problème.  —  Partager  les  deux  nombres  a  et  b  cha- 
cun en  deux  parties,  de  manière  que  la  somme  des  carrés 
d'une  partie  de  a  et  d'une  partie  de  h  soit  égale  à  un 
nombre  donné  p,  et  que  la  somme  des  canes  des  deux 
autres  parties  de&et  de  h  soit  égale  à  un  nombre  donné  q. 
(En  mettant  dans  les  formules  les  données  «  =  7,  i  =  1 1 , 
/)  =  i3,  q  =  89,  on  trouvera  que  les  parties  eherchées  sont 
h  5,  3  et  8.) 

18*'  Problème.  —  Troui^er  un  nombre  tel,  que  son  carré 
soit  au  produit  des  différences  de  ce  nombre  à  deux  nom- 
bres donnés  a  ef  b  dans  le  rapport  de  ip  à  q.  (En  mettant 
«lans  la  formule  les  données  a  =  3,  fe  =  2,  p=  3, 17  =  i , 
on  trouvera  pour  le  nombre  demandé  les  deux  valeurs 


i3 
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Des  questions  de  maximum  et  de  minimum  que  l'on 
peut  faire  dépendre  des  équations  du  second  degré. 

498.  On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  maximum  y 
quand  elle  atteint  une  valeur  au  delà  de  laquelle  elle  ne 
peut  pas  croître  ^  et  qu'elle  est  minimum  y  quand  elle  at- 
teint une  valeur  au-dessous  de  laquelle  elle  ne  peut  pas 
décroître.  Ainsi,  suivant  ce  que  Ton  a  vu  dans  le  n*'  188, 
le  produit  de  deux  nombres  dont  la  somme  est  constante , 
est  maximum  quand  les  deux  nombres  sont  égaux. 

Cette  proposition  peut  être  étendue  à  un  produit  d*un 
nombre  quelconque  de  facteurs  \  c'est-à-dire  que  le  produit 
de  m  nombres  a  ,  b ,  c ,  d ,  etc.,  dont  la  somme  doit  rester 
constante  y  est  maxim^um  quand  ces  nomhrcs  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  supposons  qu'on  ait  formé  le  pro- 
duit maximum  \  si  deux'des  facteurs ,  a  et  & ,  sont  inégaux  ^ 
on  n^altérera  pas  la  somme  en  remplaçant  chacun  de  ces 

deux  facteurs  par  leur  demi-somme \    mais,  puisque 

[a-^b\[a-\-b\  j 

( j  I 1  j>  ao  ^  on  aura  aussi 

I I  f j  cd,  .  .  >  abcd.  . .  . 

Le  produit  maximum  ne  peut  donc  être  que   relui  doni 
tous  les  facteurs  sont  égaux. 

199.  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  conduit  à 
cette  autre  :  La  somme  de  m  nombres  a ,  b,  c ,  d ,  etc. ,  qui 
doiifent  donner  un  produit  constant  y  est  minimum  quand 
ces  nombres  sont  égaux.  Car,  en  nommant  P  la  valeur 
constante  du  produit  des  m  nombres,  S  la  somme  de  ces 
nombres  quand  ils  sont  égaux ,  et  S'  un  nombre  moindre 
que  S,  le  plus  grand  produit  de  m  nombres  donnant  une 
somme   égale  à  S',   sera  celui  qu'on  obtiendra  quand  les 
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I.H (CUIS  boroiM  cî^aiix,  cl  il  scia  moiiuire  (jur  le  produit  P 
kirs  m  iiombieâ  ét;aii\  <l«»nl  la  suiuiiic  est  S  :  il  est  donc 
iu)|)ossil»l(î  d'ohlonir  une  somme  S'  <^  S  avec  m  nombres 
ilonl  Ui  produit  rsl  V. 

!iOO.  Couiiidérons  le  Irinùme  du  second  degié 

.r  ■+-  px  -+-  <y. 

On  a  V  u  que,  lorsque  les  racines  de  r(M[iialion  x*- -h/>x-|-^=:o 
m\\,  imaginaires,  le  trinôme  proposé  est  minimum  pour 
r=-!/i(nM8G). 

Supposons  que  l'équation  x^  -h  px  -f-  7  =^  o  ail  deux  ra- 
cines réelles  et  inégale.*»;  nommons-les  Ji'  et  j",  et  soit 
t'  <^x"  \  on  a  alors 

X-  -f-  /AC  -\~  tf  :=z  [x  —  x)  [x  —  x"). 

Pour  les  \aleurs  de  x  plus  grandes  que  x",  la  valeur  du  lii- 
nôme  x*  -f-  px  -+-  q  est  positive  ;  et  lorsque  x  augmente  de- 
puis x"  jusqu'à  -r  Qo  ,  la  valeur  du  trinôme  augmente  de- 
puis zéro  jusqu'à  -f-  00  .  Pour  les  valeurs  de  x  plus  petites 
'jue  x\  les  dcîHX  facteurs  x  —  x'  et  x  —  x"  sont  négatifs^ 
•lonc  leur  produit  est  positif.  Si  Ton  change  les  signes  de  ces 
lailcurs,  ils  sont  x'  —  x  et  x" — *x\  et  quand  a:  décroît 
Jcpuis  x'  jusqu'à  —  00  ,  leurs  valeurs  augiuentenl  jusqu'à 
-h  X  .  Donc  la  valeur  du  trinôme  augmente  depuis  zéro 
|us(|u'à  -f-  00  . 

(^uand  la  valeur  dex' est  comprise  entrejt'etjf'',  le  premier 
lactcur  est  positif  et  Taulre  est  négatif^  donc  le  produit  est 
ni^alîf.  On  peut  écrire  ce  produit  ainsi  : 

U  valeur  de  Jt"  n^stant  comprise  entre  x'  et  x'\  lc;s  deux 
t^atUîurs  X — x'  et  Jt"  —  x  sont  positifs,  et  leur  somme 
'sU'oustante  et  égale  à  x"  —  a:';  la  valeur  absolue  du  pro- 
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duil  est  donc  maximum  quand  les  deux  facteurs  sont  ^aux. 
On  a  alors 

x'  -f-  x"                                                (x"  —  x'Y 
X  =  et     x^  -\- px  '\-  q  z=i ^  .' 

2  '^  4 

La  valeur  —  {  (x"  —  x')*  est  un  minimum ,  puisqu'elle  est 
négative  et  surpasse  en  valeur  absolue  toutes  les  autres  va- 
leurs négatives  du  trinôme. 

On  parvient  à  la  même  conclusion ,  en  écrivant  le  tri- 
nôme  x^  -h  px  -h  9  de  cette  manière  : 


Lorsque  la  valeur  de  a:  H-  ^  /^  est  comprise  entre  —  y/ 1  p*  —  q 

ei-h^jp*  —  ^,  la  quantité  ci-dessus  est  négative,  et  elle 
a  la  plus  grande  valeur  absolue  quand  la  partie  positive 
(x  -h-j  py  est  nulle ,  c'est-à-dire  quand  x  =  —  f  p  ;  elle 
est  alors  —  (tP*  —  </)•  Ces  résultats  ne  diflfèrent  pas  des 
précédents  ;  car  —  fp  est  la  demi-somme  des  racines  x'  et  x^\ 
et  (7  p'  —  g)  est  le  carré  de  la  moitié  de  leur  différence. 

201.  On  peut  résoudre  plusieurs  autres  questions  de 
maximum  ou  de  minimum,  à  l'aidç  des  principes  qui  ont 
été  exposés  dans  ce  chapitre.  A  cet  effet,  on  suppose  que 
l'expression  dont  on  veut  trouver  le  maximum  ou  le  mini- 
mum doive  prendre  une  valeur  déterminée,  et  Ton  cherche 
les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  supposition  con- 
duise à  des  valeurs  réelles  de  l'inconnue,  ou  des  incon- 
nues contenues  dans  l'expression  proposée  ,  et  pour  que 
ces  valeurs  soient  positives ,  si  la  question  l'exige  :  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  demandé  résulte  de  ces  conditions. 
Si  Ton  demande ,  par  exemple ,  quel  est ,  parmi  tous  les 
triangles  rectangles  qui  ont  une  surface  donnée  ni^^  celui 
dont  le  périmètn*  est  minimum ,  on  supposera  que  le  péri- 
mèlrr  soit  donné;  la  qursiion   drvi«*ndra  \c  problème  7', 
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(page  188)  ,  par  lequel  on  a  vu  que  le  périinèlrc  minimum 
«i  celui  du  triangle  isocèle? ,  et  que  sa  valeur  est  m  (^  —  i). 

202.  On  parvient,  de  celte  manière^  à  trouver  lc»s  va- 
leurs maximum  et  minimum  de  toutes  les  fonctions  de 
celte  forme 


.} 


X'. 

Si  Ton  pose 


bx 


'\r 


ax'  -\-  ox  -\-  c 


/ïi-  +  b' x-\-  c' 


ax^  -\-  bx-h  c 


«Ttie  équation  fera  connaître  les  valeurs  de  x  pour 
chaque  valeur  de  j^,  et  il  faudra  que  la  valeur  dey  soit 
lelle,  que  l'on  obtienne  des  valeurs  réelles  de  j:.  En  chas- 
sant les  dénominateurs  et  réduisant ,  on  a 

i3  (rt  —  a'f)  j:'  H-  (6  —  b'y)  x  -+-  f  —  c'y  =r  o. 

la  condition  de  réalité  des  valeurs  de  x  est 

le  signe  >  n*excluant  pas  l'égalité. 

En  réduisant  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  on  a 
une  quantité  de  cette  forme ,  '^y^  +pj  -h  ç^  n  pouvant  être 
I>ositif,  négatif  ou  nul;  et  il  peut  arriver  que  Tinégalité  soit 
satisfaite  par  toutes  les  valeurs  dej^,  ou  qu'elle  ne  comporte 
quedes  valeurs  àey  comprises  dans  de  certaines  limites.  Dans 
le  premier  cas,  la  fraction  proposée  pourra  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles  ;  dans  le  second  cas,  cette  fraction  aura  pour 
luaximum  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  y,  et  elle  aura 
|)our  minimum  la  limite  inférieure  de  ces  valeurs.  Wous 
ne  nous  arrêterons  pas  à  discuter  d'une  manière  générale 
lesditlérentes  circonstances  que  pourra  présenter  Tinéga- 
l'ié  (4),  parce  que  Ton  doit  oj>érer  dinM'lmient  sur  chaque 
'^'mpir.  Quand  \v  roeffiricint  n  de  >  '  n'est  pas  nul.  dans 
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lincgalilé  (4),  ou  détermine  les  limites  des  valeurs  do  >  , 
qui  véiifieiil  cette  inégalité ,  comme  cela  a  clé  expliqué  daus 
le  n'^  186. 

ip*'  Problème. — Partager  un  nombre  donné  2  a  en  deidjr 
^  parties  telles,  que  la  somme  de  leurs  carres  soit  minimiun  . 
En  désignant  les  deux  parties  par  x  et/,  on  a 

jc-  -+-  r'  =  (wT  -H  y)*  —  nxy  z=i  ^a^  —  2  jcy. 

11  suit  de  là  que  la  âomme  x^  +/^  sera  minimiun  quand  le 
produit  xy  sera  maximum:  par  conséquent,  pour  x  =y  ^ 
cette  somme  sera  d'autant  plus  grande  que  le  produit  xy 
sera  plus  petit,  et  elle  sera  la  plus  grande  possible,  en 
n^admettant  point  de  valeurs  négatives  pour  x  ety,  quand 
une  des  parties  sera  zéro. 

ao*"  Problème.  —  Partager  un  nombre  donné  en  deux 
parties,  de  telle  sorte  que  la  somme  des  deux  quotients 
quon  obtiendra  en  divisant  chacune  des  deux  parties 
par  t autre,  soit  minimum. 

Nommons  x  eiy  les  deux  parties.  On  aura  à  chercher 
le  minimum  de 

y        X 

Or,  le  produit  des  deux  parties  de  cette  somme  étant  con- 
stant, la  somme  est  minimum  quand  les  deux  parties  sont 
égales;  d'où  Ton  conclut  x  =:  y .W  faudra  donc  partager  le 
nombre  donne  en  deux  parties  égales. 

La  somme  proposée  peut  être  rendue  aussi  grande  qu'on 
le  veut,  puisqu'on  peut  prendre  une  des  parties  x  et  y 
aussi  petite  qu'on  le  veut. 

t>r'  Problème.  —  Ttvu^er  le  maximum  et  le  minimum 

.,_4 


de  la  fraction  - 


3ar  —  3 


Kn  irprcschlanl  pat  )  une  ^ah'ui  quelconque  de  la  fiac 


/ 
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non  projwïsor  ,  <u\  a  I  rciualion 


=  >  ;      ci  oii     jj    —  ('S  y  -t-  lit  —  3>  H-  4  =  ^• 


^       4         ,  .      A\.:.      ,  .,        ri.     :    .»  .         i.    I    i  — 


/  —  3  ^  —  3 

Pour  (|irellc  donne  des  valeurs  réelles  de  .r,  il  faut  que 
î3>4-i)'  —  4.>  (4  ■"  3/)  >  o,     ou     :^i>'— io>-+  i]>o, 

«l,  vu  décomposant  en  fadeurs  le  premier  membre  de  l'i 

négalité , 

^iU  -i)  (7-T)><»i 
«1  où  Ton  conclut 

r>-;,   ou  /<■;, 

le  si^ne  d'inégalité  u'cxcluanl  pas  d'ailleurs  légalité. 

11  résulte  de  là  que  la  fraction  proposée  peut  prendre 

toutes  les  valeurs  comprises  entre  —  oc  et  ^ ,  et  toutes  les 

valeurs  comprises  entre  ^  et  -h  oo  ;  et  qu'elle  ne  peut  ac- 

j     quérir  aucune  valeur  comprise  entre  1  et  ^.  -1  est  le  maxi- 

I     mum  des  valeurs  comprises  entre  cette  limite  et  —  oc  ,  et 

est  le  minimum  des  valeurs  comprises  entre  cette  limite 

••l  -h  X  . 

Si  Ton  veut  obtenir  les  valeurs  de  x\  correspondantes  à 
(csdeux  limites,  on  remarquera  que,  pour  y  =  ■  et  pour 
)  =  •; ,  les  racines  de  Téquation  entre  x  et  y  sont  égales^ 
d'où  il  suit  que  chacune  dV*lles  est  la  moitié  de  leur  somme. 

^u ^ —  En  faisant,  dans  cette  expression,  y  =-\^  on 

trouve  JC  =  5,  et  en  faisant  >  =  ^  ,  on  trouve  x  =  i. 

22*  Problème.  —  Quel  Càt ,  parmi  tous  les  rectangles 
(juc  Ton  peut  i/tscrire  dans  un  triangle  donnée  celui  dont 
^(imrjace  est  maximum  ?  (Réponse  :  celui  dont  la  hauteur 
<'H  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle.) 

'/i'  ProblLmk..  —  ()uel  (>t.  parmi  /o//>  les  triangles 
'^Uaiii^lts  de  menu  peritnctn  .  relui  qui  jouit  de  celte 
^'oprivté  (pie  la  prrpenduulairc  alniissêe  du  commet  de 
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V angle  droit  sur  V hypoténuse  est  maximum?  (Réponse: 
le  triangle  isocèle.) 

24*"  Problème.  —  Trouv^er  la  limite  supérieure  des  va- 

1  1     1    r-      '        4  {-"^  "+-  2) 

leurs  positivées  que  peut  prendre  la  jraction  y   ^     a ^ 

m  supposant  i*^  que  x  peut  recevoir  des  valeurs  négatives: 
tP  que  X  ne  peut  recev^oir  que  des  valeurs  positives,  (Dans 
le  premier  cas,  la  limite  cherchée  est  i,  et  elle  répond  à 
X  =.  —  ^  ;  dans  le  second  cas ,  la  limite  cherchée  est  \ ,  ei 
elle  répond  à  j:  =  o.) 

2 5'  Problème.  —  Tromper  les  limites  des  valeurs  posi- 

X   \    2 
tives  que  peut  prendre  la  fraction  — 5 quand  on 

X    ^■~"  o  X     I     2 

n^attnhue  à  x  que  {les  valeurs  positivées,  (Réponse  :  -h» 
pour  jr  =  1  et  a:  =  2,  et  zéro  pour  x  =  00  .  ) 

26*^  Problème.  —   Trou\*er  les  limites  des  valeurs  posi- 

2  X  ^^  1 
ti\*es  que  peut  prendre  la  fraction  -^ >  quand  on  n  al- 

tribue  à  x  que  des  valeurs  positivées,  (Réponse  :  zéi*o  ctoo .) 


CHAPITRE  SEPTIÈME. 

DES   EXPRESSIONS    IMAGINAIRES.    RÉSOLUTION    céNÉRALE    DE 
L*£Q1IATI0N   DU   TROISIÈME   DEGRÉ. 


Réduction  des  expressions  imaginaires  du  second 

degré  à  la  forme  a  -h  6  \/—  i.  Module,  Addition, 
soustraction  y  multiplication  y  dii^ision  des  exprès^ 

sions  de  la  forme  a  +  6  V—  i. 

• 

S03.  Quoique  rindication  de  la  racine  carrée  d'une  quan- 
tité négative  ne  soit  que  le  symbole  d'une  opération  im- 
possible, cependant  les  algébristes  mettent  ces  sortes  de 
racines  au  rang  des  quantités,  et  ils  les  emploient  fré- 
quemment dans  leurs  calculs  au  moyen  d'un  petit  nombre 
de  conventions. 

Soit  6  ime  quantité  réelle  quelconque  -,  les  racines  carrées 

de  la  quantité  négative  — 6'  seront  exprimées  par  zii  \/ —  6*. 
Mais  la  quantité  négative  —  6*  étant  le  produit  de  S*  par 
—  I ,  si  l'on  suppose  que  les  racines  carrées  de  ce  produit 
peuvent  être  formées,  comme  dans  le  cas  où  les  facteurs 
sont  positifs,  en  multipliant  entre  elles  les  racines  carrées 
des  facteurs,  les  racines  carrées  de  —  6*  seront  exprimées 

par  zt.  S  V —  1  •  On  peut  donc  convenir  que  les  expressions 

=t:  v —  6'  et  db  6  y— i  seront  regardées  connue  équiva- 
lentes -,  de  cette  manière  on  n'a  plus  à  considérer  dans  les 

«aïeuls  d'autre  radical  imaginaire  que  v' —  i . 

Lorsque  les  racines  d'une  équation  complète  du  second 
dvgré  sont  imaginaires,  elles  sont  de  cette  forme 

.r  =  a±^—  ^\      ou      X  =  a  db  6  ^ —  i . 

On  donne*  généralement  le  nom  A  expression  imaginaire  à 
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louie  expression  qui  nVsl  susceptible  d'aucune  valeur  révlK^ 

positive  ou  uégalive.  Mais  les  expressions  imaginaires  telles 

que  a±ë  y— i  sont  les  seules  qu'on  emploie  dans  les  cal- 
culs algébriques  ^  et  lorsque  nous  nous  servirons  de  la  dé— 
nomination  d^expression  imaginaire,  on  devra  entendre 
qu'il  s'agit  d'une  expression  de  cette  forme. 

Lorsque  le  coefficient  S  de  y— i  devient  nul ,  le  terme 
6  v^ —  I  est  regardé  comme  réduit  à  zéro.  Par  cette  conven- 
tion ,  Texpression  a  rb  6  y —  i  se  réduit  à  la  cpiantité  réelle 
oc'^  de  sorte  que  les  expressions  imaginaires  comprennent 
comme  cas  particulier  les  quantités  réelles. 

Il  est  évident  que,  pour  que  deux  expressions  imaginaires 
soient  égales,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  égalité  entre  les 
parties  réelles  de  ces  expressions,  et  entre  les  coefficients  de 

V^ —  I .  Ainsi ,  une  équation  entre  des  quantités  imaginaires 
est  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre 
des  quantités  réelles.  Par  exemple,  l'équation 

a -h  S  v^— I  =  Y -j- Jy^ — I 
représente  à  la  fois  les  deux  équations  réelles 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées 
quand  elles  ne  diilèrent  que  par  le  signe  du  coefficient  de 

^ —  I ,  comme 


a  -h  6  v'—  I      et      a  —  6  y —  I . 

204.  On  applique  aux  expressions  imaginaires  les  règles 
ordinaires  du  calcul,  en  observant  que,  lorsque  Ton  a  à 

multiplier  le  symbole  y — i  par  lui-même,  il  faut  ad- 
mettre, d'après  la  signification  du  signe  y  ,  (|ue  le  pro- 
rluit  est  —  I . 

VjU  ronsidéranl  seulement  deux  expressions  imaginaire»* 
la  bomm(*,  la  (liHéieacc  et  le  produit  de  ces  expressions  se 
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lormcronl  roinme  on  le  voil  dans  U's  rj^alilrs  rtnlessous  : 

^a  +  6  V^^^O  -f-  (7  -h  0  V^~)  =  a  4-  7  -i-  (C  H-  rî)  \/^  , 
(a  -h  6  V^^)  —  (7  +  ^  v/~)  =  a  —  7  H-  (6  —  (î)  v^^, 
(2  +  ^5  V'— î)  (74-5  V^~)  =  27  —  ^^  4-  (a»?  4-  Ç7)  v/^  . 

En  ajoutant  les  expressions  conjuguées 

)ii  obtient  une  quantité  réelle  2  a;  le  produit  des  mômes 
'^pressions  est  aussi  une  quantité  réelle  «^4-  6*. 

La  valeur   absolue  de  la  racine  carrée  de  la  quantité 
r4-S*  est  ce  qu'on  nomme  le  module  de  chacune  des 

expressions  «4-6  y —  i  ^  «  —  6  v^ —  i .  Il  suit  de  cette  défi- 
oition  que  le  module  d'uue  quantité  réelle  est  la  valeur 
absolue  de  cette  quantité. 

Pour  que  le  module  v'a*4-6*  soit  nul,  il  faut  qu'on 
ail  en  même  temps  a  =  o ,  6  =  0^  dans  ce  cas ,  l'expression 

2  4-6  y —  I  devient  zéro.  Réciproquement,  pour  que  Tex- 

prcssion  «4-6  y— i  soit  nulle,  il  faut  que  son  module  soii 
nul,  puisque  Ton  doit  avoir  a  =  o  et  6  =  0. 

L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  entraine  l'éga- 
lité de  leurs  modules;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie. 

205.   Le  module  de  l'expression  imaginaire  qu'on  a  oh- 
leiiuc  en  multipliant  «4-6  ^ —  i  par  7  4-  îî  ^ —  i,  est 

y^[(a7  — (5(ÎV4-(a^4-^y)»J. 
Or  on  a 

(ay  —  ^Sy  4-  (aS  4-  «7)'  =  (a=^  4-  6')  (7'  4-  S'). 

Le  module  ci-dessus  est  donc  égal  à  v^(a*4-6*)  (y'-hcî*), 
ce  qui  revient  à 

y^?n"^X  v^7'4-  S'. 
Il  fuit  de  là  tjue  /r  module  du  pi oduil  dv  deux  faclvur.^ 


2o6  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

imaginaires  est  égal  au  produit  des  modides  des  deuxj'rzo- 
teurs^  d'où  l'on  conclut  que  le  module  du  produit  d'té.n 
nombre  quelconque  de  facteurs  imaginaires  est  égal  an 
produit  des  modules  des  facteurs  (*). 

Pour  qu'un  produit  de  plusieurs  facteurs  imaginaires 
soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  le  module  de  ce  produit  soit 
nul  (n^  204>).  Or,  ce  module  étant  le  produit  des  modules 
des  facteurs  imaginaires ,  qui  sont  des  quantités  réelles,  il 
ne  peut  être  nul  qu'autant  que  le  module  de  l'un  des  fac- 
teurs est  zéro,  ce  qui  exige  que  l'un  des  facteurs  imagi- 
naires soit  nul.  Donc,  pour  quun  produit  de  facteurs 
imaginaires  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  Vun  desfac— 
teurs  soit  nul. 

206.  En  formant,  par  des  multiplications  successives, 
les  puissances  de  \/ —  i ,  on  trouve  d'abord 


(v/— )*=-v^,    (^/~r  = 


-f-  I. 


La  puissance  quatrième  étant  H-  i,  si  l'on  formait  les  puis- 
sances supérieures ,  on   retrouverait    périodiquement  les 


(*)  D'«prè8  Pégalité  (a*  -h  6*)  (y*  -h  J')  =  {et/  -  6oT  -+-  (aj  -+-  6/;»,  /e 
produit  de  deux  nombres  q  ui  sont  chacun  la  somme  de  deux  carrés ,  est  aussi  la 
somme  de  deux  carrés.  La  manière  dont  on  parvient  ici  à  ce  théorème  est 
un  exemple  remarquable  do  la  liaison  qui  peut  souvent  exister  entre  des 
propriétés  en  apjSarence  très-éloignées  le«  unes  des  autres. 

En  échangeant  entre  elles  les  lettres  y  et  S,  dans  Tégalité  ci-dessus,  on 
obtient  la  suivante  :  (a»  -♦-  6';  y*  -h  â*)  =  (aJ  —  €/)•  -h  (ay  -+-  €<?)•.  Ainsi , 
il  y  a  toujours  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés  le  produit  de  deux 
nombres  dont  chacun  est  la  somme  de  deux  carrés. 

Ce  théorème  conduit  à  un  autre  plus  général  y  savoir,  que  le  produit  des 
facteurs  a'  +  n  S*  et  y*  •+•  n  i*  peut  être  exprimé  de  deux  manières  diffé- 
rentes ,  par  une  somme  de  la  forme  A*  -4-  n  B*.  Pour  démontrer  ce  dernier 

théorème,  il  suffit  de  remplacer  dans  les  égalités  ci-cicfisus  6  par  6  0î  et  0^ 

par  J  ^. 
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quatre  résultats 

\/^,     —I,     — V— ï>     *^ï- 

Sî  Ton  représente  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 
tous  les  nombres  entiers  seront  compris  dans  les  quatre 
expressions  ^n^  /^n  -^i^  4  '*  ■+■  2,  4  '^  -+"  3,  et  on  aura 

toutes  les  puissances  de  y^ — i  par  les  formules 

(v/3T)-   =4-.,    (v^y"-^'=  +  v'=T, 

207.  Soit  à  diviser  l'expression  imaginaire  a  -h  6  v — i 
par  une  quantité  réelle  7.  Si  l'on  suppose  que  le  quotient 

soit  p  -h  (/  >l — 19  il  faudra  que  l'on  ait 
ou  bien 

La  dernière  égalité  exige  que  py=za^  qy  =  &,  d*où p  =-0 

#7  =  - .  le  quotient  est  donc  -  -h  -  s/ —  i  • 

Soit  à  diviser  l'expression  imaginaire  a -\- S' ^ — i  par 
y  -hâ  V — i-  Supposons  que  le  quotient  puisse  être  exprimé 
par  p  -h  q  y — i  ;  on  devra  avoir 

ce  qui  revient  à 


py  ^  qS  ^  {pS  ^  qy)  ^—  I  ==  a  -h  6  >/—  i . 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autres 

py  —  q$  =z  a,      pS  -^  qy=.  ^i. 

On  lire  de  celles-ci 

«7  4-  60  67  —  a^ 
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Iiî  quolicmt  drniandr  est  doni- 

jty  -I-  ho        fjy  —  xQ    . 

On  parvieiil  au  même  résultai  en  «indiquant  le  quoii(*n( 
par  une  fraction,  et  en  multipliant  les  deux  termes  df  celtr 

fraction  par  y  —  ô  si — i  ;  car  on  trouve  ainsi 

y -h  S  \J^^       (7  -H  ^  \^^i)  (7  —  ^  \^— ~ï) 

_  a7  -H  g^  -h  (67  —  «*?)  \/~  _  :*7  +  6^        C7  —  uo   ^  - 
—  7'-f-5'  —   y'-h^    "*"   7'  +  ^'  ^''' 

il  résulte  du  principe  «jui  a  été  établi  dans  le  n°  205,  qu» 
/r  module  du  quolieïU  de  deux  expiassions  imaginnircs  cfl 
le  quotient  de  leurs  modules;  et  on  peut  le  vérîfiei 
moyen  de  l'expression  ri-dessus  du  quotient. 


au 


Racines  cances  de  a  -h  g  y'  —  i .  —  Considérations 
sur  les  valeurs  algébriques  des  racines  de  tous  les 
degrés. 

208.  On  peut  obtenir  les  racines  carrées  de  Texprcssiou 

ct±£  ^ — I  par  les  formules  (8)  et  (9)  du  n"  191  ;  il  suffit 
de  remplacer,  dans  ces  formules,  n  par  a  et  h  par  —  c';  on 
trouve  ainsi 


(0  v«+^v'~'  =  v — h —  +  V^ — i — ^ 

, , /a  -h  v'a'  -i^  Ô-         4  /v/a'  +  6'  — -  a    / — 

(2)  v^«  -  ^  v^^  =  V  — ^ —  +  V   — T —  ^ 

Il  suit  de  là  qu'une  expression  imaginaire,  a  H-  c  v' — ' 
a,  ï'ommc  une  quantité  réelle,  deux  racines  carrées  Je  I: 
même  forme;  «'ar,  dans  rliarnne  dis  formules  (1)  vi  (')•  " 
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(aile  du  socuiiil  nioinbiv  iic>  changera  pas  ,  si  roii  change  à 
la  fois  le  signe  de  la  partie  réelle  et  relui  du  coefficient  de 

S~i.  

Pour  rc»connaîlrc  si  rcxprcssion  a  -h  6  ^ — i  a  d'autres 

racines  carrées  que  celles  qui  sont  données  par  les  formules 

(i)  et  (2),  il  faut  chercher  tous  les  couples  de  valeurs  réelles 

Jex et  dey  qui  vérifient  l'équation 

Cette  équation  se  partage  en  deux  autres  : 

x'  —  j*  :=  a ,      2  .rj  =  6. 

On  conclut  de  celles-ci,  en  les  élevant  au  carré  et  les  ajou- 
tant, 

par  suite  on  a 


r'  = )      <l  ou      .r  =  it  1/ 


-h  6'  -f-  a 


'■  =  - — ; — '    '^''''   v  =  ±y/ , 

Les  valeurs  de  x  et  de  j^  devant  être  réelles,  la  somme 
r'4-7'  doit  être  une  quantité  positive,  en  sorte  qu'il  faut 
ne  prendre  pour  cette  somme  que  la   valeur  absolue  de; 

Va*  4-  6'  ;  de  plus,  les  valeurs  de  x  et  de  y  devant  vérifiei- 
léquation  a ay  =  6,  il  faut  qu'elles  aient  le  même  signe 
lorsque  6  est  une  quantité  positive,  et  des  signes  contraires 
lorsque  6  est  une  quantité  négative. 

On  conclut  de  là  que  l'expression  a -h  6  v^ — i  a  seule- 
ment deux  racines  carrées  de  la  forme  x  -|- j  y — '?  et  qui 
soni  égales  et  de  signes  contraires.  En  exprimant ,  suivant 
les  notations  ordinaires,   ces  deux    racines  carrées   par 
5«  édit.  i4 
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dt  V  a  4-  6  si —  I ,  on  aura,  si  6  est  positif, 


(3) 


(4) 


±  V'^^TiT^  =  ±  (y/Va' +6'  + a  ^  ^N/a'-^^6.-a  ^^', 

Si  6  est  négatif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'expres- 
sion proposée  est  a  —  6  v^ —  i,  6  étant  positif,  les  deux  ra- 
cines carrées  de  cette  expression  seront  données  par  la  for- 
mule 

On  peut  remplacer  les  formules  (3)  et  (4)  par  d'autres 
qui  s'appliquent  à  la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives 
de  6.  Pour  cela ,  après  avoir  déterminé  la  valeur  de  ruiii* 
des  inconnues  x  ou  y  coinme  ci-dessus,  il  faut  déterminer 
la  valeur  de  Tautre  inconnue  au  moyen  de  l'équation 
2jr>  =  S.  On  trouve  ainsi 


/y  fl^'lf-  f?  -4-  «  e 

•r  =:  di  y — ,    7  =  ±:    _  • 

ou  ,  ce  qui  revient  au  même , 


=±0^ 


a-  4-  6'  —  a 
7  =  ni  1/ 5       r 


sf^  VV'a'  -f-  6'  —  oc 

On  a  donc 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  ±N/a-f  gy/ITT^  +  f        _:^.-^+J'l^^'^yf~\ 

209.  Si  l'on  veut  avoir  les  racines  carrées  de  -h  y —  i  et 
de  —  V —  i ,  il  faudra  iairc ,  dans  les  formules  (3)  et  (4) , 


[ 
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a  =  0  et  c=  I  ;  on  trouvera  ainsi 


±V-hV— i=± 


±y— yCTTrrit 


V2 


V^ 


Les  racines  carrées  de  -h  \^ —  i  et  de  —  ^ —  1  sont  les  va- 
leurs qu^on  obtiendrait  pour  z  eu  considérant  Téquation 
-*= — I  ;  car  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  :  (c*)*  = — i , 

d'où -3*  =dz  ^ —  I.  D'un  autre  côté,  l'équation  z*  =  —  i 
exprime  que  z  est  une  racine  quatrième  de  —  i .  On  voit 
donc  qu'il  y  a  quatre  racines  quatrièmes  de  —  i ,  qui  sont  : 

i-f-  ^ —  I  I  -h  ^ —  I  I  —  V —  '   '  ï  —  ^ —  ï 

210.  Pour  obtenir  les  racines  quatrièmes  d'une  quantité 
cpielconque  A ,  il  faut  résoudre  l'équation 

Supposons  d'abord  que  la  quantité  A  soit  positive.  Dési- 
gnons par  a  le  nombre  dont  la  quatrième  puissance  est  égale 
à  A,  et  posons  z  =z  ay\  l'équation  z*  =  A  deviendra 

fl*^*  =  rt%     d*où     ^*  r=:  I ,     ou  bien     y^  —  1  =  0. 

)*—  I  étant  le  produit  de  j'  —  i  par  y'  -f- 1 ,  l'équation 
/  —  I  =  o  peut  être  remplacée  par  les  suivantes  : 

/'  —  1  =  0     et     v=  -f-  I  =  o. 

La  première    donne   y  =  ±:  1  ,    et    la    seconde    donne 

7=4:  V —  I .  En  multipliant  les  quatre  valeurs  àey  par  a, 
on  a  quatre  racines  quatrièmes  de  A ,  qui  sofit  :  4-/2,  —  /i , 

Si  la  quantité  dont  on  veut  avoir  les  racines  quatrièmes 

.4. 
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est  négative ,  en  la  représentant  par  —  A ,  il  faudra  résoudre 
Téquation 


r  =  —  A. 


Représentons  encore  par  a  le  nombre  dont  la  quatrième 
puissance  est  égale  à  A,  et  posons  z:=:ay^  Téquation 
z*  = —  A  se  changera  dans  la  suivante  : 

«*7*  =  — û»,       ou      jr<=:—  I. 

11  suit  de  là  que  Ion  aura  toutes  les  racines  quatrièmes  de 

—  A ,  en  multipliant  par  a  les  racines  quatrièmes  de i , 

que  nous  avons  obtenues  dans  le  numéro  précédent. 

211.  Soient  k  un  nombre  entier  quelconque  et  A  une 
quantité  réelle  ou  même  une  expression  imaginaire  :  si  Ton 
pose  l'équation 

(7)  ^^=A, 

les  valeurs  de  z  qui  satisferont  à  cette  équation  seront  les 
racines  de  A,  du  degré  2*.  Or,  z'*  étant  le  carré  de  r'*"', 
les  valeurs  de  z*  "'  seront  les  deux  racines  carrées  de  A . 
De  ces  deux  valeurs  de  z*  '  on  déduira  de  même  deux 
valeurs  de  z'     .  Chacune  de  celles-ci  donnera  pareillement 

deux  valeurs  de  z'  .  En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra , 
par  des  extractions  successives  de  racines  carrées ,  un  nom- 
bre de  valeurs  de  z  égal  à  2*  ;  toutes  ces  valeurs  étant  des 
expressions  de  la  forme  p-^-q  ^ —  i ,  puisque  les  racines 
carrées  d'une  telle  expression  sont  des  expressions  de  la 
même  forme. 

Il  est  facile  de  prouver  que  toutes  les  valeurs  de  z  que  l'on 
obtiendra  par  ces  calculs  seront  différentes  ;  il  suffit  pour 
cela  de  faire  voir  que ,  si  cette  proposition  est  vraie  pour 
l'équation  z'  '=  A,  elle  sera  vraie  aussi  pour  lequation 
z^  =  A.  Or,  •  soient  m  -h  n  sj—i ,  et  /«'  -f-  n'  \l—  i  deux 
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valeurs  dillëreiiles  de  z  qui  satisfont  à  récjuatioii  2^  "'  =  A  ^ 

les  valeui*s  corrcspoudaiilcs  de  z  pour  Téquatiou  2*  =  A  se- 
ront les  racines  carrées  de  ces  deux  expressions  imaginaires. 
Mais,  d'après  les  formules  du  n^  208,  les  deux  racines  car- 
rées de  m-h  n  >l —  I  seront  diilérentes  Tune  de  Fautix:. 

Celles  de  m'  +  /iV — i  seront  aussi  différentes  Tune  de 
laùirc;  de  plus,  chacune  d'elles  sera  dilférente  des  deux 
laciucs  carrées  de  la  premièn;  expression  ^  autrement ,  eu 
élevant  ces  racines  au  carré,  on  aurait  le  même  résultat,  et 

les  expressions  m  -I-  n  y—i  et  m'  -h  n'  y' —  i  ne  seraient 
pas  différentes ,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition. 

212.  Si  Ton  considère  l'équation 

18)  z"  =  A , 

■ 

^71  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  les  valeurs dtî  z 
qu'on  déduira  de  cette  équation  seront  les  racines  du  de- 
gré/M de  A.  Lorsque  m  est  un  nombre  pair,  il  est  de  la 
forme  /i  X  ^S  n  désignant  un  nombre  impair  ^  si  Ton  pose 

alors  Z'  =  >s  l'équation  (8)  devient 

19)  r-  =  A. 

Quand  ou  pourra  déterminer  les  valeurs  de  y  qui  vérifie- 
ront la  dernière  équation ,  on  déduira  de  chaque  valeur 
(lej,  par  des  extractions  successives  de  racines  carrées, 
un  nombre  de  valeurs  de  z  égal  à  2' . 

G)nsidérons  le  cas  particulier  où  A  est  une  quanlilé 
réelle,  positive  ou  négative,  et  h=  3;  Téqualion  (9)  esl 
alors 

(10)  y  =  A. 

Supposons  qu'on  ait  extrait ,  par  les  procédés  de  Tarith- 
nwiique,  la  racine  cubic|ue  de  la  valeur  absolue  de  A,  et  dé- 
^gnons  par  a  c^lle  racine  cubique  prise  avec  \r  signe  de  A  . 


f 


1 
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on  aura  A  =  a',  et  si  Ton  pose  ^^==1x0:,  l'équation  (10) 
deviendra 

a^x^  =r  a^;     d'où     j?*  =  i ,     ou  bien     x*  —  1=0. 

X*  —  I  est  divisible  par  x —  i  {n?  71) ,  et  le  quotient  est 
x'  -H  JC  -f-  I  ;  de  sorte  que  l'équation  or*  —  1=0  peut 
s'écrire  ainsi  : 

(x  —  l)  (a:'  -h  X  -h  i)  =  o. 

'     Or,  pour  qu'un  produit  de  facteurs  réels  ou  imaginaires 
soit  nul ,  il  suffit  et  il  faut  que  l'un  des  facteurs  soit  nul 
'  (n°  205),  On  obtiendra  donc  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion X*  —  1  =  0  en  résolvant  séparément  les  deux  équa- 
tions 

X  —  1=0       et       x*-4-j?-hi=o. 

La  première  donne  x  =  i,  et  on  déduit  de  la  seconde 

—  I  ±:  )r^3  —  1  ±  v/3  v^—  I 

X  = 1 ou        X  =   ' • 


Il  suit  de  là  que  l'unité  a  trois  racines  cubiques  qui  sont 

2  2 

En  multipliant  ces  trois  racines  cubiques  de  Tunité  para, 
on  aura  toutes  les  racines  cubiques  de  A. 

Si  Ton  veut  reconnaître  à  posteriori  comment  l'expres- 
sion {  (-7-  I  -h  V^3  v^ —  i)  est  une  racine  cubique  de  l'unité, 
il  faudra  élever  cette  expression  au  cube  ;  eu  l'élevant  d'a- 
bord au  carré,  on  obtient  { ( —  i  — ^3 y'' —  i),  et  en  multi- 
pliant ce  résultat  par  ^  ( —  i  -+-  \/3^ —  i),  on  a  pour 
produit  l'unité.  On  s'assurera  de  même  que  le  cube  de 

7  ( —  I  — v^3  v'-^^^  est  l'unité: 

Ces  derniers  calculs  montrent  que  chacune  des  deux  ra- 
cines cubiques  imaginaires  de  l'unité  est  le  carré  de  l'autre; 
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(lesoru^que  si  Ton  représente,  |)our  abriter.  Tune  de  vvs 
raciues  par  ce ,  Tautre  sera  sr  ;  et  si  l'on  continue  de  dé- 
signer par  a  la  racine  cubique  réelle  de  A  ,  les  trois  racines 
fubiques  de  A  seront  a,  aa^  aa*. 

213.  Pour  obtenir  les  racines  sixièmes  d'une  quantité 
quelconque ,  il  suffit  de  prendre  les  racines  carrées  de  cha- 
cune des  trois  racines  cubiques  de  cette  quantité. 

Supposons  la  quantité  proposée  positive;  représentons-la 
par-h  A',  et  désignons  par  a^  le  nombre  dont  le  cube  est  A*  ; 
les  trois  racines  cubiques  de  A'  seront  a',  a* a,  à^a'^.  Les 
racines  carrées  de  a'  sont  z^:  a ,  et  celles  de  a*  a'  sont  dzacx. 
Pour  trouver  les  racines  carrées  de  a'  a ,  on  remarque  que  la 
relation  a*  =  i  donne  a^  =  a  ;  d'où  il  suit  que  les  racin<'s 
larrécs  de  à^a  sont  ±  aà*.  Les  racines  sixièmes  de  A*  sont 
doue  ±:  a,  ±ax^  ±:  a«'. 

Oq  peut  obtenir  ces  racines  d'une  autre  manière  \  eu  re-^ 

présentant  l'une  quelconque  dcntre  elles  par  z ,  on  doit 

avoir 

2*  =  A-'. 

Désignons  encore  par  n*  le  nombre  dont  le  cube  est  -h  A'  ; 
on  aura  A'  =  a*  :  vx.  si  Ton  pose  z  =  av,  l'équation  ci-dessus 
«leviendra 

^«y6  _-  ^,.; .     j'^i»,     /■•  =  I,     ou  bien    /*  —  I  =r  o. 

)*~  I  étant  le  produit  de  y'^ — i  par  ^*H-  i,  l'équation 
r'—  I  =  o  peut  être  remplacé<;  par  les  deux  suivantes: 

y'-  —  i  =  o        rt       y^  -\-  i  =:  o. 

Les  racines  de  Téquation  y'  —  1=0  étant  i ,  a,  a*,  celles 
de  Féquation  j  '  -h  i  =  o  sont  —  1 ,  —  a  et  —  a'.  En  muhi- 
plianl  ces  six  valeurs  de  }  par^,  on  trouve,  comme  ci-dessus, 
fjuc les  racines  sixièmes  Av  A  '  sont  -f-  «  , -f- «a ,  -H  'ïa",  —  t^i 
^a«,  —  aor. 
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314.  Les  considérations  que  nous  venons  de  préseiitcr 
montrent  que  les  racines  dont  le  degré  est  une  puissauce 
de  2 ,  ou  le  produit  de  3  par  une  puissance  de  a ,  ont  autaut 
de  valeurs  qu^il  y  a  d' unités  dans  leur  degré.  On  verra  par 
la  suite  que  cette  proposition  s^étend  aux  racines  de  tous  les 
degrés  ]  de  sorte  qu'en  désignant  par  m  un  nombre  entier 
quelconque,  une  quantité  réelle,  ou  même  une  expres- 
sion de  la  forme  p  -hg  V —  i  •>  a  toujours  m  racines  du  de- 
gré m,  toutes  les  déterminations  imaginaires  de  ces  ra- 
cines étant  de  la  forme  p  -h  7  V^ —  i . 

Bésolution  générale  de  Véquation  du  troisième 

degré, 

215.  Une  équation  du  troisième  degré  à  une  inconnue 
peut  contenir,  avec  la  troisième  puissance  de  Tinconnue, 
les  puissances  inférieures,  et  un  terme  indépendant  de  l'in- 
connue ;  mais ,  comme  il  sera  démontré  dans  la  suite  que  l'on 
peut  toujours  ramener  la  résolution  d'une  équation  à  celle 
d'une  autre  qui  ne  renferme  pas  la  puissance  de  l'inconnue 
immédiatement  inférieure  au  degré  de  l'équation,  nous 
supposerons  que  cette  réduction  a  été  opérée*,  et,  pour 
éviter  les  fractions  ,  nous  présenterons  Téquation  du  troi- 
sième degré  sous  celte  forme 

(i)  jr*-i- 3j9j; -+- 2^  =0. 

Nous  supposerons  d'ailleurs  que  p  Gi  q  sont  des  quantités 
réelles. 
Si  Ton  fait 

on  pourra  écrire  Téquaiion  résultante  comme  il  suit  : 

/^  -h  z*  -i-  3  (yz  -f-  />)  [y  -♦-  2)  -h  2  7  —  G. 
Cette  dcinièie  équation  est  évidemment  vcriliéc  quand  on 


f 
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yz  -^  p  z=:  o ,     vi    y-  -h  -•  -h  2  7  =  o. 
Celles-ci  donnent 

00  conclut  de  ces  deux  équations  que  >  '  et  z^  sont  les  deiiv 
racines  de  Téquation 

/'  ^-  2(/C  —  y;^  =  O  ; 
donc 

r^  =  —  Y  H-  v/7'  -+-  P\      z'=--fj-  v/7'  -f-  p\ 
Cl  puisque  x  =j 


(2)         J7  =  \—  q  -4-  v/7»  -|-y>»  -h  \/—  7  —  y/q'-^p'» 

Si  l^on  n'avait  point  égard  aux  valeurs  algébriques  des 
radicaux,  la  formule  (a)  ne  donnerait  qu'une  seule  valeur 
(iex-,  mais  chaque  radical  cubique  ayant  trois  détermina- 
tions, la  somme  des  deux  radicaux  fournira  pour  x  neuf 
expressions  diiférentes.  Ces  neuf  valeurs  de  x  ne  convien- 
nent pas  toutes  à  Téquation  proposée;  car  les  valeurs  de  ) 
et  de  z  doivent  vérifier  les  deux  éc|uations  jrz  =  —  p, 
>  '  -f  z'  =:  —  '2q\  or,  la  première  équation  a  été  remplacée 
parj^'2'  =  — r/;^,  et  toute  quantité  ayant  trois  racines  cu- 
biques, Téquatiou  )'' 2^  =  —  p^  comporte,  pour  le  pro- 
duiiyz,  trois  déterminations  diflérentes.  Si  Ton  représente, 
comme  dans  le  n*^  SI 2,  les  racines  cubic}ues  imaginaires  de 
1  unité  par  ce  et  a',  les  trois  valeurs  dcjz  correspondantes 
à  j'z'  =  —  p^  sont  yz  =  —  p^  X^  =  —  /'^î  J^  =  —  P^'  i 
la  formule  (2)  doit  donc  donner  à  la  fois  les  racines  de 
I équation  (i  j ,  et  celles  des  équations  qu'on  obtiendrait  en 
remplaçant  p  soit  par  px^  soit  par  poc"'.  Or,  //  étant  une 
^uauiiié  réelle,  on  devra  rcjrlrr  dans  la  formule  (2)  toutes 
les  combinaisons  (les  valeurs  (les  deux  ladirans  rubi(|U(*s 
doui  Ir  picKluit  sera  iniaginaiic 

Lorscpie  la  ([uantité  //^  ^  p'  esl  jiosilive,  chaque  radical 
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cubique  a  une  valeur  réelle.  Représenlons ,  pour  abréger, 
la  valeur  réelle  du  premier  radical  par  A,  et  celle  du  second 
par  B;  les  trois  valeurs  du  premier  radical  seront  A,  aA , 
a*  A ,  et  celles  du  second  seront  B,  aB,  a*B.  Or,  en  multi- 
pliant successivement  les  trois  premières  quantités  par  les 
trois  dernières,  et  en  observant  que  a  et  a*  sont  des  expres- 
sions imaginaires,  que  «^  =  i ,  et  que  a*  est  imaginaire, 
puisque,  à  cause  de  a'  =  i ,  on  a  a*  =  a,  on  voit  que  l'on 
n^obtientque  trois  produits  réels,  savoir,  AxB,  aAxa*  1>, 
a*Ax<xB.  Il  suit  de  là  que  Ton  doit  seulement  admettre 
pour  X  les  trois  valeurs  ci-après  : 

A-hB,      aA-ha'B,      a'A -f- aB. 

La  première  valeur  est  réelle ,  et  les  deux  autres  sont  ima- 
ginaires. Ou  verra  d'ailleurs  dans  la  suite  que  Téquation 
ne  peut  pas  admettre  uu  plus  grand  nombre  de  racines. 

Prenons  pour  exemple  Téquation 

3c^  —  6  j:  —  9  =  0. 

On  a  p  =  —  2,  q  =  —  2.,  d'où  sjq-  -t-^>*  =  ^-  ce  qui 
donne 


A  =  V—  y  -4-  ^V'  H-r  =  V^=  2, 


Ainsi  les  trois  racines  sont 

^  ;=  3, 

Ou  s'assurera  aisément  que  ces  trois  valeurs  de  x  vérifient 
l'équation  proposée. 

Lorsque  la  quantité  q* -h  p''  <^st  négative,  ce  qui  exige 
que  p  soil  négatif,  les  radie  aux  cubiques  compris  dans  la 


r 
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formule  (2)  n'ont  plus  de  valeur  réelle*,  cependant  toutes 
les  racines  sont  réelles  ('*').  Mais,  pour  déduire  ces  racines 
delà  formule  (2),  il  faudrait  la  débarrasser  des  imaginaires  ; 
etlou  ne  peut  y  parvenir  qu'en  exprimant  chaque  i-adical 
cubique  par  une  suite  com|K)sée  d'un  nombre  infini  de 
tenues.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  cas  ùrcductible  de  Téqua- 
tion  du  troisième  d(^é. 
On  a  un  exemple  de  ce  cas  dans  l'équation 

x^  —  2ix-H20=:o; 

il  faut  faire  dans  la  formule  (2)  p  =  —  ^,  <y  =  10  ;  on  trouve 


3  i 


r  =  V  —  ï o  -f-  9  ^—3  -f-  V  -—  i o  —  9  sJ—Z. 

IJest  facile  de  s'assurer  que  l'équation  a  trois  racines  réelles  ; 
car  elle  est  vérifiée  quand  on  remplace  a:  par  chacun  des 
nombres  i ,  4  ^t  —  5 . 

(*)  Lorsque  deux  nombres,  snlxtitués  dans  le  premier  membre  d^uno 
éqntioo  dont  le  second  membre  est  zéro  y  donnent  des  résultats  do  si{;neH 
cootnires 9  ils  comprennent  au  moins  une  racine  réelle  de  Téquation.  £n 
admettant  cette  proposition,  qui  sera  démontrée  dans  la  suite,  il  est  Tacile 
«éprouver  que  |'équation  (i)  a  trois  racines  réelles,  lorsque  ^'-4-^'  <  o. 
En  effet,  supposons  q  positif,  et  puisque  p  doit  être  négatif,  remplaçons  /' 
PW  — pj  on  aura  ^'>  9',  et  Téquation  pourra  s'écrire  ainsi 

jr  (x"  —  3  /»)  -»-  u  7  =  o. 

On  peut  donner  à  .r  une  valeur  négative,  telle  que  x*  soit  plus  grand  quo 
î^et  telle  aussi  que  la  valeur  absolue  de  x  (x*  —  'ip)  soit  plus  grtnde  quo 
2îi  alors  le  premier  membre  de  réquation  aura  une  valeur  négative, 
Puitque  x  éUnt  négatif  et  x«#-  3;;  étant  positif,  le  pro<luit  xfx»  —  Zp)  sera 

Béptif.  Pour  x  =  o,  on  a  un  résultat  positif.  Pour  x  =  yjpj  le  premier 
nembre  de  Téquation  devient  --'ipyfp -\-'Xq^  donc  il  est  négatif;  car  do 
^>f',  on  conclut ^^>  ^.  EnHn,  pourx>  sf^p^  on  a  un  résultat  po- 
sitif. H  suit  de  là  que  réquation  a  une  racine  négative,  une  racine  po« 
«ilive  moindre  que  y^,  et  une  autre  racine  positive  comprise  cuire  >fp  et 
V'^  Si  Ton  changeait  7  en  —  7  dans  Téquation,  le  résnllat  serait  le  mémo 
<l«iesi  Ton  changeait  x  en  —  x^  par  conséquent  les  racines  cbangcraicni 
«oletncDl  de  signes,  et  Téquatiou  aurait  oncore  trois  racines  réelle^. 
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Lorsque  la  quantité  (j^ -h p^  est  positive,  la  Corniule  (-j) 
présente  encore  une  imperfection ,  qui  consiste  en  ce  qu'elle 
peut  ne  donner  pour  la  racine  réelle  qu'une  expression  em- 
barrassée de  radicaux,  quoique  la  racine  soit  rationnelle. 
On  en  a  un  exemple  dans  l'équation 

x'  —  6x  —  4^  =  o. 

11  faut  faire  dans  la  formule  (a)  p  r=:  —  2 ,  q  =z  —  20 ,  ce 
qui  conduit  à 


X  =  V20  -f-  l4  ^2  -h  V20  —  i4  V^. 

La  racine  réelle  se  trouve  ainsi  exprimée  sous  une  forme 
irrationnelle  ^  cependant  elle  est  commensurable ,  car  Té- 
quation  est  vérifiée  quand  on  fait  x  =  4- 

Pour  déduire  de  la  formule  (2)  la  valeur  exacte  de  la  ra- 
cine, lorsqu'elle  est  rationnelle,  il  faudrait  exécuter  sur 
chacun  des  radicaux  cubiques  compris  dans  la  formule  une 
transformation  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  au 

sujet  de  Texpression  Sa-\-sJb\  mais  cette  transformation 
dépend  elle-même  de  la  recherche  d^une  racine  rationnelle 
d'une  équation  du  troisième  degré. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  q*  -^  p^  =^0^  les  quantités  A  et  B 

sont  égales  Tune  et  Tautrc  à  la  valeur  réelle  de  ^ —  q\  et 
comme  a  -j-  a*  =  —  i ,  on  trouve 

A-hB  =  2\/— ^,   A  a  -f  Ba'  =  —  v^ — 7.   Aa  -f  Ba  =  — V" '/• 

Ainsi,  les  trois  racines  de  Tcquation  sont  réelles,  et  deux 
d'entre  elles  sont  égales. 


J 
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PROPOSITIONS   SUR    LFS   NOMRRRS.    PROGRCSSIOfIS.    FRACTIONS 

CONTINUES. 


^On  aurait  pu  ne  pas  donner  place,  dans  ce  chapitre,  aux  propesitions 
qui  se  trouTent  ordinairement  contenues  dans  les  Traités  d^aritbnctîquc  \ 
mais  on  a  jugé  h  propos  de  conserver  les  plus  essentielles,  afin  de  rendre 
sensible  la  liaison  des  principes,  et  de  faire  apprécier  Tavantage  que 
donne,  pour  la  simplicité  des  démonstrations,  Pcmploi  des  notations  et 
des  règles  de  ratgèbre.) 

Propositions  sur  les  nombres  premiers,  les  diviseurs 
des  nombres,  et  les  fractions  irréductibles. 

216.  Théorème  i^**.  —  Si  un  nombre  p  diuise  un  produit 
ab  de  deux  facteurs  ^  et  s*  il  est  premier  avec  a ,  il  doit  di- 
\^iser  b. 

Soit  a'^pj  et  supposons  qu'on  opère  sur  les  nombres  €i 
et  p,  comme  si  Ton  voulait  trouver  leur  plus  grand  com- 
mun diviseur;  nommons  Çy  q'^  etc.,  les  quotients  successifs 
qui  résulteront  de  cette  opération,  et  r,  r',  etc.,  les  restes; 
on  aura 

a  '=^pq  -h  /•>     p-^z-rq*  -^  r',  etc. 

En  multipliant  ces  égalités  par  6,  et  les  divisant  ensuite 

parp,  il  vient 

« 

ah        ,  rh.br         ,       r' b 

—  =67  H 9      6  =  — x^H 7  etc. 

P  P  P  P 

baprès  la  première  égalité,  puisque  —  est  un  nombre  en- 


hr     .  . 

ticr,  il  faut  que  —  soit  aussi  un  nombre  entier  ;  d'après  la 

deuxième  égalité.  —  étant  un  nombre  entier,  —  doit  être 

^         r  p 
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aussi  un  nombre  (mlîrr;  ainsi  de  suite.  Or  a  ei  p  étant  pi-e- 

nu(»rs  rnlre  eux,  l'un  des  restes  r,  r',  etc.,  est  égal  à  IV 

nité.  Donc  — —  ou  -  doit  être  un  nombre  entier. 

P  P 

La  démonstration  ne  changerait  pas  si  l'on  avait  a<^p- 

Corollaire  i*"".  —  Tout  nombre  premier  p^  qui  divise 
un  produit  ahcd^  divise  un  des  facteurs  de  ce  produit.  Qr, 
si  p  ne  divise  pas  a,  il  est  premier  avec  a ,  donc  il  doit  di- 
viser hcfl.  De  mùme,  si  p  ne  divise  pas  6,  il  est  premier 
avec  i,  donc  il  doit  diviser  cd.  Enfin,  si  p  ne  divise  pas  c, 
il  doit  diviser  ri. 

Corollaire  ii.  —  Tout  nombre  premier  qui  divise  a" 
divise  aussi  a ,  car  a"*  =  «  X  «  X  a  X  Ole. 

Corollaire  m.  —  Lorsqu'un  nombre  n  est  divisible  par 
plusieurs  nombres  d^  d\  d'\  etc.,  tels  que  chacun  d'eux  est 
premier  avec  tous  les  autres ,  le  nombre  n  est  divisible  par 

le  protluît  dd' d" En  effet,  n  étant  divisible  par  ^,  on 

a  //  =  dq^  vl  {/  est  un  nombre  entier.  Puisque  //'  divise  /i, 
il  doit  diviser  dç]  or  d*  est  prcîmîer  avec  r/,  donc  il  dœl  di- 
viser ff.  Il  suit  de  là  que  Ton  a  </  =  d'q\  q'  étant  un  nombre 
entier,  par  eonséqut^nt  «  =  dd'q''^  le  nombre  n  est  donc 
divisible  par  dd' .  En  continuant  ces  raisonnements,  on 
prouvera  que  n  est  divisible  par  dd'd" 

217.  Théorème  ii.  —  Un  nombre  N   ne  peut  être  dé^- 
compose  en  facteurs  premiers  que  d'une  seule  manière. 

Soit  iS  =  ahcd. .  . ,  les  lettres  a^b^c ^  r/,  etc.,  désignant 
des  facteurs  premiers  égaux  ou  inégaux.  Si  Ton  avait  aussi 
N  =  aSy(î.  .  .,  en  désignant  par  a,  S,  y,  cî,  etc.,  d'autres 
facteurs  premiers,  il  en  résulterait  abcd.  .  .  =  aSyi. . .» 
D'après  cette  égalité,  a  doit  diviser  le  produit  abcd^  donc  il 
doit  diviser  un  des  facteurs^  or  tous  ces  facteui^  sont  pre^ 
iiiiers,  par  conséquent  il  faut  que  Tun  d'eux  soit  égal  i  ol. 
Supposons  a  =  a  ^  en  supprimant  ces  facteurs  égaux ,  on  ob- 
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liiMicIra  une  nonvflh»  t'galiu»  au  moyen  de  laquelle  on  pi'ou- 
veraquo  c  doit  èlit;  égal  a  l'un  des  fadeurs  />,  c,  r/,  etc.; 
ainsi  de  suite.  Les  facteurs  des  deux  produits  sont  doiw 
('gaux  chacun  à  chacun. 

Corollaire  l*'^  —  Supposons  JN  ^^  a'^b^'c''^  les  facteurs 
tiyb^  c  étant  premiers,  et  les  exposants  n^  p^  q  étant  des 
uombres  entiers  positifs ,  il  est  évident  que  le  nombre  M 
aura  pour  diviseurs  tous  les  produits  qu'on  pourra  former 
avecles  puissances  des  facteurs  premiers  a,  Z^,  c,  marquées 
par  les  exposants  depuis  o  jusqu'à  n  pour  le  premier  fac- 
teur, depuis  o  jusqu'à  p  pour  le  deuxième,  depuis  o  jusqu'/i 
(j  pour  le  troisième;  de  plus,  le  nombre  N  n^aura  pas 
J'autrcs  diviseurs  que  ces  produits,  car,  s'il  en  avait  d'autres, 
il  se  décomposerait  de  plusieurs  manières  en  facteurs  pre- 
miers. Il  suit  de  là  que  les  diviseurs  de  N  sont  les  termes 
(|uon  obtiendra  en  formant  le  produit 

Les  termes  de  ce  produit  sont  tous  diiférents;  car  il  ne 
s'en  trouve  pas  deux  (|ui  soient  composés  des  mêmes  fac- 
teurs premiers  avec  les  mêmes  exposants.  Le  nombre  des 
diviseurs  de  N ,  en  y  comprenant  Tunité  et  le  nombre  N ,  est 

donc 

Corollaire  ii.  —  La  somme  des  diviseurs  du  nombre  IN 
t'st  la  valeur  du  produit  ci -dessus;  or,  en  se  reportant  au 
n"  7i ,  on  voit  que  i  -f-  «  -j-a*  -j- .  .  .  -f-  a"  est  le  quotient  de 
fl*^'  —  1  par  a  —  i  ;  la  somme  des  diviseurs  de  N  est  donc 
exprimée  par  cette  formide 


X     , X 


a  —  I  //  —  1  c  —  I 


CoROLLiiRE  111.  — Loiscjuc  Ic  Doiubrc  ]N  est  un  carré,  le 
nombre  de  ses  diviseurs  (*st  impair  :  car  les  exposants  // ,  p^ 
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r/,  eU:.,  iloivciil  vivv  lous  pairs,  ilonv  les  nombres  «4-1, 
/>  -h  1 ,  ij  -\-  i  ,  etc.,  SOUL  impairs.  liOi*sqii(;  \  ii'esi  pas  un 
carré,  le  nombre  des  diviseurs  est  impair;  car  un  des  expo- 
sants w,  /7,  7,  etc.,  est  impair;  donc  un  des  facteurs  w  H- 1, 
/;  4-  I ,  etc.,  est  pair.  On  parvient  aux  mêmes  couGlusions 
en  remarquant  que,  si  desi  un  diviseur  de  N  plus  petitqw 

VN9  le  cpioticnt  de  la  division  de  N  par  d  sera  aussi  m 

diviseur  de  N,  et  sera  plus  grand  que  y^M.  D'après  cetU 
observation,  si  la  racine  carrée  de  ]N  n'est  pas  exacte,  1« 
diviseurs  de  ce  nombre  sont  en  nombre  pair,  puisque  k 

nombre  des  diviseurs  plus  grands  que  ^f^  est  égal  k  cdu 

des  diviseurs  plus  petits  que  /> .  Si  v^N  est  un  nombre  en- 
tier, ce  nombre  fait  partie  des  diviseurs  de  N ,  et  il  y  en  a 
par  conséquent,  im  nombre  impair. 

Corollaire  iv.  —  Si  Ton  voidait  décomposer  le  nombn 
N  en  deux  lacteurs,  on  pourrait  prendre  successivement 
pour  Tun  des  deux  facteurs,  chacun  des  diviseurs  de  N 
Mais,  si  N  =  dd\  les  deux  divisent  s  d  et  r/'  ne  donneni 
qu'une  seide  décomposition;  donc,  lorsque  le  nombre  ^ 
n'est  pas  un  carré ,  le  nombre;  des  décompositions  différente 
de  N  en  deux  facteurs  est  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs: 
c'est-à-dire  ^('t  -h  i)  (p  -h  i)  (//  -J-  i)....  Quand  ]N  est  ur 
carré,  on  peut  former  ce  nombre  en  multipliant  sa  racim 
par  ellc-mômc,  et  le  nombre  des  décompositions  est  la  moi- 
tié du  nombre  des  diviseurs  augmenté  d<*  i . 

Si  l'on  voulait  que  les  deux  facteurs  fussent  premier! 
entre  eux,  le  nombre  des  décompositions  ne  dépendrait  pa: 
des  exposants  w,  />»  7,  etc.,  et  il  serait  le  môme  que  s 
l'on  avait  N  =  ahc.  .  .  ;  il  serait  donc  la  moitié  du  produi 
(iH-i)  (i-f-i)  (H-t) .  . ,  ou  f  X  >/,  on  r>^~\  vu  nonunan 
A'  le  nombre  des  facteurs  premiers  ditlérents  de  N. 

CoROLLAiRh  v.  —  D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  corol- 
laire 1*"%   les  diviseurs  communs  à  plusieurs   nombres  n( 


I 

i 
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peuvent  contenir  que  des  facteurs  premiers  communs  à  ces 
nombres.  Par  conséquent ,  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  plusieurs  nombres  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  pre- 
miers, égaux  ou  inégaux,  communs  à  ces  nombres. 

G>ROLLAiRB  VI.  —  Il  résultc  aussi ,  de  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  corollaire  i^*^,  qu^un  nombre  divisible  par  plusieurs 
nombres  donnés  doit  renfermer  tous  les  facteurs  premiers 
égaux  ou  inégaux  contenus  dans  ces  nombres.  Par  consé- 
([œnt,  le  plus  petit  nombre  divisible  par  plusieurs  nom-  . 
bres  donnés  est  le  produit  de  tous  les  facteurs  premiers 
(fiflerents  qui  entrent  dans  ces  nombres,  chaque  facteur 
étant  aflecté  de  Texposant  qu^il  a  dans  le  nombre  où  son 
exposant  est  le  plus  fort. 

On  peut  aussi  former  le  plus  petit  nombre  entier  divi- 
sible par  plusieurs  nombres  donnés ,  en  n'employant  que  le 
procédé  du  plus  grand  commun  diviseur.  Soient  a  et  b 
deax  nombres,  et  d  leur  plus  grand  commun  diviseur;  on 
aura  a  =  a'd^  b  =  b'd^  et  les  quotients  a'  et  b'  seront . 
premiers  entre  eux.  Soit  A  un  nombre  divisible  par  a]  on 

aura  A  =  a'rf<7,  d'où  j  =  —-i,  donc ,  pour  que  A  soit  aussi 

divisible  par  b^  il  faudra  que  b'  dixisea^g^  et  puisque  les 
nombres  b'  et  a'  sont  premiers  entre  eux ,  h'  devra  diviser  q. 
Usoit  de  là  que  A  seralç  plus  petit  nombre  divisible  par  a 
et  par  6,  si  l'on  pose  q  =  6',  d'où  A  =  a^b'd. 

Pour  trouver  le  plus  petit  nombre  divisible  par  trois 
nombres  a ,  &,  c ,  on  cherchera  d'abord  le  plus  petit  nombre 
A  divisible  par  a  et  &,  et  ensuite  le  plus  petit  nombre  di- 
visible par  A  et  c.  S'il  y  a  plus  de  trois  nombres,  on  agira 
de  la  même  manière. 

218.  Théouème  II ï.  — Pour  qu  une  fraction  soit  égale 
ànine  autre  fraction  dont  les  deux  ternies  sont  premiers 
^fitre  euXy  il  faut  que  les  ileux  termes  de  la  première  frac- 
as" édit.  1 5 
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tion  soient  rcspecth'emcnt  égaux  aux  deux  termes  de  la 

seconde  multipliés  par  itn  même  nombre  entier. 

Soit  -j  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont  premiers 

entre  eux.  Si  l'on  a  -  =  -r'  i'  en  résultera  A  =  -    :  donc  h 

ho  b 

divisera  aB^  et  puisque  b  est  premier  avec  a,  il  divisera  lî; 
on  aura  donc  B  =  bm ,  en  désignant  par  m  un  nombre  en- 
tier, et ,  par  suite.  A  ^=zam. 

Corollaire  i"'.  —  Une  fraction  dont  les  deux  termes 
sont  premiers  entre  eux  est  irréductible  j  car,  d'après  le 
théorème  précédent ,  elle  ne  peut  être  égale  à  aucune  frac- 
tion exprimée  avec  des  termes  plus  simples. 

Corollaihe  ii.  —  Pour  que  deux  fractions  irrétluctibles 
soient  égales ,  il  faut  que  les  numérateurs  soient  égaux ,  ainsi 
que  les  dénominateurs. 

219.  Problème.  —  Troux^er  la  plus  grande  puissance 
d'un  nombre  premier  Ô,  qui  diuise  le  produit  i .  2 . 3 .  .  .  n. 

Soit  //'  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  n 
par  0,  Le  produit  i  .:i,3.  . .«  contient  les  facteurs  S,  26, 
30, .  .  .,  /i'9,  et  ces  facteurs  sont  les  seuls  qui  soient  divi- 
sibles par  0.  La  plus  haute  puissance  de  0  qui  divise  le 
produit  proposé ,  est  donc  la  même  que  celle  qui  divise  le 
produit  i  .2.3.  .  .«'.9"';  on  obtiendra  donc  l'exposant  de 
cette  puissance  en  ajoutant  n'  à  l'exposant  de  la  plus  haute 
puissance  de  6  qui  divisera  le  produit  i,2.3.  .  .71'.  Si  »' 
est  plus  grand  que  6,  soit  n"  la  partie  entière  du  quotient 
de  la  division  de  n'  par  0;  on  aura  la  plus  haute  puissance 
de  6  qui  divisera  le  produit  i  .2.3.  .  .n',  en  multipliant 
S""  par  la  plus  haute  puissance  de  6  qui  divisera  le  produit 
1.2.3...  n".  Supposons  qu'en  nommant  n'"  la  partie  entière 
du  quotient  de  n"  par  6,  on  ait  71'"  <[  ô  -,  le  produit  i .  2.3. .  .n"' 
ne  sera  pas  divisible  par  d,  et  la  puissance  demandée  seta 
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Si  Ton  avaîl  n  =  6'",  les  nomlïres  n\  n",..  seraient  9^"*, 

7*~' ...  I ,  et  leur  somme  serait  -r >  ou • 

220.  Théorème  1  v .  —  Soit m  =  ou]>n4-p-f-q-h  etc. , 
le  produit  1.2.3. ..nX  1.2.  ..px  1.2. ..qX etc. ,  est 
un  div^iseur  /iei.2.3...m. 

U  suffit  de  démontrer   qu'un    facteur   premier   quel- 
conque Qy  qui  ne  surpasse  pas  m,  nVst  pas  contenu  dans  le 
premier  produit  à  une  puissance  plus  élevée  que  celle  à 
laquelle  il  se  trouve  dans  le  second  produit.    Or  soient 
w',  n'^p\  q\  etc.,  les  parties  entières  des  quotients  de  m, 
«,  p,  (7,  etc. ,  divisés  par  B\  soient  m",  /i",  p"^  q[\  etc.,  les 
parties  entières  des  quotients  de  m',  n\  p\  q\  etc.,  divisés 
pard^  et  ainsi  de  suite.  L^exposant  de  la  plus  haute  puis- 
sance de  6  qui  divise  1.2. 3... m  est  m'-f- /w''-|-m"'-|-etc.; 
Texposant  de  la  plus  haute  puissance  de  6  contenue  dans 
le  produit  i.2.../iXi.2.../^Xi.2...iyX  etc. ,   est 
ri-^n", .  .-{-p'  -^p" ^  .  .  4- <7' -I- </"  .  .  .-+-etc.  Mais,  puis- 
que m  =:  ou  }>  n  -4-  />  -I-  y  -+-  etc. ,  en  divisant  par  0,  on  a 

1=     „„     >_+|  +  /  +  etc., 

et  à  fortiori ,  en  n(»  prenant  que  les  parties  entières  des 

quotients , 

m'  =     ou     >  w'  -h  p'  4-  7'  -4-  etc. 

On  conclut  pareillement,  de  cette  inégalité, 

m"  z=z     ou     >  n"  -h  p"  -+-  7"  -h  etc.  ; 
ainsi  de  suite.  Donc,  en  ajoutant , 

221 .  Théorème  v.  —  Soit  p  un  nombre  premier  auec  a  ; 
«  /on  divise  par  p  /e5  multiples  successifs  de  a  jusqu'à 
(p —  i)  a,  /e.v  restes  de  ces  divisions  seront  tous  différents. 

i5. 
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Supposons  que  deux  multiples  ma  et  na ,  moindres  que 
[p  —  i)a,  divisés  par  p^  donnent  le  même  reste.  En  dési- 
gnant les  parties  entières  des  quotients  par  q  et  y',  on  aura 

ma  =:pq  -h  r,  na  =  pq*  -h  r';     d*où     [m  —  n)  a  =  p  (q  —  q'). 

On  conclut  de  là  que  p  devrait  diviser  {m  —  /ï)«  ,  et  comme 
p  est  premier  avec  a,  il  faudrait  que  p  divisât  m  —  n  ;  ce 
qui  est  impossible,  puisque  m  et  //  sont  moindres  que/;. 

Remarque.  Si  Ton  divise  par  p  les  multiples /^a,  (^+1)^1 
(p  -h  2)fl,  etc.,  le  premier  pa  donnera  le  reste  zéro;  et  les 
suivants  donneront  les  restes  qu'on  aura  obtenus  en  divi> 
sant  a,  2a,  etc.,  par  p:^  de  sorte  que  les  restes  se  repro- 
duiront périodiquement. 

S2S.  Théorème  vî.  —  p  étant  un  nombre  premier  qui 
ne  dhfise  pas  a ,  a''"'  —  i  est  divisible  par  p. 

D'après  la  proposition  précédente ,  si  Ton  divise  par  p  les 
nombres  a ,  ^a^ia.,,(p  —  i)  a ,  les  restes  seront  tous  diffé- 
rents ;  ils  seront  moindres  que  p  ^  et  aucun  d^éux  ne  sera 
zéro^  puisque  p  est  premier  avec  a ,  et  le  multiplicateur 
de  a  est  moindre  que  p.  Donc  ces  restes  seront  tous  les 
nombres  depuis  i  jusqu'à  p  —  i . 

Considérons  maintenant  les  égalités 

Si  Ton  multiplie  ces  égalités  membre  à  membre,  le  produit 
des  seconds  membres  sera  un  multiple  de  p^  augmente  du 
produit  de  tous  les  restes.  Or  ce  produit  est  celui  des  nom- 
bres de  I  k  p  —  I .  Donc 

i   2.3. . .  (/?  —  \)aP-^  =  M/?  4-  1.23.../?  —  I, 

ou         1 .2.3. . .  (/?  —  i)  {aP~^  —  0  =  ^P- 

Il  suit  de  la  dernière  égalité  que  p  divise  le  produit 
1 . 2 . 3 . .  .  (  p  —  » )  [of"^  —  i).  Mais  puisque  p  est  premier, 
il  est  aussi  premier  avec  chacun  des  nombres  de  i  à  p  —  i . 
Donc  il  divise  a'*"*  —  i. 


[ 


CHAPITRK  HUITIKMK  229 

Celte  proposition  est  connue  sous  le  nonï  de  théorème 
de  Fermât, 

IiOrsque  p  est  premier  avec  a,  sans  être  premier  absolu , 
le  théorème  précédent  doit  être  remplacé  par  celui-ci  : 

Si  s  est  le  nombre  des  entiers  plus  petits  que  p  et  pre- 
miers auec  lui,  p  dix^ise  a*  —  1 . 

On  démontre  ce  théorème  de  la  même  manière  que  k* 
précédent,  en  ne  considérant  que  les  multiples  de  a  moindres 
({uepa,  et  premiers  avec  p^  et  en  remarquant  que  ces  mul- 
tiples divisés  par  p  donnent  des  restes  qui  sont  aussi  pre- 
miers avec  p  \  car,  d'après  Tégalité  ma  =  pq  4-  /',  si  p  et  /• 
avaient  un  facteur  commun ,  ce  facteur  diviserait  mw^  donc 
p  ne  serait  pas  premier  à  la  fois  avec  a  et  avec  m.  Il  suit  de 
cette  observation  que  le  produit  des  multiples  de  a  moindres 
quepâ ,  et  premiers  avec  /;,  est  un  multiple  de  p^  augmenté 
da  produit  de. tous  les  multiplicateurs  de  a;  puisque  les 
restes,  tous  difierents  et  premiers  avec  y?,  sont  en  même 
nombre  que  les  multiplicateurs.  Donc  en  nommant  R  le 
produit  des  nombres  premiers  avec  p  et  plus  petits  que  p^ 
ona  Ra'  =  M^-hRou  R  (a'  —  i)  =  M/;;  d'où  il  résulte 
que  ;;  divise  a'  —  1 ,  puisqu'il  est  premier  avec  R ,  et  il 
divise  R  (a'  —  1).  Ce  dernier  théorème  comprend  le  précé- 
dent, comme  cas  particulier;  car,  lorsque  p  est  premier,  on 

i5=zp  —  1. 

U  résulte  aussi  du  second  théorème  que,  lorsque  aJ^^  est 
la  plus  faible  puissance  de  a  dont  la  division  par  p  donne 
le  reste  i,  p  est  premier. 

Qiund  p  n'est  pas  premier  avec  a,  il  n'existe  aucune 
puissance  de  a  qui .  divisée  par  p^  donne  le  reste  i  ;  car  en 
supposant  a"*  =  P17  -+-  1 ,  il  s'ensuivrait  que  le  facteur  com- 
mun à  a  et  ^  diviserait  l'unité. 

Remarque.  Soit  s'  l'exposant  de  la  plus  faible  puissance 
dpfl  qui ,  divisée  par  /?,  donne  le  reste  1 . 
Les  puissances  de  a  inférieures  à  a'  donneront  toutes 
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des  restes  difTérents;  car,  en  supposant  a"  =  pf  4- r, 
a"  =  pq'  -h  r,  on  en  conclut  a'"  —  a"  =  p  (q  —  q')  on 
a"  (a*"-"  —  i)=ip(q  —  ^')'^P  diviserait  donc  a"  (a*-^—  i). 
Mais  puisque  p  est  premier  avec  a^  il  est  aussi  premier 
avec  a"  ;  donc  ;?  diviserait  a"*~"  —  i .  Donc  si  m  et  n  étaient 
moindres  que  s\  a^  ne  serait  pas  la  plus  faible  puissance 
de  a  conduisant  au  reste  i . 

L'égalité  a''  =  pq'-h  i  donne  a''"*"*  =  pça  -f-  a,  par  con- 
séquent le  reste  de  la  division  de  a''"^^  par  p  est  le  même  que 
celui  de  la  division  de  a  par  p.  a'*"^*  donne  le  même  reste 
quea*^  ainsi  de  suite.  Donc  si  Ton  divise  par  p  les  puis- 
sances consécutives  de  a ,  les  restes  se  reproduiront  pério- 
diquement. 

Si  /  est  plus  petit  que  5,  en  désignant,  comme  ci-dessus, 
par  s  le  nombre  des  entiers  moindres  que  ;;  et  premiers 
avec  p^  s'  sera  un  diviseur  de  5;  car,  d'api*è&  la  périodicité 
des  restes,  les  seules  puissances  de  a  qui  donneront  le 
reste  i,  seront  a'',  a*^',  a^*\  etc. 

223.  Problème.  —  Trouv^er  combien  il  y  a  da  nombns 
entiers  premiers  av^ec  un  nombre  donné  iN  ,  et  plus  petits 
que  ce  nombre 

Soit  N  =  aN',  a  étant  un  nombre  premier,  et  K'  un 
nombre  qui  peut  être  divisible  par  une  puissance  quel- 
conque de  a.  Les  nombres  divisibles  par  a ,  dans  la  suite 
1,2,3,...,  N,sont^,  2a,  3a,. .  .,N^a.  Si  onlcs  excluU 
les  nombres  qui  restent  sont  premiers  avec  a,  et  il  y  en  a 
un  nombre  égal  à  N  —  N'  ou  N'  (a  —  i). 

Soit  N  =  abW^  a  et  b  étant  des  facteurs  premiers  diffé- 
rents. La  suite  i ,  2,3,...,  IN  contient  des  nombres  qui 
sont  premiers  avec  a  sans  être  premiers  avec  i,  d'autres  qu 
sont  premiers  avec  b  sans  être  premiers  avec  a ,  et  d'autre 
qui  sont  premiers  avec  ab.  Suivant  la  formule  précé- 
dente, les  nombres  premiers  avec  a  sont  en  nombre  éga 
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ià^^b(a — i).  Cherchons  combien  il  se  trouve  dans  ces 
nombres  de  multiples  de  /;.  Avant  Texclusion  des  mul- 
tiples de  a  de  la  suite  i ,  :2 ,  3, . .  . ,  iN  ,  les  multiples  de  h 
étaient  A,  a  i,  3  A, ... ,  lN"^i/>.  Dans  celle  dernière  suite  ,  il 
y  a  autant  de  nombres  premiers  avec  a  qu'il  s'en  trouve 
dans  la  suite  i ,  it,  3,.  . .,  N'^a;  donc  il  y  en  a  un  nombre 
égal  à  N"  (rt  —  i).  En  retranchant  ce  nombre  de  N^b  [a — i), 
on  aura  celui  des  nombres  premiers  avec  le  produit  ab 
dans  la  suite  i,  2,  3, .  . . ,  IN  ,  h'quel  sera ,  par  conséquent, 

Si  N  =  abc  N'",  on  trouvera ,  par  un  raisonnement  sem- 
blable, que  le  nombre  des  termes  premiers  avec  abc^  dans 
la  suice  i,2,3,...,N,  sera  iV" (a  —  t)  (b  —  i)  (c  —  i) . 
En  cflct ,  d'après  la  formule  précédente ,  les  nombres  pre- 
miers avec  ai,  dans  cette  suite,  sont  en  nombre  égal  à 
^'"c{a —  i)  (b —  i).  Les  multiples  de  c  dans  cette  même 
suite  sont  c^  ac.  Se*,.  . .,  ^"^abc]  et  ceux  de  ces  mul- 
tiples qui  sont  premiers  avec  ab^  sont  en  nombre  égal 
à  celui  des  nombres  premiers  avec  ab  dans  la  suite 
1,2,  3 , .  . . ,  IN^'aft,  lequel  est  N'" (a  —  i)  (A  —  i).  On  ob- 
tiendra donc  le  nombre  des  termes  premiers  avec  abc  de  la 
«lite  1 ,  2 ,  3, .  .  . ,  jN  ,  en  retranchant  N'"(tf  —  i)  (ft  —  i)  de 
Fcj(a— i)  (b—i)',  ce  qui  donne  N'"(«— i)  (b—i)  (c— i). 

S'il  y  avait  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  premiers  ^ 
on  obtiendrait  une  expression  semblable  aux  précédentes. 

Maintenant,  supposons  le  nombre  N  décomposé  en  fac- 
teurs premiers ,  et  soit  N  =  a"  i''  c^. . .  ;  le  quotient  de  N  pai 
obc. . .  sera  a"*"*  i'""*  c^""* ....  D'ailleurs  les  nombres  prc- 
nùers  avec  M  seront  aussi  premiers  avec  abc. . . ,  et  les 
nombres  premiers  avec  abc. . .  seront  premiers  avec  M .  Don< 
le  nombre  des  entiei's  premiers  avec  JN  ,  et  moindres  que  I\  , 
sera 
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Caractères  de  dMsihilité  des  nombres  par  des 

diviseurs  quelconques. 

224.  Soit  N  un  nombre  entier,  écrit  dans  le  système  de 
numération  dont  la  base  est  b.  Concevons  qu^on  ait  partagé 
ce  nombre,  en  allant  de  droite  à  gauche,  en  tranches  de  m 
chiHres  chacune,  sauf  la  dernière  qui  pourra  en  avoir 
moins \  et  soient,  en  allant  aussi  de  droite  à  gauche ,  A,  B^ 
C  9 1),  •  •  •  ces  tranches  considérées  comme  autant  de  nom- 
bres isolés;  on  aura 

N  =  A-hB6"-hCA"'4-DA^'"-h 

On  peut  mettre  cette  expression  du  nombre  IN  sous  les  trois 
formes  suivantes  : 

N=:A-(B-hCA--hD6'«H )-l-A, 

-h(A-|-B-4-CH-D-h...), 

N  =  [B(^--hi)  +C(^'--i)-f-D(^»«-f-i)-+-...] 

-h  (A -h  C -f-. . .)  —  (B -f  D -4-. . .). 

Les  premières  parties  de  ces  trois  expressions  de  N  sont  res- 
pectivement divisibles  par  A",  A" —  i,  i'^-4-  i  [vctyez  le 
n^  71  )  ^  et  de  là  résultent  les  conséquences  ci-après  : 

i^.  Dans  tout  système  de  numération  y  le  reste  deladi- 
vision  d^un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  m*^"*' 
puissance  de  la  base  du  système^  est  le  même  que  celui 
qu'on  obtient  en  divisant  sa  première  tranche  de  m  chiffres 
à  droite  par  ce  diviseur 

a^.  Dans  tout  système  de  numération  y  le  reste  de  la  di- 
vision d^un  nombre  par  un  diviseur  quelconque  de  la  w^^^* 
puissance  de  la  base,  diminuée  d'une  unité  y  est  le  mente 
que  celui  qu  on  obtient  en  divisant  la  somme  des  tranches 
de  m  chères  par  ce  diviseur. 
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3".  Dans  tout  système  de  numération ,  le  reste  de  la  di' 
vision  d'un  nombre  par  un  diuiseur  quelconque  de  la  m}^^' 
puissance  de  la  base,  augmentée  d'une  unàé,  est  le  même 
(jue  celui  quon  obtient  en  divisant  par  le  même  diuiseur 
la  somme  des  tranches  de  m  chiffres  de  rangs  impairs, 
moins  la  somme  des  tranches  de  m  chiffres  de  rangs  pairs. 

Par  conséquent,  pour  que  la  première  division  soit  pos- 
siUe,  il  suffira,  dans  chaque  cas,  que  la  seconde,  plus 
ûmple,  se  fasse  exactement. 

Lorsqu'on  veut  reconnaître,  au  moyen  de  ces  règles,  si 
un  nombre  N  est  divisible  par  un  autre  nombre  /;,  il  faut 
f  abord  chercher  quelle  est  la  puissance  de  la  base  qui ,  di- 
visée par  p^  donne  pour  reste  o,  i  ou  —  i. 

Si  le  nombre  p  ne  contient  que  des  facteurs  premiers 
de  la  base  &,  H  y  a  une  puissance  de  h  exactement  divisible 
par  p  ;  et  Ton  doit  appliquer  la  première  règle. 

Lorsque  le  nombre  p  est  premier  avec  la  base ,  il  existe 
une  puissance  de  b  qui ,  diminuée  de  i ,  donne  un  nombre 
divisible  par  p  (n"  222)  ;  de  sorte  qu'on  peut  appliquer  la 
seconde  r^le. 

Supposons  que  p  soit  un  nombre  premier,  et  soit  b"*  la 
plus  faible  puissance  de  b  qui ,  diminuée  de  i ,  donne  un 
nombre  divisible  par  p ,  Si  ///  est  un  nombre  pair  ^n,  p  di- 
visera A" -h  i  ;  car,  puisque  Ton  a  A'"  —  i=(i" — i)  (A"H-i), 
il  faudra  que  p  divise  ou  A"  —  i  ou  i"  -»-  i ,  et ,  diaprés  l'hy- 
pothèse, il  ne  peut  pas  diviser  b"  —  i. 

Soit  p  =  37.  En  divisant  les  puissances  successives  de  10 
par  37,  on  trouve  que  la  troisième  puissance ,  qui  est  1000, 
donne  le  reste  +  i  ;  il  en  résulte  que  la  divisibilité  d'un 
nombre  par  37  dépend  de  la  divisibilité  par  37  de  la  somme 
des  tranches  de  trois  chiflres. 

Soit  encore  ^  =  7.  La  plus  faible  puissance  de  10  qui, 
divisée  par  7,  donne  pour  reste  +  1,  est  1  000000^  ainsi  la 
divisibilité  d'un  nombre  par  7  dépend  de  la  divisibilité 
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par  7  de  la  somme  des  tranc^lies  de  six  chiffres.  Mais  louu 
divisé  par  7  donne  pour  reste  —  i  ;  et  il  en  résulte  qu  on  re- 
connaît aussi  qu'un  nombre  est  divisible  par  7,  quand  la 
somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  rangs  impairs,  di- 
minuée de  la  somme  des  tranches  de  trois  chiffres  de  raugs 
pairs,  est  divisible  par  7. 

Propositions  sur  les  racines.  —  Méthode  abrégée  jxmr 
extraire  la  racine  carrée  d'un  rwmbre. 

225 .  Th  éorème  VII.  —  La  racine  d 'un  degré  (juelconque 
d'un  nombre  entier  ne  peut  être  quun  nombre  entier  ou 
un  nombre  incommensurable. 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  suffit  de  faire  voir  qu'une 
racine  d'un  nombre  entier  ne  peut  jamais  être  une  fraction. 
Or,  si  la  racine  du  degré  m  d'un  nombre  entier  a  était  une 

fraction  -9  qu'on  pourrait  toujours  supposer  irréductible. 

OU  aurait  —  1=  a  :   il  faudrait  donc  que  //"  fut  divisiUe 

par  c"*.  Mais  b  et  c  étant  prcniici*s  entre  eux ,  b*"  et  c*  sont 
aussi  premiers  entre  eux^  car  si  un  facteur  premier  divisait 
;i  la  fois  b'"  et  c"\  ce  facteur  premier  devrait  diviser  b  et  c 

km 

La  fraction  -  ne  peut  donc  pas  être  égale  à  un  nombre  en- 
tier. L'hypothèse  que  Ton  a  établie  ne  peut  donc  pas  èln* 
admise. 

22(5.  Théorème  viii.  —  Pour  que  la  racine  du  degré  m 
d* une  fraction  irréductible  soit  commensurable  y  d  faut 
que  les  deux  tenues  de  la  fraction  soient  des  puissances 
exactes  du  degré  m. 

Soit  -  un  fraction  irréductible.  Si  la  racine  du  degré  m 

h 

de  cette  fraction  est  exprimée  par  une  fraction  -?  quon 
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pourra  toujours  supposer  irréductible,  on  aura  j^  =  —  •  Or, 

la  fraction  -  étant  irréductible,,  il  en  est  de  même  de  la 
a 

fraction  —  5  et  puisque  ^  est  pareillement  une  fraction  irré- 
ductible, Tégalité  ci-dessus  ne  peut  exister  qu'autant  que 
loua  asc"*  et  A  =  r/'"(n°  218). 

* 

227.  Lemme  1*'.  —  Les  puissances  successwes  d'un 
nombre  A  plus  grand  que  Vunité  sont  de  plus  en  plus 
grandes,  et  elles  croissent  au  delà  de  toute  limite. 

De  ce  que  Ton  a  A^^i,  on  conclut  A'>A,  A*>  A",..., 
A'î'+'  >  A*. 

En  outre,  si  l'on  pose  A  —  i  =  B,  on  aura  A'  —  A  ]>  R 
et  à  fortiori  A*  —  A»  >  B, . . . ,  A"  —  A'"-'  >  B.  En  ajou- 
tant toutes  ces  relations  (n®  152),  on  obtient  A"* —  1  >  mB 
ou  A"'^  I  -4-  wB.  Donc,  pour  que  A'*  surpasse  une  quan- 
tité donnée  H ,  il  suffira  de  prendre  m  de  telle  sorte  que 

H  —  I 
l'on  ait  I  -f-  m  B  >  H ,  ou  w  >  — - — 

228.  Lemme  ii.  —  Les  puissances  successives  d'un  nom'- 
bre  a  plus  petit  que  Vunàé  sont  de  plus  en  plus  petites,  et 
elles  s^ approchent  indéfiniment  de  zéro. 

De  ce  que  l'on  a  a <^  i ,  on  conclut  a^  <^a^  a*  <^  a^,. . ., 

En  outre,  si  l'on  pose  A  =  -9  A  sera  plus  grand  qtw? 

Tunité:  on  aura  a  =  -  >  d'où  a"  =  —  :  donc ,  eu  désignant 

A  A*  ^^ 

par  h  une  quantité  donnée  aussi  petite  que  l'on  voudra ,  on 

satisfera  à  la  condition  a"^  <^k^  si  Ton  satisfait  à  celle-ci , 

^  <[  A,  ou  A™  >  T*  Or,  d'après  la  proposition  précédente, 
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oa  peut  toujours  assigner  une  valeur  de  m  qui  satisfasse  à 
la  dernière  condition. 

229.  Théorème  i?f.  —  La   racine  du  degré  m   d'un 

éiiombre  diffère  d'autant  moins  de  V unité  que  le  degré 

m  est  plus  grand,  et  Von  peut  prendre  m  assez  grand 

pour  que  cette  racine  diffère  de  V unité  d'une  quantité 

aussi  petite  quon  le  veut. 

Considérons  d'abord  un  nombre  A  plus  grand  que  Tunitë. 
Soient  a  la  racine  du  degré  m  de  A ,  et  £  la  racine  du  degré 
m  +  n  du  même  nombre;  les  nombres  a  et  S  seront  néces- 
sairement plus  grands  que  i  ,el  Ton  aura  a'"=S'"+"=6'"x6"; 
donc  a"* >  6'";  par  conséquent  a^Q, 

Soit  e  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le  voudra  ; 
si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ait  (i-f-cj^^A 
(  n°  227  ) ,  la  racine  du  degré  m  de  A  sera  moindre  que  i  -h  e. 

Considérons  maintenant  un  nombre  a ,  moindre  que  l'u- 
nité. Soient  a  la  racine  du  degré  m  de  a ,  et  S  la  racine  du 
degré  m-h  n  du  même  nombre  ;  les  nombres  a  et  S  seront 
plus  petits  que  i ,  et  l'on  aura  a'"  =  6'"^"*  =  6*"  x  6":  donc 
«"•  <^  6"»  ;  par  conséquent  a<^S, 

Soit  encore  e  une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  le 
voudra-,  si  l'on  prend  pour  m  une  valeur  telle,  qu'on  ait 
(  i  —  £)'"  <^  a  (n°  228) ,  la  racine  du  degré  m  de  a  sera  plus 
grande  que  i  —  e. 

230.  Théorème  x.  —  Lorsqu'on  a  trouvé  une  partie  a 
de  la  racine  cari'ée  d'un  nombre  entiern,  composée  de 
plus  de  la  moitié  des  chiffres  de  la  racine,  à  partir  du 
chiffre  des  plus  hautes  unités  y  la  quantité  qu  il  faut  ajouter 
à  a  pour  ai^oir  la  racine  à  moins  d'une  unité,  est  égale  à 
la  partie  entière  du  quotient  que  l'on  troui^e  en  diî^isant  le 
reste  n  —  a*  par  a  a. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  le  nombre  n  dont  on  de- 
mande la  racine  carrée  soit  2354.973285267;  la  racine  doit 
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être  coiilposée  de  sept  chillres,  et  Ton  trouve  i534  pour  le 
nombre  fomié  des  quatre  premiers  chîlTres;  en  sorte  que 
a  =  i534ooo.  Le  reste  n  —  a?  est  1817285267,  et  la  divi- 
sion de  ce  reste  par  2  X  1 534ooo  donne  pour  quotient  Spa  \ 
il  en  résulte  que  la  racine  est  i53459a  à  moins  d'une  unité. 
Pour  démontrer  Inexactitude  de  cette  règle,  représentons 
par  a  +  &  la  racine  carrée  du  nombre  n ,  on  aura 

n  —  a}                b* 
n=:  a^-^!iab-h  b\     d'où     =  Z>  H ; 

soit  1/  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  n  —  a' 
par  2  a ,  et  soit  r  le  reste 5  d'où  n  —  a*  =  2  ay  4-  ''5  la  der- 
nière égalité  ci-dessus  deviendra 

r         b^ 

b=:q-\ 

2û         2/ï 

La  partie  a,  qui  est  formée  des  plus  hautes  unités  de  la 
racine,  contient  autant  de  chiilres  qu'il  doit  s'en  trouver 
dans  la  racine  ;  et,  par  hypothèse ,  le  nombre  des  chiilres  de 
la  partie  entière  de  h  est  moindre  que  la  moitié  du  nombre 
des  chiffres  de  la  racine.  Il  suit  de  là  que  la  partie  entière 

de  i'  a  moins  de  chiffres  que  a  5  donc  —  est  une  quantité 

r 

la 

l'unité.  Donc  le  nombre  entier  q  est  la  valeur  de  A  à  moins 
d'une  unité. 

Comme  on  a  (a-j-7)*=a'H-2a^-+-7'  et  n=a*-|-2ii^-hr, 
si  f'^c/^^a-h  q  sera  la  valeur  approchée  de  la  racine  par 
défaut^  si  r<^q^^  cette  valeur  sera  approchée  par  excès; 
enfin ,  si  r  =  q^^  a-\-q  sera  la  valeur  exacte  de  la  racine. 

Des  progressions  arithmétiques  ou  par  différence. 

231.  Une  progression  arithmétique  ou  par  diffiérence 
est  une  suite  de  termes  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal 


moindre  que  l'unité.  D'ailleurs  —  est  aussi  moindre  que 


-^^S  TRAITÉ  ÉLÉMKNTAIRK  D*ALGÈBRE. 

nu  pm^édent  augmenté  d^une  quantité  constante.  Cettr 
quantité  constante  se  nomme  la  raison  de  la  progression. 

Suivant  que  la  raison  est  positive  ou  négative,  lapro> 
gression  est  croissante  ou  décroissante. 

Pour  indiquer  que  les  nombres  a,  i,  c,  etc.,  formrat 
une  progression  par  différence,  on  écrit 

z  n.b.cfi,  etc. 

Cette  notation  résulte  de  ce  que  trois  termes  consécutib 
quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion  con- 
tinue par  différence. 

Si  Von  représente  par  /•  la  raison  de  la  pi*ogression ,  et 
par  /  le  w"*"""  ternie,  cVst-à-dire  le  terme  qui  en  a  w  — i 
avant  lui ,  on  aura 

(ît,  en  général. 

il)  /  =  «  -h(//  —  i)/-. 

La  dernière  relation  fait  connaître  Tune  des  quatre  quan- 
tités rt,  /',  w,  /,  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  l'on  veut  insérer  m  moyens  différentiels  ou  anilunê- 
tiques  entre  deux  nombres  donnes  a  ^/  1 ,  on  conclura  if 
la  relation  (i) 

l  —  a 

r=: . 

m  -t-  I 

Celte  foimule  indique  quow  obtiendra  la  raison  en  di^ 
sant  la  différence  des  deux  nombres  donnés  parle  nomhrr 
des  moyens  augmenté  de  i. 

Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  ;  on 
aura 

S  =  r/  4-  (fl  -h  r)  -H  (fl  4-  2r).  .  .  -f-  (/-M?.r)  H-  (/  —  r)  +/, 
et  en  considérant  les  ternies  dans  Tordre  inverse, 

S  =  /  4-  (/  —  '•j  -H  (/  —  ?•  r)  ,  .  .  -h  («H-  2  r)  -f-  (il  -f.  r)  4-  <»• 
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ji  ajoutant  ces  deux  égalités  membi'e  à  membre  et  terme  à 
^rme.  et  désignant  toujours  par  //  le  nombre  des  termes  de 
a  progression ,  on  trouve 

Toù 

a  4-/)// 


8=- 


7. 


Donc,  la  somme  ries  termes  (Vunc  progression  par  (Hffé^ 
rence  est  ('gale  à  la  demi-^somme  des  termes  extrêmes  ré- 
pélèc  autant  fie  J'ois  quil  y  a  de  termes  dans  la  pro- 
gression . 

Kn  remplaçant  /,  dans  la  formule  (2) ,  par  la  valeur  quo 
donne  Téquation  (i),  on  trouve 

2  ' 

£i2.  Lorsque  Ton  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  ri, 
', «,  /,  S,  on  pourra  déterminer  les  deux  autres,  au  moyen 
des  équations  (i)  et  (2)  ou  (i)  et  (3). 

En  choisissant  de  toutes  les  manières  deux  inconnues, 
parmi  les  cinq  quantités  «,  /*,  // ,  /,  S,  on  aura  à  résoudre 
dix  problèmes  qui  ofl'rironl  un  exercice  utile.  On  vérifiera 
•lisémeut  rexaclitude  des  résultats  que  l'on  obtiendra  dans 
chacun  de  ces  problèmes  ,  en  attribuant  aux  quantités  con- 
nues des  valeurs  déduites  d'une  progression  numérique 
choisie  à  volonté. 

Lorsque  le  nombre  //  des  termes  est  inconnu ,  la  question 
n'est  possible  qu'autant  que  l'on  trouve  pour  n  une  valeur 
entière  et  positive. 

Les  équations  (i)  et  (2)  expriment  toutes  les  relations 
<*nire  les  cinq  quantités  a,  r,  /*,  /,  S,  qui  résultent  de  la 
loi  de  la  progression;  car,  si  Ton  obtenait  une  troisième 
équation  entre  ces  quantités,  il  s'ensuivraitque,  deux  de  ces 
quantités  étant  données,   on   pourrait  trouver  les    trois 
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autres;  or  on  voit  iminëdisrtement  que,  lorsqu'on  ne  donne 
que  deux  des  quantités  ci-dessus,  la  progression  est  ton- 
jours  indéterminée. 

Des  progressions  géométriques  ou  par  quotient 

233.  Une  progression  géométrique  ou  par  quotient  esl 
une  suite  de  termes  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal  ao 
précédent  multiplié  par  une  quantité  constante.  Cette  quan- 
tité constante  se  nomme  la  raison  de  la  progression. 

Suivant  que  la  raison  est  plus  grande  ou  plus  petite  que 
Funité,  la  progression  est  cmissante  ou  décroissante. 

Pour  indiquer  que  les  nombres  rz,  i,  c^  etc.,  formeni 
une  progression  par  quotient,  on  écrit 

7^.  a\h\c\d\  etc. 

(]ette  notation  résulte  de  ce  que  trois  termes  consécutifs 
quelconques  de  la  progression  forment  une  proportion  con- 
tinue par  quotient. 

En  représentant  par  /*  la  raison  de  la  progression,  et 
par  /  le  n**'"''  terme ,  c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  n  —  i 
avant  lui ,  on  a 

b  =  rzr,      c  =  «r^,      d  =  ar^  ; 

et,  en  général, 

(i)  i  =  ar^-'. 

La  dernière  relation  fait  connaître  Tune  des  quatre  quan- 
tités a^  r^  n^  l^  lorsque  les  trois  autres  sont  connues. 

Si  Ton  veut  insérer  m  moyens  géométriques  entre  deux 
nombres  donnés  a  ef  1,  on  conclura  de  la  relation  (i) 


C^ette  formule  indique  que ,  pour  obtenir  la  raison ,  il  faut 
di\fiserles  deux  nombres  donnés  l'un  par  l'autre^  et  ex- 
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raire  du  quotient  la  racine  dont  le  degré  est  marqué  par 
^e  nombre  des  moyens  augmenté  de  i. 
Nommons  S  la  somme  des  termes  de  la  progression  ^  on 

aura 

(2)  S  =  a  4-  flr  -♦-  nr^  -h  .  .  .  -f-  /zr"-', 

et  en  multipliant  les  deux  membres  par  /', 

rS  =  ar  -\-  ar*  -h  nr^  '\-  ^ .  .  -+-  ar"-'  -+-  ar". 
En  retranchant  ces  deux  égalités  Tune  de  l'autre ,  on  obtient 

(r  —  I  )  S  =  fîr"  —  a , 

d'où 

(3:,  s  =  '^(:l=:i-', 

r —  I 
et.  en  remplaçant  ar""^  par  /, 

/r  —  a 


i«  s  = 


r  —  I 


Il  est  facile  de  vérifler  à  posteriori  que  Texpression 
donne  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  pro- 
gression dont  le  premier  terme  est  a,  et  dont  la  raison 
est/-;  car,  en  effectuant  la  division  de  r" —  1  par  /' —  i, 
^t  multipliant  le  quotient  par  a^  on  retrouve  la  progres- 
sion. 

234.  Lorsque  Ton  connaîtra  trois  des  cinq  quantités  a^ 
''^1,  /,  S,  on  pourra  trouver  les  deux  autres  au  moyen  de 
'équation  (i)  jointe  à  Func  des  équations  (2),  (3)  et  (4). 

En  choisissant  les  deux  inconnues  de  toutes  les  manières 
possibles ,  on  aura  à  résoudre  dix  problèmes  différents.  Mais 
^problèmes,  à  Tcxception  de  quatre  seulement,  exigent 
Id  connaissance  des  méthodes  que  nous  exposerons  dans  la 
suite  ;  car,  lorsque  l'une  des  inconnues  est  le  nombre  des 
fermes,  il  faut  résoudre  une  équation  dans  laquelle  cette 
lucomiue  est  en  exposant;  et  lorsque  les  inconnues  sont  a 
5«  éfiit,  16 
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vi  r\  ou  /  et  /',  on  a  à  résoudix*  une  équation  <{ui  est  du  degré 
n  quand  on  prend  les  équations  {i)  et  (3)  ou  (i)  et  (4)îCt 
du  degré  n —  i  quand,  au  lieu  de  Téquation  (3)  ou  (4)^ 
on  prend  l'équation  (2). 

On  voit  aussi ,  comme  dans  le  n"  232 ,  que  les  équa- 
tions (i)  et  (3)  expriment  toutes  les  relations  entre  les  cinq 
quantités  «,  r,  w,  /,  S,  qui  résultent  de  la  loi  de  la  pro- 
gression . 

235.  Quand  on  fait  r:^  i  dans  la  formule  (3),  il  vient 
S  =  5^.  Mais,  si  l'on  efléctue  d'abord  la  division  de  r"  — i 
par  r —  i ,  on  est  ramené  à  Téquation  (2) ,  et  eu  supposant 
/'  =  I ,  on  obtient  pour  S  la  valeur  déterminée  S  =  na. 

Lorsque,  la  raison  étant  inconnue,  on  se  sert,  pour  la 
déterminer,  de  l'équation  (3) ,  on  trouve  que  cette  équation 
est  vérifiée  par  r=  i  ;  car,  en  chassant  le  dénominateur, 
l'hypothèse  r  =  i  réduit  les  deux  membres  à  zéro.  On  évite 
la  solution  /•  =  i ,  qui  est  généralement  étrangère  à  la  ques^  . 
tion,  en  faisant  usage  de  l'équation  (2)  au  lieu  de  réqua- 
lion  (3). 

236.  Occupons-nous  actuellement  du  cas  où  la  progrès^ 
sion  est  décroissante  et  se  prolonge  indéfiniment.  On  a  - 
daprès  la  formule  (3) , 


S=r 


fl  (i  —  /•") '  fi  ar^ 


1  —  r  I  —  r       I  —  r 


Or,  /•  étant  un  nombre  plus  petit  que  1 ,  à  mesure  que  U' 

nombre  n  augmente,  la  quantité devient  de  plus  en 

plus  petite^  et  Ton  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que* 


«r" 


I  —  r 


ail  une  valeur  moindre  que  toute  quantité  ^donnct' 

(n*'228).  Donc,  à  mesure  que  Ton  prend  plus  de  tertae^ 
consécutifs  de  la  progression,  à  partir  du  premier  terme- 
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la  somme  S  approche  do  plus  en  plus  de ;  et  l'on 

peut  prendre  assez  de  termes  pour  que  la  somme  de  ces 

termes  diflere  aussi  peu  qu'on  le  veut  de On  dit, 

par  cette  raison,  que  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  termes  de  la  progression,  à  partir  du  premier  terme ^  a 

pour  limite  la  fraction ;  et  si  l'on  a  à  considérer  la 

somme  de  tous  les  termes  de  la  progression  en  nombre  infini, 
cette  somme  doit  être  regardée  comme  rigoureusement  égale 


a  — 


I  —  r 


Soit,  par  exemple,  la  progression 

On  a  a  =  i ,  r  =  - 1  =  2  ^  ainsi  la  somme  d'un  nomb;*e 

quelconque  de  termes  consécutifs  de  la  progression  pro- 
posée, à  partir  du  premier  terme,  est  toujours  inférieure 
à  2;  elle  approche  d'autant  plus  de  2  que  Ton  prend  plus  de 
termes  ;  et  la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  progression 
ph)longée  indéfiniment  est  égale  à  2. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conclusions  par  la  seule 
inspection  de  la  progression  *,  car  la  somme  des  deux  pre- 
miers termes  ne  diflire  de  2  que  de  7  ou  ~  ;  donc  celle  des 
trois  premiers  termes  ne  diffère  du  même  nombre  2  que 
de  ^  ou  4  ;  celle  des  quatre  premiers  termes  ne  diffère  de  2 
que  de  7  ;  ainsi  de  suite.  Donc ,  en  général ,  la  somme  des  n 
premiers  termes  ne  diflère  de  2  que  d'ime  quantité  égale  à 

— •  On  peut  donc  prendre  le  nombre  n  assez  grand  pour 

que  cette  diil'érence  soit  aussi  petite  qu'on  le  veut;  et  lors- 
que n  est  infini ,  cette  différence  doit  être  regardée  comme 
nulle. 

16. 
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La  v)aIeurcl^]no  fraction  décimale  périodique  est  la  somme 
des  termes  d^une  progression  décroissante  et  indéGnie.  Soit, 
par  exemple,  la  fraction  décimale 

0^3243^4324  etc. 
Les  dillérentes  périodes  forment  une  progression  géomé- 
trique décroissante ,  dont  la  raison  est \  et,  d'après  la 

règle  précédente,  la  \aleur  de  la  fraction  prolongée  indéfi- 

32A  I  37-4 

niment  est  é^ale  au  quotient  de  — —  par  i ^  ou  — ^• 

°  *  1000  *^  1000  g^ 

On  retrouve  ainsi  la  règle  que  l'on  donne  dans  les  Traités 
d'arithmétique;  et,  au  moyen  de  cette  règle,  on  découvre* 
aisément  celle  qu'il  faut  suivre  pour  évaluer  les  fractions 
dé<*imales  périodiques ,  dans  lesquelles  la  période  ne  com- 
mence pas  immédiatement  après  la  virgule. 

Notions  élémentaires  sur  la  convergence  et  la 

divergence  des  séries, 

m  

237.  On  nomme  série  une  suite  de  termes,  en  nombrt' 
infini,  qui  dérivent  les  uns  des  autres  suivant  une  loi  de- 
terminée.  Quand  une  série  est  telle,  que  la  somme  d*un 
nombre  limité  de  termes  consécutifs,  à  partir  d'un  certain 
rang,  s'approche  de  plus  en  plus  d'une  limite  Gxe,  à  me- 
sure que  le  nombre  de  ces  termes  devient  plus  grand,  de 
manière  à  pouvoir  dilïérer  aussi  peu  qu'on  le  veut  de  cette 
limite,  on  dit  que  la  série  est  conv^ergente.  Quand  la  somme 
il'un  nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  de  la  série" 
ne  converge  vers  aucune  limite  fixe,  on  dit  que  la  série  est 
divergente. 

11  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  sur  les  progressions  géo- 
métriques décroissantes  prolongées  indéfiniment,  qu'une 
semblable  progression  est  une  série  convergente 5  par  con- 
séquent, toute  série  dont  les  termes  décroissent  plus  rapi- 
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dem«iit  que  ceux  d'une  progression  géométrique  est  aussi 
convergente. 

238.  Considérons  ^  par  exemple,  la  série  suivante,  dans 
laquelle  chaque  terme,  à  partir  du  deuxième,  est  formé 
en  divisant  celui  qui  le  précède  par  le  nombre  qui  en  marque 
le  rang , 

III  I 

I  ?      -  •»      •♦      ;,  f  "'  '9  5 •,   etc. 

I        1.2        i  .9.  6      •       1.2.3.    ./f 

Les  termes  dont  le  rang  est  supérieur  à  n  sont 


I.2  3.../Î        I  .2.  .  ./l(/l  -+-  1)'       1.2.  .     /l  (/î  -h  I  )  («  -f- 2)  '* 

ils  sont  donc  respectivement  inférieurs ,  à  l'exception  du 
premier,  aux  termes  correspondants  de  la  progression  géo- 
mélrique 

I  1  I  I  I 

5 1 = X->     5 X— »etc.; 

1.2.3../Î        1.2,3.../!       n        i  .2.  6.  .    n       /i' 

la  comme  de  ces  termes ,  pris  en  tel  nombre  que  Ton  vou- 
dra, sera  donc  toujours  inférieure  à  la  somme  des  termes 
correspondants  de  la  progression  géométrique;  et,  à  plus 
ibrte  raison,  à  la  limite  de  la  progression,  qui  est 

I  X      I  I  I 

X 


1.2  3    ../î  I        1.2.3    ..(/ï  —  i)     ^n  —  I 

n 

Or  cette  dernière  quantité  décroit  infiniment  à  mesure  que 
1  augmente.  Par  conséquent.  Terreur  que  Ton  commet 
en  prenant  la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la 
série  proposée  au  lieu  de  la  somme  totale,  est  d'autant  plus 
petite  que  le  nombre  de  ces  termes  est  plus  grand  ;  et  cette 
erreur  peut  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée. 
Donc  la  série  est  convergente. 
La  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série  est  souvent 
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employée  dans  les  parties  élevées  des  mathématiques;  oii  la 
désigne  par  la  lettre  e.  En  ajoutant  les  n  premiers  termes , 
on  obtient  une  valeur  approchée  du  nombre  «  ;  et ,  d'après 
ce  qui  précède,  l'erreur  est  moindre  que 


I 
X 


1    2.3. ..(/i  —  i)       n  —  1 

Si  Ton  prend ,  par  exemple ,  /i  =  1 1 ,  on  trouve  approxi- 
mativement 

^=z  2,7182818; 

dans  ce  cas  l'erreur  est  moindre  que 

I  I  I 

X—     ou 


1.2.3.4-56.7.8.9.10       10  36288000 

par  conséquent  elle  n^influe  pas  sur  les  sept  premièn^s  dé- 
cimales. 

Le  nombre  e  est  incommensurable.  En  effet)  on  a  e  <^  3  ; 
car  la  somme  des  termes  de  la  série ,  à  partir  de  7 ,  est  plus 
petite  que  i .  Le  nombre  e  ne  pouvant  être  entier,  puisqu'il 
est  compris  entre  2  et  3 ,  supposons  qu'il  soit  fractionnaire, 

et  représentons-le  par  —j  met  n  étant  deux  nombres  en- 
tiers; on  aura 

m  i  II 

•—  =  1  4-  I  H h  ...  -4-  " h h  erc. 

n  1.2  1 .2. .   n       1    2. . . «  H-  1 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  égalité  par 
1 . 2 . 3 . . .  n ,  le  premier  membre  deviendra  un  nombre 
entier.   Les   termea  du  second  membre,  jusqu'au  terme 

inclusivement,  donneront  des  nombres  entiers. 

1.2. .  ./i 

Il  faudra  donc  que  la  somme  de  tous  les  termes  suivants 

soit  aussi  un  nombre  entier.  Or,  après  la  multiplication 

de  tousr  les  termes  par  i .  2 . 3 .  .  .  /? ,  la  somme  des  termes 
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fractionnaires  est 


I  ■ 


elle  est  donc  moindre  que 


cU*.; 


I  I  I 


Cette  dernière  somme  est  plus  petite  que  l'unité  ^  car  elle  est 
égale  à X ou  —   Le  nombre  c  u'est  donc 


1  — 


«-M 

m 


pas  un  nombre  fractionnaire  —9  m  ci  n  étant  entiers. 

239.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  termes  d^unc 
série  peuvent  décroître  indéfiniment,  sans  que  la  série  soit 
convergente.  Prenons,  par  exemple,  la  série 

III  1  I 

I,     -f     ^»     -T?*'*»— >     '5  etc. 

2       3       4  "       /i  H-  I 

Les  termes  décroissent  indéfiniment  ;  mais  si  Ton  consi- 
dère la  somme  des  termes  à  partir  de  jusqu^à  — > 


savoir. 


II  11 

H h  ...  H 1 9 


/f  -h  I         « -f-  2  2/1—^1         2« 

celte  somme  est  formée  de  n  parties  dont  la  dernière  est 
moindre  que  chacune  des  précédentes ,  elle  est  donc  supé- 
rieure, quel  que  soit  /i ,  au  produit  //  X  ^ —  =  —  U  résulte 

de  là  que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent  -9  dans 
la  série  proposée,  est  formée  d'un  nombre  infini  de  parties 
plus  grandes  que  -9  de  sorte  que  cette  somme  a  une  valeur 
infinie.  Par  conséquent,  la  série  est  divergente. 
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240.  Si  Ton  change  les  signes  des  termes  de  rang  pair, 
dans  la  dernière  série,  elle  deviendra  convergente.  En  gé- 
néral,  lorsque  les  tennes  d'une  série  décroissent  indéfini- 
ment ^  et  sont  altemativ^ement  positifs  et  négatifs  y  la  série 
est  coni^ergente. 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  considérons  la  série 

ûo  —  fli  -h  flj  —  flj . .  zt  «r,  qp  fl„^, ,  etc. 


Désignons  la  somme  des  termes ,  à  partir  de  +  a„,  par  ±r„, 
en  prenant  le  signe  +  ou  le  signe  —  suivant  que  le  terme 
a^  sera  positif  ou  négatif,  on  aura 


r, 


n 


=  «n  —  «ii-hi  -H  («n+î  —  «n+a)  H"  (««-»-*  —  «ii-w)  H"  CtC. 


Puisque ,  par  hypothèse ,  les  termes  a„,  a„^t,  a„+î,  etc.,  vont 
en  décroissant ,  les  différences  a^  —  «„+i ,  a„+î  —  a„+j,  etc., 
sont  toutes  positives;  donc  r„  est  une  quantité  positive,  et 
on  a  r^^a^  —  «n+i.  Mais  on  peut  aussi  écrire  l'expression 
de  r„  sous  cette  autre  forme 

et  par  là  on  voit  que  r„  <[  a„.  Donc,  si  a„  décroit  indéCni- 
mcnt,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  r„  décroîtra  aussi 
indéfiniment.  La  série  sera  donc  convergente. 

Des  fractions  continues. 

241.  On  appelle  y)'ac/io«  continue  une  expression  de 

rette  forme  : 

6 


a 


*  +  --   1 


r 


etc. 


En  effectuant  les  calculs  indiqués  dans  une  semblable 
expression ,  on  obtient  pour  résultat  une  fraction  ordinaire 
qui  est  la  valeur  de  la  fraction  continue.  - 
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Soit,  par  exemple,  la  fraction  conlinue 


7. 


54- 


3 


on  trouve  successivement 


4     4            37  3            77 

^                    I  -1-7         '  1-1-7                   '           ' 

4  4 

— ^ =^,      3+- 


3 

•-^4 


39 

i3i 

I 
3 

39 

Nous  ne  considérerons  que  les  fractions  continues  dans 
lesquelles  les  numérateurs  0,  y,  5,  etc.,  sont  égaux  à  Tunité, 
tt  qui  sont  par  conséquent  de  cette  forme  : 


a 


r 


etc. 


Nous  supposerons,  de  plus,  que  a^  h^  c,  r/,  etc.,  sont  des 
nombres  entiers  positifs. 

242.  Les  fractions  continues  de  cette  dernière  forme  se 
présentent  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  d^exprimer  en  nombres 
des  quantités  fractionnaires,  ou  des  quantités  irration- 
nelles, dont  on  peut  avoir  la  valeur  approchée  à  moins  d'une 
unité.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  à  évaluer  une  quantité 
quelconque  x,  qui  ne  soit  pas  exprimable  par  un  nombre 
eniier.  Si  l'on  cherche  d'abord  le  nombre  entier  a  qui  ap- 
proche le  plus  de  la  valeur  de  x,  la  différence  x  —  a  sera 
une  fraction  plus  petite  que  l'uni  té,  quon  pourra  représenter 

par-,   y  étant  un  nombre  plus  grand  que  l  unité;  si  Ton 
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<'hcrch(* ,  de  même ,  le  nombre  entier  b  qui  approche  le  plus 

de  la  valeur  de  y^  la  dîHercncc  y  —  b  pourra  être  repré- 

sentéiî  par  -9  z  étant  un  nombre  plus  grand  que  Tunitc. 

En  continuant  ainsi,  on  aura 

I  ,1  I  ,1 

,r  =  nH —  t      Y  =z  h  -^ —  ,      z'=:  c  -\ ^      11  z=  ri  -] î  etc.  ; 

jr  z  u  V 

d'où  Ton  conclut 

I 


1 


r-h  - 


I 


d  4-  etc. 


Si,  parmi  les  quantités^,  z^  u,  1^,  etc.,  il  s'en  trouve  une 
qui  soit  exprimée  exactement  par  un  nombre  entier,  la 
fraction  continue  se  terminera.  Dans  le  cas  contrain*,  h 
fraction  continue  se  prolongera  indéfiniment. 

243.  Supposons  que  la  quantité  qu'on  veut  mettre  en 

fraction  continue  soit  un  nombre  fractionnaire  donné  -i 

A  et  B  étant  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  entier  qui  approche  le  plus  de  cette  quantité 
est  le  quotient  de  la  division  de  A  par  K.  Nommant  n  ce 
quotient  et  C  le  reste,  on  a 

A  C  I 


(?) 

Soient  h  le  quotient  de  la  division  de  li  par  C,  et  I)  le  reste, 
on  a 

-  =z  b  -h         =:  Ù  -\ :-• 

C  C  ^  /C\ 

Sans  pousser  plus  loin  c<'tte  <»xplication ,  on   \oit  que. 
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pour  réduire  une  fraction  ordinture  en  fraction  continue, 

il  faut  opérer  sur  les  deux  ternies  de  cette  frattion  comme 

si  l'on  voulait  trouv^er  leur  plus  grand  commun  diviseur, 

en  dii^isant  d'abord  le  nwnérateur  par  le  'dénominateur. 

Sites  quotients  successifs  qu'on  obtient  par  cette  opération 

sont  a ,  b,  c,  d,  etc.,  le  premier  quotient  a  pouvant  ét9V 

zéro,  Infraction  continue  est 


I 
a 


/>  +  -! 


I 


c 


\  fi  -h  etc. 

On  trouve  de  cette  maiiicri* 

I  io3  I 

=  I  H 


887         4 


I 


I 


2 


I 


I 

I  H 


'Ù 


Comme  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
<leux  nombres  conduit  toujours  à  un  reste  nid ,  et  par  con- 
séqaent  à  un  quotient  qui  est  un  nombre  entier,  toute 
f/uantàé  commensurable  peut  être  exprimée  par  une  frac- 
'fo/i  continue  qui  se  termine. 

Réciproquement,  toute  fraction  continue  qui  se  termine 
fit  l'expression  d'une  quMitité  commensurable ^  puisque 
l'on  peut  en  obtenir  exactement  la  valeur,  exprimée  par 
une  fraction  ordinaire. 

n  siût  de  là  qu'une  quantité  incommensurable  ne  peut 
donner  qu'une  fraction  continue  qui  se  pmlongc  indcfi' 
niment. 

«i4.  Pour  montrer  un  exemple  dv  la  réduction  d'une 
<|uantité  irrationnelle  en  fraction  continue ,  prenons  Tex- 
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pression 


La  racine  carrée  de  7  étant  comprise  ontre  2  et  3.  la 

5       6 
quantité  proposée  est  comprise  entre  -  et  -;  la  partie  en- 

tière  de  cette  quantité  est  donc  !i ,  et  on  peut  poser 


?.  y 

On  conclut  de  là 

r  2         '        -^  y/.;  —  I  6  3 


,    Puisque  la  racine  fcarrée  de  7  est  comprise  entre  2  el  3,  U 
valeur  de  y  est  comprise  entre  0  et  ^:  on  posera  donc 

C^ette  relation  donne 


1  1 


r=-'-^--i  +  -. 


I       V^7  —  2  3  /- 

_*  =  -3-'  =  =  7^,  =  v'-^='-      ' 

Kii  continuant  de  la  même  manière,  on  trouve 

u 

\        r  '  \/7 -H  2  1 

«  ^  —  23  «' 

i        Jn  —  1  3  ^  -f-  I  I 

-=  ^-^ — ")       ''  =  -7= =  — =  '  -+-7' 

«'3  ^/.j  __  I  2  ^ 

I       ^  —  I  2  \/7  +  " 

^  2  \^  •— 1  ^ 
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après  ces  calculs,  le  développement  de  2  |>|,  fVac- 

Ml  continue  est 


?. 


1 

I  H 


4        ' 


I 

I  H 


I 

i  H 


I 

i  4- V 


4  H-  etc. 


(lelie  fraction  continue  est  périodique;  car,  à  cause  de 
f  =  >,  les quati^e  dénominateurs  i,  4i  i<i  >  ^^  reproduiront 
iiuliTiiiiment,  dans  le  même  oindre. 

2t3.  Considérons  la  fraction  continue  littérale 


n 


c 


((  H-  etc. 

On  trouve,  au  moyen  des  règles  relatives  aux  fractions, 

a  \        ab -^  i  I  (û^ -h  i)  f -h  « 

I  h  0  ,1  /;c  -h  I 

^  4-- 
c 

1  (n^  H-  r  4-  f/)  #/  4-  <i^  -F-  I 

0  H 

t 

'•  +  5 

Les  fractions 

J    fl^  -h  I      (ab  -f- 1  )  r  -t-  ^'      («^«^  -h  c  4-  a)  ^  4-  «^  4-  I 

7'  ~ — î — 9    ; »     ; ; — : .     ■        ?  etc., 

'        b  bc  -h  i  [bc  -\-  i)  fi  -^  b 

^nt  désignées  sous  le  nom  de  fractions  com^ergentes  ou  de 

adultes.  Les  fractions  -?  t?  -9  etc.,  sont  nommées  frac- 

i     b    c  ^ 

^onsintégi*ant€S,  et  les  quantités  //,  b^  c,  etc.,  sont  ap^ 
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pelées  quotients  incomplets.  On  verra  bientôt  la  raison  d 

ces  diirérentes  dénominations. 

En  examinant  attentivement  les  réduites  ci-dessus,  oi 
voit  que,  pour  la  troisième  réduite,  le  numérateur  est  h 
produit  du  numérateur  de  la  réduite  précédente  par  h 
dénominateur  de  la  dernière  finction  intégrante^  aug- 
menté du  numérateur  de  la  réduite  qui  prééède  de  dtm 
rangs;  le  dénominateur  est  pareillement  le  produà  du  dé- 
nominateur de  la  réduite  précédente  par  le  dénonUnatm 
ile  la  dernière  fraction  intégrante,  augmenté  du  dénomh 
nateur  de  la  léduite  qui  précède  de  deux  rangs.  On  ob- 
serve la  même  règle  à  l'égard  de  la  quatrième  réduite. 

Pour  démontrer  que  cette  règle  s'applique  gcnéra/ement 
à  toutes  les  réduites  ^  il  suffit  de  faire  voir  que,  si  elle  con- 
vient à  trois  réduites  consécutives  de  rang  quelconque,  eOe* 
doit  aussi  convenir  à  la  réduite  suivante.  A  cet  effet,  con- 
sidérons quatre  réduites  consécutives,  que  nous  désigiiero» 
par 

F'     Q^'     W'     S'* 

iNommons  r  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction  inté- 

grante  comprise  dans  -ir>9  5  le  dénominateur  de  la  dernière 

S 
fraction  intégrante  compris(;  dans  ^9  et  supposons  que  Ton 

ait  T\  =  Qr  -I-  P,  R'  =  Q'/'-f  P'-  La  réduite  |;  peut  se  dé- 

R  I 

duire  de  :^  en  y  remplaçant  /•  par  /•  H — •  On  aura  donc 

S  _^  V  "^-^/"^^  _  ^(Qr-f-P)4-Q         Rs-hQ 

On  voit  par  là  cjue  la  réduite  ^  se  forme  au  moyen  des  r^ 
duites  précédentes,  suivant  la  règle  énoncée  ci-dessus. 


^'      '^'/^^l^^.p,     »(Q'^+P')  +  Q'~R'*H-Q' 
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Calculons ,  d'après  celte  règle,  les  réduites  de  la  fraeiioii 


continue 

I  4- 


4-^ 


I 


9 


I 


I  -h 


I 


I 

I   -f-7- 

4 


On  forme  d'abord  les  deux  premières  réduites,  et  les  autres 
s  obtiennent  ensuite  comme  on  le  voit  ci-dessous  : 


I 


9  9.  I  I  4 

7'     4'     37'     ^'     775'     ïp'      887' 

On  écrit  sur  une  même  ligne  les  quotients  incomplets  suc- 
cessifs 9,  2 ,  1 ,  1 ,  4-  On  multiplie  les  deux  termes  5  et  4  de 
ladi'uxième  réduite  par  9,  et  Ton  ajoute  respectivement  aux 
produits  les  termes  1  et  i  de  la  première  ixkluite;  on  a  ainsi 
les  doux  termes  46  et  Sj  de  la  troisième  réduite.  On  multi- 
plie ces  deux  termes  par  2,  et  Ton  ajoute  respectivement 
aux  produits  les  deux  termes  5  et  4  de  la  deuxième  réduite^ 
ce  qui  donne  les  deux  termes  97  et  78  de  la  quatrième  ré- 
duite. Ainsi  de  suite.  La  dernière  réduite  est  toujours  la 
>aleur  exacte  de  la  fraction  continue. 

Lorsque  la  fraction  continue  n'a  pas  de  partie  entière, 
on  prend  *  pour  la  première  réduite. 

2-46.  La  valeur  rie  la  finction  continue  est  comprise 
^ntre  deux  réduites  consécutiv^es  quelconques. 

Reportons-nous  a  la  fraction  continue  littérale  que  nous 
avons  considérée  dans  le  n"  245,  et  désignons  par  x  la  va- 
leur de  cette  fraction  continue.  On  voit  immédiatement 


a 


que  la  première  réduite  -  est  plus  petite  que  la  quantité  x 
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puisqu*on  néglige  la  quantité  -. La  deuxième  réduite 

a  +  T  ^'st  plus  grande  que  x^  puisqu'on  n^ligc  une  partie 

du  dénominateur  h  -\ On  pourrait  raisonner  de  la 

c  -4-  etc.         ^ 

même  manière  pour  les  réduites  suivantes  -,  mais  oii  peut 

aussi  démontrer  généralement  la  propriété  énoncée,  comme 

il  suit. 

En  conservant  les  m(>mcs  désignations  que  dans  le  n^  245, 

on  a 

R    _  Qr4-P 
R'  ~QV-4-P' 

Pour  déduire  la  valeur  de  x  de  celle  de  ^^   il  suffirait 

R 

de  remplacer,  dans  l'expression  de  cette  réduite,  r  par 
/•  -h  ^ INommons  j  celte  dernière  quantité,  qui  est 

•»      I      V IC  • 

toujours  positive  et  plus  grande  que  l'unité;  on  aura 

d'où  Ton  conclut 

^      P  ^(QP'^Q'P}j  Q   _    PQ  -QP^ 

P'      (Q.r-*-P')P' '    ^      Q' ""(Q'rH-P'JQ* 

On  voit  par  les  deux  dernières  égalités  que  les  deux  diffé- 

P  0 

renées  j: —  -,  .r  —  ^,  sont  des  quantités  de  signes  con- 

P 
traires^  donc,  si  x  est  plus  grand  que  ^»  il  sera  moindre 

Q  P 

que  ^;  si,  au  contraire,  x  est  plus  petit  que  ^j,  il  sera 

plus  grand  que  — •   D'ailleurs ,  la  première  réduite  -  est 

plus  petite  que  x.  Par  conséquent,  toutes  les  réduites  de 
rang  impair  sont  moindres  que  la  valeur  de  la  fraction 
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continue  y  et  toutes  les  réduites  de  rang  pair  sont  plus 
grandes  que  cette  valeur. 

447.  La   valeur  absolue   de   la   différence  x  —  ^  est 

moindre  que  celle  de  la  différence  a:  —  -7;  carj' est  plus 

grand  que  i,  et,  diaprés  la  règle  du  n?  245,  il  est  évident 
que  Q'  est  plus  grand  que  P'.  Donc  chaque  réduite  approche 
plus  de  la  valeur  de  la  fraction  continue  que  la  réduite 
précédente.  C'est  cette  propriété  qui  a  fait  donner  aux 
réduites  le  nom  de  fractions  convergentes. 

Il  résulte  des  deux  théorèmes  ci-dessus,  que  les  réduites 
de  rang  impair  forment  une  suite  croissante,  et  les  réduites 
de  rang  pair  forment  une  suite  décroissante. 

248.  La  différence  de  deux  réduites  consécutii^es,  expri- 
mées suis^ant  la  règle  du  n^  245,  est  égale  à  V unité 
divisée  par  le  produit  des  dénominateurs  de  ces  deux 
réduites. 

Cette  proposition  se  vérifie  à  Tégard  des  deux  premières 

au 


réduites,  dont  la  différence  est  — ; =  y.  Il  suffit  donc 

b  i       à 

de  prouver  que ,  si  elle  est  vraie  pour  deux  réduites  consécu- 

P     0 
ûves  de  rang  quelconque  57'  ^'  elle  est  également  vraie 

O  R 

pour  la  réduite  ^  et  la  réduite  suivante  :^-  Or 

Q  ^ 

R      QrH-P        ,  R       Q         Qr-j-P       Q        PQ'— P'Q 

R'    QV-f-F-  R'      Q  ~Q'rH-F      Q  ^Q'IQV-hP')' 

par  hypothèse , 

?-— ^=r-H— 1— ;     d'où     P'O  — PQ'  =  ±i; 


don 


c 


5«  ft/iY.  '  1 7 
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249.  Les  réduites  exprimées  suivant  la  règle  du  n* 

sont  des  fractions  irréductibles.  Car,  si  les  deux  termes  de 

p 
la  réduite  ^  avaient  un  facteur  commun ,  d'après  Tégalité 

P'Q  —  PQ'  =d=  I,  ce  facteur  commun  diviserait  runitë. 
On  voit,  par  la  même  égalité,  que  les  numérateurs  P  et  P' 
de  deux  réduites  consécutives ,  ou  leurs  dénominateurs  Q 
et  Q',  sont  premiers  entre  eux. 

230.  La  valeur  de  la  fraction  continue  étant  comprise 

0     R 
entre  deux  réduites  consécutives  quelconques  qT-^  ^>  la 

différence  entre  cette  valeur  et  la  réduite  ^  est  moindre' 

R     Q 

que  la  diiférence  des  fractions  ^>  ^"  Or,  on  vient  de  voir 

R      Q 

que  la  valeur  absolue  de  cette  diflférence  est  -^jjr,'  Par  con- 

R  Q 

séquent,  V erreur  que  Von  commet  en  prenant  une  réduite 
pour  la  valeur  approchée  de  la  fraction  continue  y  est 
moindre  que  V unité  divisée  par  le  produit  des  dénomina- 
teurs de  cette  réduite  et  de  la  réduite  suivante. 

On  peut  obtenir  une  limite  de  l'erreur  qui  ne  dépende 
pas  du  dénominateur  de  la  réduite  qui  suit  celle  que  Ton 
considère^  car  R'  =:  Q'/'-f-  P',  et  le  quotient  incomplet  r 

n'est  jamais  moindre  que  Tunité;  la  fraction  — ^  ->  n'est 

donc  pas  plus  grande  que  -— — —  ;  Terreur  est  donc 

toujours  moindre  que  cette  dernière  fraction. 

On  a  qTTqT^tTpTv  <C  Ty;  5   on  peut  donc  prendre  encore 

pour  limite  de  Terreur  ^-  Cette  dernière  limite  est  quel- 
quefois préférée,  à  cause  de  sa  simplicité. 

Soit  -  une  fraction  donnée  j  pour  que  la  réduite  ^  dif- 
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fère  de  la  fraction  continue  d^une  quantité  inoindre  que  -, 


y/^lesii 


il  suffira  que  l'on  ail  7y,  <  r  ou  bien  Q  !>  \/  -  '  le  signe  > 

irexcluaut  pas  Tégalité. 

On  conclut  de  là  que  Von  peut  toujours  obtenir  exacte- 
ment y  ou  avec  autant  d'approximation  qu'on  le  veut  y  la 
valeur  d'une  quantité  exprimée  en  fraction  continue.  Car, 
lorsque  la  fraction  continue  se  termine ,  on  peut  en  trouver 
la  valeur  exacte^  et  quand  la  fraction  continue  ne  se  ter- 
mine pas,  on  parvient  toujours  à  une  réduite  dont  le  déno- 
minateur est  assez  grand  pour  que  Ton  obtienne  Tapproxi- 
mation  demandée,   puisque    les   dénominateurs '  sont   des 
nombres  entiers  qui  vont  toujours  en  augmentant  [*), 

251 .  Pour  obtenir  une  limite  moindre  que  l'erreur,  il 
suffit  de  remarquer  que,  la  valeur  totale  x  de  la  fraction 

continue  étant  comprise  entre  les  réduites  ^  et  —  ?  et  diffé- 

R  O 

rant  moins  de  —  que  de  ^,  (n"'  246  et  247),  la  différence 

de  X  et  de  -^  est  plus  grande  que  la  moitié  de  la  différence 
des  deux  réduites.  Il  suit  de  là  que  Terreur  que  Ton  com- 
met, en  prenant  la  fraction  ^  au  lieu  de  a:,  est  plus  grande 

qae 


2Q'R' 


C)  Quand  une  Traction  continue  peut  être  prolongée  indéfiniment  ^  les 
rédaitea  tendent  vers  une  limiie  lîxc.  Car,  si  Ton  considère  uno  réduite  Z 
(Tno  rang  aussi  élevé  qu'ion  le  voudra ,  les  réduites  de  rang  impair  qui  pré- 
céderont Z  ,  seront  plus  petites  que  Z  et  iront  en  croissant  (n^*  246  et  247). 
les  réduites  de  rang  pair,  avant  Z,  seront  plus  grandes  que  Z  et  iront  en 
décroissant.  De  plus,  la  réduite  Z  pouvant  être  prise  aussi  éloignée  que 
Ton  voudra,  la  différence  de  deux  réduites  consécutives  antérieures  à  Z 
pourra  devenir  plus  petite  qu^uno  quantité  quelconque  donnée.  La  valeur 
<^iiDe  fraction  continue  qui  ne  se  termine  pas,  est  la  limite  vers  laquell** 
^Aident  Us  réduites. 
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252.  Les  lioiiles  de  la  diilërence  entre  la  valeur  de  la 

fraction  continue  et  une  réduite  ^  peuvent  aussi  se  déduire 

de  Texpression    qu'on    a    formée  dans   le   n**  246,   pour 
rcprésehter  la  valeur  de  la  fraction  continue. 

En  effet,  puisque  x  =  ^ -7?  il  en  résulte 

Q  JH-  ^ 

Q  PQ'  —  QP' 


Or  PQ'  —  QP'  =  zh  I  ;  et  en  désignant  par  r  le  dénomina- 
teur de  la  dernière  fraction  intégrante  comprise  dans  la 

réduite  qui  suit  ^,9  on  a  j  >>  r  et  j  <[  r  -f-  i .  On  conclut 

Q 
de  là 

'  ~  Q'  "^  Q^  (Q'  rT  P'  )  ^"      "^  ~  Q        Q^ 

*  —  ^  >  r^wW^..    .    rx^1-h-\     ""      *  ~  n'  >  ?V 


253.  Une  réduite  quelconque  exprime  la  valeur  de  la 
fraction  continue  plus  exactement  que  toute  fraction  dont 
le  dénominateur  est  moindre  que  celui  de  cette  réduite. 

Nommons  toujours  x  la  valeur  exacte  de  la  fraction 

continue:   et  supposons  qu'une  fraction  —^  approche  plus 


de  X  qu'une  des  réduites,  — -,•  11  est  clair  que  la  proposition 

énoncée  sera  démontrée,  si  nous  prouvons  qu'on  devra 
avoir  m'  '^Q\ 

Puisque  la  fraction  —7  approche  plus  de  x  que  — ,>  elle 

P 
approchera  aussi  plus  de  x  que  la  réduite  précédente—,: 

et,  puisque  la  valeur  de  la  fraction  continue  est  com- 


•  .  t 
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[jrise  entre  —,  et  %j  il  faudra,  à  fortiori ,  que  la  fraction  — r 
'  P'       Q  "/ 

soit  comprise  entre  ces  réduites. 

11  suit  de  là  que  la  valeur  absolue  de  la  dillerence  des 

D  m 

fractious  —  et  —7  sera  moindre  que  la  valeur  absolue  de  la 
P        m 

dilVérence  des  deux  réduites  ;  de  sorte  que  Ton  aura 

donc  P  /;/  —    ï*'  w  <[  -7 • 

Mais,  P,  P',  m  et  m  étant  des  nombres  entiers,  Pm' — P'w 
est  au  moins  égal  à  i.  On  doit  donc  avoir  w'>Q'. 
Ou  peut  aussi  démontrer  que  Ton  doit  avoir  m  ^  (^. 

A  cet  elî'et,  il  faut  remarquer  que  la  fraction  —7  étant  com- 

P         Q     ,    ^       .       /w'  .  P' 

prise  entre  —  et  -—,')  la  lractH>n  —  est  comprise  entre  ^ 
P         Q  ///  *  P 

et---.  La  démonstration  s'achève  ensuite  comme  ci-dessus. 

On  prouve,  d'une  manière  tout  à  fait  semblable,  que,  si 

U  fraction  —7  approche  plus  de  x  qu'une  réduite ,  et  dans 

le  même  sens  que  cette  réduite,  les  termes  m  et  m'  sont 
respectivement  plus  grands  que  c(*ux  de  la  réduite  suivante. 

254.  Toute  fraction  continue  périodique  exprime  Vune 
àes  racines  d'une  équation  du  second  degré  y  dont  les 
coefficients  sont  comniensurables . 

Pour  démontrer  cette  proposition  d'une  manière  géné- 

i^ale,  supposons  une  fraction  continue  formée  d'une  partie 

non  périodique  qui   comprend  les    fractions    inlégranles 

'i   1  II  j,  .        ,  .    j.  ,     , 

-î  -r»  . . .  -»     9  - 1  et  G  une  partie  periodiqtir  composée  des 

'0  ni 


9.62  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

tractions  inl^rantes  —^-î---^-»-,  qui  se  reproduiseni 

indéfiuiment. 

En  représentant  par  j  la  valeur  de  la  partie  périodique, 
on  a 

,\       r=^wi-H- (*)       (2)     x  =  flH 


r  -\ k  H- 


7  ^ 


R  S 

Soient  :^  et  ^  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  y  qui 

R  o 


I      1 


correspondent  aux  deux  fractions  intégrantes  -?  -7  et  soient 
-y  et—,  les  deux  réduites  de  la  valeur  de  x  qui  corres- 
pondent aux  deux  fractions  -^  -•  On  aura 

^  ~~  s'7:+-~R' '    *^  ■"  L' j  -t-  K'* 

Or,  en  éliminant  j^  entre  ces  deux  équations,  on  parvient 
à  une  équation  du  second  degré  en  x. 

Au  lieu  de  résoudre  Téquation  du  second  degré  qui  ré' 
suite  de  Télimination  de^,  et  qui  donne  deux  valeurs  de  X-, 


(*)  Si  Von  désigne  par^n-i  la  valear  de  la  fraction  continue compofëe ^^ 
n  —  I  périodes,  et  par  ^n  la  valeur  de  la  fraction  continue  comprenant 
une  période  de  plus,  on  a 


jn^m-^ 


n  -h 

I 

I 

Quand  n  croit  indéfiniment,  j^n-i  et^n  tendent  vers  la  même  limite ,  puisqti^ 
pour  n  =  00  les  deux  fractions  continues  que  représentent /'«.,  et^n  ont  in" 
définiment  les  mêmes  réduites.  Cette  observation  démontre  Texactitude  àt 
Péquation  (1). 
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I  est  préférable  de  résoudre  Téquatioii 

-»'=|7^'     '>"     S'r'+(R'_S)7-R=o. 

.e  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  une  des 
acines  est  négative^  on  ne  devra  prendre  que  la  racine 
K>sitiye,  et,  au  moyen  de  cette  valeur  dey^  on  obtiendra 
a  valeur  convenable  de  x. 

Ou  peut  trouver,  d'après  les  règles  ordinaires,  la  signi- 
dcation  de  la  valeur  négative  de  y  donnée  par  Téquation 

S'y«^-(R'_s)r  — R  =  o. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  fraction  con- 
tinue proposée  soit  celle-ci  ; 

y  =m  -\ d'où  r  =  m  h 


r 


T 


A»-»-r 


m-»- etc.  Y 

Si  Ton  représente  la  valeur  négative  de  )  par  — j^',  on 

aara 

I 


-^>     =  m  -+ 


1 


I 

On  déduit  de  là 

»  +«= ,      -_ ^:  — n ,      W-+-— ; — » 

J  r  -i- m  I  r  -r-m  t 

«+ — j  P--,  p-p 

P-y, 

I  I  II 

n  -h  -  ,     -  -  n  H ; 

J   -hni  .        jr    -h  m 

)'^- »  ou  bien  y'— 


1 


I  1 


m  -f  


I 
«-f  «tr. 
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Soit  maintenant  la  fraction  continue  périodique  nûxte 


I 


4 


1 


r 


I 
P 


m  H- etc. 


En  désignant  par  x^  la  valeur  de  x  correspondante  a  la 
valeur  négative  de  j^,  on  a 


x'  =  a  -^^ ~ 


h-p 


I 

n  -A 


m 


p  -+-  eic. 


Supposons  b  ^p^  et  posons  b — p=k  et  z=n-i 


wi-h 


on  aura 

1      .  j  —  •      ,  I 

A =  it  —  I  -H  =  A-  —  IH- 


z  s  I 

I  -+- 


«  —  I 

par  conséquent 

*-.+     '    - 

1 


I 


n  —  I 


1 
m 


p-h  etc. 

Si  Ton  a  i  <^  p,  on  trouvera ,  en  posant  p  —  b  =  A*, 

I 


T'r-.a 


A-4-— •-- 
I 
n-\ 


I 

m 


p  -i-  de. 


En  opérant  alors  comme  précédemment ,  on  pourra  rame- 
ner la  valeur  de  x'  à  une  fraction  continue  dont  tous  K'^' 
termes  seront  positifs. 
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On  ne  peut  pas  avoir  h'=p^  car  la  période  commence- 
rait alors  à  la  fraction  intégrante  t- 

La  proposition  réciproque  de  celle  que  nous  venons  d'é- 
tablir est  également  vraie,  c'est-à-dire  que  toute  racine 
irrationnelle  d'une  équation  du  second  degré  dont  les 
coejfficients  sont  rationnels  est  représentée  par  une  frac^ 
non  continue  périodique.  Mais  nous  ne  croyons  pas  devoir 
rapporter  la  démonstration  de  cette  proposition ,  pour  la- 
quelle on  pourra'  consulter  le  Traité  de  la  résolution  des 
équations  numériques  y  ou  les  Nouvf elles  jinnales  de 
Mathématiques  y  tome  V^, 

255.  On  peut  avoir  à  réduire  en  fraction  continue  une 
quantité  irrationnelle  dont  on  a  la  valeur  exprimée  en  dé- 
cimales. Si  Ton  demande,  par  exemple,  quelles  sont  les 
fractions  dont  chacune  donne  la  valeur  du  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  avec  plus  d'approximation  que  * 
toute  fraction  exprimée  en  termes  moindres,  il  faudra 
trouver  la  valeur  de  tt  en  fraction  continue;  d'après  la 
proposition  du  n^  253,  les  réduites  seront  les  fractions 
demandées.  Or,  en  se  bornant  à  sept  décimales ,  la  valeur 
de  TT  est  comprise  entre  3,141^9^6  et  3,1415927.  Il  est 
naturel  de  pcDser  que  si  Ton  exprime  chacun  de  ces  deux 
nombres  en  fraction  continue,  les  quotients  incomplets 
communs  aux  deux  fractions  continues  seront  des  quotients 
incomplets  derr.  Mais,  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  à 
cet  égard ,  considérons  généralement  trois  quantités  w,  i^,  x, 
telles  que  a  >  j:  >  j^.  Supposons  qu'on  développe  m  et  l' en 
fractions  continues  et  que  Ton  ait 

fi  =  a  H-  -7 5     tt  =:  6  -h  -7,9     etc., 
u  u 

if  V 
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il  s*agit  de  prouver  que  Ton  aura  aussi 

j:=raH-— >     X  =z  b  -i-—„9     etc. 

Ovy  puisque  X  est  compris  entre  u  et  (^  qui  out  la  même 
partie  entière  a,  la  partie  entière  de  x  est  aussi  a\  déplus. 

la  différence  x  —  a  ou  -  est  comprise  entre  -7  et  -;  ^  donc 

x'  est  compris  entre  u'  et  v\  De  là  on  conclut  que,  puisqiu 
//'  et  v^'  ont  la  même  partie  entière  b ,  la  partie  entière  de  x 

est  & ,  et  la  dîllerence  x'  —  b  ou  —r,  est  aussi  comprise  entre 

u"  et  Vf".  Les  quotients  incomplets  communs  de  li  etdei^ 
sont  donc  des  quotients  incomplets  de  x. 

En  faisant  usage  des  valeurs  ci-dessus  dcTr,  on  obtient 
quatre  quotients  incomplets  communs,  qui  sont  3,  7,  i5. 1, 
et  on  a  les  réduites  correspondantes 


^       22       333       355 

n  lOD         iio 

La  deuxième  réduite  est  le  rapport  d'ARcuiMÈDE;  il  est 
approché  par  excès,  et  Terreur  est  comprise  entre    ^    -; 

ou  —7-  et  —. — y. r-  OU \j'd  quatrième  réduite  est  If 

742       7(106-4-7)        791  ^ 

rapport  d'AnniK^  Met  il  s  ;  il  est  encore  approché  par  excès. 

Le  dénominateur  de  la  réduite  suivante,  qu'on  ne  peut 

obtenir  qu'en  prenant  la  valeur  de  t:  avec  un  plus  grand 

nombre  de  décimales,  est  33 102;  il  en  résulte  que  Ter- 

j  355  .  I 

reur  du  rapport  — ^  est  comprise  entre  — >   ■    ^^ — 

I  I  <3  I  I  O   ^^   00  1  tJ2 

I  1  I 

:t  et : = ;r.z :  OU  ;.-^w--i 


OU 
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CHAPITRE  NEUVIEME 


ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PEEMIEE  DEGRÉ. 


Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

ax  H-  by  =  c. 

256.  L'analyse  indéterminée  du  premier  degré  a  pour 
objet  la  recherche  des  solutions  d'un  problème  du  premier 
degré ,  dont  les  conditions  ne  donnent  pas  autant  d'équa- 
tions quHl  y  a  d'inconnues,  et  qui  ne  peut  être  résolu  que 
par  des  valeurs  des  inconnues  en  nombres  entiers  positifs 
ou  négatifs ,  ou  seulement  en  nombres  entiers  positifs. 

On  appelle  solutions  entières  les  solutions  qu'on  obtient 
en  n'admettant  pour  les  inconnues  que  des  nombres  entiers. 

257 .  Considérons  l'équation  générale  du  premier  degré  à 
deux  inconnues 

ax  -j-  by  =z  c, 

a^  b^c  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs. 

On  peut  toujours  supposer  que  les  nombres  a^b^  c  n'ont 
aucun  facteur  commun  \  car  s'ils  en  avaient  un ,  on  le  sup- 
primerait ,  et  l'équation  serait  ainsi  ramenée  à  une  autre 
plus  simple ,  de  la  même  forme.  Cela  posé ,  si  les  coefficients 
a  et  &  ne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  l'équation  n'admettra 
aucune  solution  entière.  En  effet,  supposons  que  a  et  h 
aient  un  facteur  commun  m ,  on  aura  a  =  a* m ,  b  =  b'm , 
a'  et  b'  étant  des  nombres  entiers,  et  en  divisant  les  deux 
membres  de  l'équation  par  m,  on  obtiendra 

a'x  -h  h' Y  t=  — • 

m 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  x  et  dey,  le  premier 


1 
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membre  de  la  dernière  équation  est  un  nombre  entier,  et 

c 
puisque  —  est  une  quantité  fractionnaire ,  Téquation  ne 

peut  pas  être  satisfaite. 


258.  Lorsque  les  coefficients  a  e/  b  sont  premiers  entre 
eux  y  r équation  ax  +  by  =  c  a  toujours  des  solutions 
entières. 

En  résolvant  Téquation  par  rapport  à  jr,  on  obtient 

c  —  br 


X  = 


a 


Si  Ton  remplace  successivement j^  par  les  nombres  o,  i,  a, 
3 , . . . ,  a  —  I ,  en  eiVectuant ,  après  chaque  substitution,  h 
division  de  c  —  by  par  a,  de  manière  que  le  reste  soit  pfh 
sitif  [*) ,  on  aura  a  restes  plus  petits  que  a^  tous  ces  restes 
seront  dillerents ;  car,  si  deux  valeurs  diil'érentes  m  tin 
de  Yt  plus  petites  que  a,  donnaient  des  restes  égaux,  ou 
aurait 

c  —  bm  =z  aq  -^  r^     c  —  bn  =  iiq'  -h  r, 

et  il  en  résulterait 

/  /  \  '  /-,        ,..*(«  —  '«)  , 

o[n  —  m)=:a  \^q  —  7  ) ,       cl  ou      -  •  =  y  —  ry  j 

il  faudrait  donc  que  A  [n  —  m)  fût  divisible  par  /?,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  h  est  premier  avec  a,  et  m  et  /i 
sont  moindres  (jue  a. 

Il  suit  de  là  qu'un  des  restes  sera  nul.  Donc  il  existe  luio 
valeur  entière  de  y^  moindre  que  a ,  qui  donne  une  valeur 
entière  de  x. 


{*)  Supposons  qu^iine  des  valeurs  de  c  —  bj  soit  négative,  et  représou- 
toos-la  par  —  p.  Si  la  division  de  p  par  a,  faite  suivant  Tusage  ordinairCi 
donne  le  reste  r,  en  augmentant  le  quotient  d^une  unité,  le  reste  sera 
r  —  a;  il  sera  négatif,  et  sa  valeur  absolue  sera  plus  petite  que  «.  La  di- 
vision de  ^p  par  a,  en  prenant  le  mOmc  quotient,  donnera  le  reste 
positif  a  —  r. 
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Les  raisonnements  seraient  les  mêmes  pour  Féquation 
ajc  —  bjr  =c\  d'ailleurs  les  solutions  de  cette  équation  se 
déduisent  de  celles  de  l'équation  ax-hby  =  c^  en  chan- 
geant les  signes  des  valeurs  dey^  donc,  lorsque  la  dernière 
équation  admet  une  solution  entière ,  il  en  est  de  même  de 
la  première. 

259.  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  peut  aussi 
être  démontrée  au  moyen  des  propriétés  des  fractions  con- 
tinues. Soit  toujours  l'équation 

ax  -\-  bj'^=  c. 

Supposons  qu'on  réduise  -  en  fraction  continue,  et  repré- 
sentons par  -  l'avant*demière  réduite.  Si  cette  réduite  est 

de  rang  pair,  on  aura 

ap  —  àîy  =  H-  I ,     d*où     apc  —  bqc  =  -f-  c. 

La  dernière  égalité  prouve  qu'on  satisfera  à  l'équation  en 
prenant  x  =pc  ^  j-  =  —  qc. 

Si  la  réduite  ~  est  de  rang  impair,  on  aura 

ap  —  bq  z=z  —  I ,      d'où     —  apc  -h  bqc  =  -f-  c. 
On  vérifiera  donc  l'équation  en  prenant  x  =  —  pc^y  =  qc. 

260.  Quand  on  connaît  une  solution  entière  de  V équa- 
tion ax-|-by=c,  on  peut  en  obtenir  une  infinité  d'autres. 

Soitx  =  a,j'  =  6,  la  solution  connue,  on  devra  avoir 
aa-hi6  =  c,et,en  retranchant  cette  égalité  de  l'équation 
OjC  -h  fty  ==  c ,  il  viendra 

a{x  —  a)  =  è  (6  —  jr). 

Pour  que  cette  dernière  équation  soit  vérifiée  par  des  va- 
leurs entières  de  x  et  de  y,  il  faut  que  b  divise  le  produit 
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a  {x  —  a)'^  vi ,  puisque  b  est  premier  avec  a,  il  doit  divisai 
.r  —  a.  Il  faut  donc  qu'on  ait  x  —  a=:bt^  t  désignant  un 
nombre  entier  positif  ou  négatif.  En  remplaçant,  dam 
l'équation  ci-dessus,  x  —  a  par  it,  on  obtient  ê  — r  =  fl^ 
On  doit  donc  avoir 

X  z=.  OL '-\-  bt  ^     y  =  t  —  at. 

L'indéterminée  t  pourra  recevoir  toutes  les  valeurs  que  l'on 
voudra  en  nombres  entiers  positifs  ou  n^atifs;  et,  pour 
chacune  de  ces  valeurs ,  les  valeurs  de  a:  et  de  r  fonneroat 
une  solution  entière  de  l'équation  proposée. 

En  donnant  successivement  à  t  les  valeurs  o,  i,  2, etc., 
—  I,  —  2,  —  3,  etc.,  on  obtiendra  pour  x  les  difTërentt 
termes  d'une  progression  arithmétique  dont  la  raison  serak 
coefficient  dey,  et  les  valeurs  àey  formeront  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  sera  le  coefficient  de  x  (*). 

26i .  Au  moyen  de  ce  qui  précède ,  ou  petit  trouver  touUi 
les  solutions  entières  d'une  équation  du  premier  degré  a 
deux  inconnues.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

?4  .r  -f-  65  j'  =  243. 


(«)  M.  Binet  a  indiqué  le  moyen  suivant  de  représenter  toutes  les  lols* 
lions  entières  de  l'équation  (i)  ax  -f-  ir  =  c  {Journal  de  l'École  PolyteA- 
nique,  20*  cahier).  Il  suffit  d'avoir  une  solution  entière  de  Téquatioi 
(a)  ax-h  bjr  =  I  ;  car  on  en  conclura  une  solution  entière  de  réquation  (4 
en  multipliant  les  râleurs  de  x  et  dej"  par  c.  Or  on  déduit  de  Téquitiii 

I  —  by 
(2)  X  = —'  11  faut  donc  trouver  une  valeur  de  j'  qui  rende  bjr  —  i  difî- 

sible  par  a.  Mais  a  étant  premier  avec  b,  si  k  est  le  nombre  des  eotitn 
premiers  avec  a  et  moindres  que  a,  &^  —  i  est  divisible  par  a  (n°M)i 
donc,  en  prenant^  =  b  "^  on  aura  une  valeur  entière  de  x.  11  résulte^ 
là  que  les  solutions  entières  de  Téquation  (i)  pourront  être  représentéei ptf 
les  deux  formules 

,*— I  l>   —  • 

j  =  ch       -H  rt/,     X  —  ^  c bt. 

it 

Si  a  est  un  nombre  premier,  on  devra  remplacer  A  par  a  —  1. 
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En  rëdaisânt  f^  en  fraction  continue ,  et  formant  les  ré- 
duites successives,  on  trouve  que  l'avani-dernière  est  ^  -,  et 
comme  elle  est  <le  rang  pair,  on  a 

24x19  — 65X7=-hi; 
donc 

24  X  19.243  —  65  X  7.243  =  243» 

On  conclut  de  là  que  Ton  satisfait  à  Péquation  proposée  en 
prenant  x=  19x243  =4617,  y"=  —  7X243  =  — 1701; 
et  il  en  résulte ,  diaprés  le  n"  260 ,  que  toutes  les  solutions 
entières  de  cette  équation  seront  données  par  les  formules 

x  =  4617 -H  65 r,     y  •=z  —  1701  —  24/, 
ou  bien 

x=46i7 — 65/,    /  =  —  1701 -4- 24  ^ 

262.  On  peut  parvenir  aux  formules  qui  donnent  toutes 
les  solutions  entières  d^une  équation  à  deux  inconnues^ 
par  une  méthode  indépendante  des  propositions  précédentes. 

Reprenons  Téquation 

(i)  24^4-657=5243. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  Tinconnue  x  qui  a  le  plus 
petit  coefficient,  et  en  extrayant  les  entiers  contenus  dans 
la  valeur  de  x,  on  trouve 

243  —  65  r  3  —  1 7  r 

X  =  -^ -. ^  =10  —  2/4 -f^' 

24  24 

Pour  qu'une  valeur  entière  de  y  détermine  une  valeur 

3  ~-~  I T  y 
entière  de  x^  il  faut  et  il  suffit  que -—^  soit  un  nombre 

entier.  Désignons  par  t  ce  nombre  entier  indéterminé ,  on 
aura 

(2)  "~ ''^•^  =  ft       et       (3)       a:  =  io  — 2/4-r. 

24 

La  recherche  des  solutions  entières  de  l'équation  (i)  est 
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ainsi  ramenée  à  celle  des  solutions  entières  de  l'équation  (2), 
dans  laquelle  les  coefGcients  des  inconnues  sont  plu 
simples.  On  voit  d*aillcurs  qu'on  ne  peut  obtenir  nue 
semblable  réduction  qu'eu  résolvant  Téquation  par  rap- 
port à  Tinconnue  qui  a  le  plus  petit  coefficient. 

En  opérant  sur  Téquatiou  (2)  comme  on  a  opéré  sar  la 
proposée,  on  trouve 

__3-—  24'_  ,3""7' 


17  17 

Il  faut  donc  que ~  soit  un  nombre  entier.  En  désignant 

ce  nombre  entier  par  t'^  il  vient 

(4)  ■^^'  =  ^''     (^J     r  =  -r-f-r'. 

i 

La  recherche  des  solutions  entières  de  Téquation  (2)  est 
ainsi  ramenée  a  celle  des  solutions  entières  de  Téquation  (4)' 
En  continuant  les  calculs  de  la  même  manière,  il  vient 
d'abord 


7  7 

(6)  •    A^'  =  r",        (7)      r  =  -2f'  +  r. 

On  a  ensuite 


t" 


(8)  3-  =  ^^      (9)     t'  =  i-7.r-r. 

L'équation  (8)  donne 

(10)  t"=z3t'\ 

Le  coefiicient  de  t"  dans  réquation  (10)  étant  l'unité,  on 
pourra  attribuer  à  f '''  une  valeur  entière  quelconque ,  posi- 
tive ou  négative-,  on  en  déduira  une  valeur  entière  det"] 
on  trouvera  ensuite,  au  moyen  des  équations  (9),  (7),  (5) 
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et  (3),  les  valeurs  de  t\t^  y  et  x,  qui  seront  toutes  des 
nombres  entiers. 

Au  lieu  de  calculer  successivement,  d'après  chaque  valeur 
de  <''\  les  valeurs  des  indéteiminëes  t'\  t\  f ,  pour  parvenir 
à  celles  de  y  et  de  x,  il  est  préférable  d'exprimer^  et  x  au 
moyen  de  la  dernière  indéterminée  /"'.  En  substituant  la 
valeur  3 1"'  de  t"  dans  Féquation  (9),  on  trouve  ^'=  1 — 7/'". 
Substituant  cette  valeur  de  t'  et  la  valeur  de  t"  dans  l'é- 
quation (7) ,  on  obtient  t  =  —  2  -t-  17  «'".  Substituant  de 
même  la  valeur  de  t  et  celle  de  t*  dans  Téquation  (5  ) ,  on 
trouvej^  =  3  — 24^'".  Enfin  on  obtient  de  la  même  ma- 
nière a:  =  2  4- 65t'".  Les  différents  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  j^  se  déduiront  immédiatement  des  deux  dernières 
formides,  en  attribuant  à.  l'indéterminée  t'"  des  valeurs 
entières  quelconques ,  positives  ou  négatives. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'employer  fait  reconnaître 
que,  toutes  les  fois  que  les  coefficients  des  inconnues  dans 
l'équation  proposée  sont  premiers  entre  eux,  Téquation 
admet  des  solutions  entières.  Car  on  opère  sur  les  coeflG^ 
cientsdes  inconnues  comme  si  Ton  voulait  trouver  leur  plus 
grand  commun  diviseu^,  et  les  coefficients  des  indétermi- 
nées, dans  les  équations  successives  auxquelles  on  est  con- 
duit, sont  les  restes  successifs  fournis  par  cette  opération; 
or,  un  de  ces  restes  est  nécessairement  égal  à  Tunité  :  on 
fait  donc  toujours  dépendre  la  recherche  des  solutions  de- 
mandées de  celle  des  solutions  entières  d'une  dernière  équa- 
tion dans  laquelle  la  pénultième  indéterminée  a  pour  coeffi- 
cient Tunité^  de  sorte  que,  pour  obtenir  une  valeur  entière 
de  cette  pénultième  indéterminée,  il  suffit  d'attribuer  une 
valeur  entière  à  la  dernière. 

363.  Les  calculs  que  l'on  vient  de  développer  sont  sus- 
ceptibles de  plusieurs  abréviations.  Reprenons  Téquation 
5'  éilit.  18 


1 
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précîédenie ,   'i^x  -h  6f)  y  =  ^43 ,  d'où 

243  "  65/ 

'=— i? — 

Au  lieu  de  prendre  u  pour  le  quotient  en  nombre  entier 
de  65  par  a4 ,  ce  qui  donne  le  reste  17,  on  peut  prendre  i 
pour  quotient  ;  le  reste  esl  alors  —  7,  et  il  vient 

24 


3   _|_   ^y 

Kn  posant -.--  =  f ,  on  trouve 


3/— 3 


7 


y 


3^ '3 

L'expression doit  être  un  nombre  entier;  or  cette 

3  f/ p 

expression  revient  à     '        - ,  et,  puisque  les  nombres  3  et; 

sont  premiers  entre  eux ,  il  faut  que  t  —  i   soit  divisiUe 

par  7.  Il  suffit  donc  de  poser =  f'  ;  d'où  t  =  7f'-H  »• 

En  calculant  les  valeurs  de  xet  dej^,  exprimées  en  fonc- 
tion det\  d'après  les  relations  j:=  10 — 3yH-/,  j^=3/-|-3/^ 
t  =  7^' — i,ou  trouve  ^^=3-}-  ^4^',  x=i — 65  r'.  Les  deux 
dernières  formules  s'accordent  avec  celles  que  nous  avons 
obtenues  dans  le  numéro  précédent,  puisque  les  indéter- 
minées t/  et  /'"peuvent  recevoir  indifféremment  des  valeurs 
positives  et  des  valeurs  négatives. 

On  peut  encore  rendre  les  calculs  plus  simples;  car, 

lorsqu'on  a  obtenu  j'=  10  —  3^  H j—^  on  voit  que. 

si  Ton   augmente  de  i  le  quotient  de  la  division  de  ^fi 

par  24 1  '^  reste  sera  —  21;  la  partie  fractionnaire  de  I» 

1        j  1         7^  —  21  nir  —  3)  / 

valeur  de  >  sera  donc;  — — j —  ?  ou  '        . — -  ;  et .  comme  24 

7.4  ?4 
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est  premier  avec  7,  il  faudî*SK,;^^^*r — 3  soit  divisible  par  a4. 
De  cette  manière,  on  trouve  immédiatement  j* —  3  =  24 1  j 
d'où  y  =  3H-24<,  eta:  =  ii  —  3^^4-7^=2  —  65 1, 

264.  Lorsque,  dans  Téquation  ax-h  by  =  c^  la  quan- 
tité connue  c  et  Tun  des  coefficients  des  inconnues  ont  un 
facteur  commun ,  on  peut  immédiatement  ramener  Téqua- 
tion  à  une  autre  plus  simple.  En  elTet,  soit  a=^a!m^ 
c  =  c'm^  a'  et  c'  étant  ides  nombres  entiers;  Téquation 
proposée  peut  s'écrire 


a  X  -\ — ^  =:  r . 
.    /// 


Pour  que  celle-ci  soit  résolue  en  nombres  entiers,  il  faut 
que  by  scjt  divisible  par  m;  et,  comme  b  est  nécessaire- 
ment premier  avec  m,  y  doit  être  divisible  par  m.  On  po- 
sera donc  y = mz  \  ce  qui  réduira  Téquation  à  a'x  -j-bz  =  c'. 
Cette  simplification  s^applique  à  Téquation  du  n"  263; 
car  le  coefficient  de  x  et  la  quantité  connue  sont  divisibles 
par  3.  Si  l'on  pose,  en  conséquence,  y  =  '^Zy  Téquation 
devient  Sx  4-  65  z  =  8 1  ;  d'où 

81  —  65*  ^         I  —  z 

=r  10  —  8«-|- 


«-         8        ^"^     8 

On  pose  — ^—  =  t,  d'où  z  =  i  —  Sti  et,  en  snbsti tuant  la 

valeur  de  z  dans  Téquation  précédente  et  dans  y  =  3z^  on 
parvient  à  a:  =  2  -f-  65  f ,  7^  =  3  —  24  /. 

265.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  le  n'*  26i 
diilerent  de  ceux  que  nous  avons  tirés  de  la  même  équation 
dans  les  n^*  262  et  263;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ces 
divers  résultats  sont  équivalents.  En  eifet,  si  Ton  reprend 
les  formules  du  n®  261,  x  =  46 17 — 65^,^^= — 1701-1-24^, 
en  divisant  ^6iy  par  65,  et  1701  par  24,  on  trouve 
4617  =  71  x65  -H  ^.  1701  =  71  X  24  —  3;  les  deux  for- 

18 
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mules  cî-<Iessus  peuvent  donc  s'écrire 

x=a-h65(7i~0i    r  — 3—24(71  —  /); 
et  si  Ton  pose  71  — t  =  t*^\l  vient 

x  =  2-h65t\     ^  =  3  —  24^'- 

266.  On  peut  encore  apporter  au  procédé  qui  vient  d'être 
exposé  une  simplification  qui  a  été  indiquée  par  M.  Cata- 
lan. Pour  faire  connaître  en  quoi  elle  consiste,  considërom 
Téquation  générale,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

/ij  H-  ^.r  =:  A, 

et  supposons  b<Ca. 

On  déduit  de  cette  équation 

(I)  ^=—r~" 

Soient  Q,  ^,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  donnent  A 
et  a  divisés  par  &;  on  aura 

jrrrQ  —  i/r  H g 

Puisque  x  i*X  j  doivent  l'tre  des  nombres  entiers,  il  faui 
attribuer  à  y  une  valeur  qui   rende  entière  la   quantité 

— — -^.  En  représentant  cette  quantité  par  z,  on  a  l'équa- 
tion 

La  résolution  de  Téquation  proposée  est  alors  ramenée  à  la 
résolution,  en  nombres  entiers,  de  la  dernière  équation, 
qui  est  plus  simple,  puisque  c,  qui  est  le  reste  de  la  di\isio» 
de  a  par  A,  est  moindre  que  b. 

On  tire,  de  Téquation  bz  -h  cy  =  B, 

B  —  hz 
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)«,  en  nommant  Q',  q'^C^fl^  les  quotients  ri  les  restes  que 
lonnent  B  et  &  divisés  par  c , 

Ed  continuant  les  opérations  de  la  même  manière,  on  a 

C  —  dz 


z=  j,      ou     rf  4- r/z z=  C , 


(3) 


4;      S  = 


C  — C* 


D  —  di 


t  = 


E  —  eu 


Il  = 


F-> 


G  —  /;"«' 


e 


Les  uombres  c  ^  d ^  e ^  f^  etc.,  sont  les  restes  successifs  qui 
militent  de  Topération  du  plus  grand  commun  diviseur 
pour  les  nombres  a  et  &;  et,  puisque  ces  uombres  sont 
premiers  entre  eux,  on  doit  parvenir  à  un  reste  égal  à  l'u- 
nité. Supposons  /t  =  I .  Alors  la  dernière  équation  ci-dessus 
deviendra  i^  =  G  —  g^v  •,  pour  une  valeur  entière  attribuée 
arbitrairement  à  tv,  on  aura  une  valeur  entière  de  v^  et  les 
formules  (4),  (3),  {2),  (i)  donneront  successivement  des 
valeurs  entières  pour  les  autres  inconnues  /<,  f ,  5,  z,  y^  x. 

On  peut  trouver  ces  valeurs  par  la  règle  suivante,  qui 
réduit  le  calcul ,  pour  chaque  exemple ,  aux  seules  opéra- 
tions essentielles. 

On  fait  l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur  pour 
les  nombres  a  et  &,  et  l'on  calcule  ensuite  les  nombres 
A,  B,  C,  I),  etc.,  qu'on  dispose  commet  on  le  voit  dans  le 
tableau  ci-dessous  : 


n 

h 

c 

il 

^"    / 

a 
3 

A 

B 

C 

D 

K     F 

r. 

I 
o 


Pour  former  la  seconde  ligne  de  ce  tableau,  on  écrit  A 
^oiisa:  on  écrit  à  la  droite  de  A  le  reste  H  de  la  division 
^^  A  par  h  ;  puis,  à  la  droite  de  B,  le  reste  C  de  la  division 
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de  B  par  c  -,  ainsi  de  suite.  Le  dernier  terme  de  cette  se- 
conde ligne,  correspondant  au  diviseur  i,  est  nécessaire- 
ment zéro. 

On  voit,  par  les  formules  (4),  (3),  (2)  et  (1),  que  Fon 
obtient  successivement  la  valeur  de  chacune  des  ijncon- 
nues  V,  u ,  t ,  s ,  z ,  y,  X ,  au  moyen  du  tableau  ci-dessus,  en 
retranchant  d'un  terme  de  la  seconde  ligne,  en  allant  de 
la  droite  à  la  gauche,  le  produit  du  nombre  écrit  au-dessus 
de  ce  terme  par  la  dernière  inconnue  quon  a  déterminée^ 
et  divisant  le  reste  par  le  nombre  de  la  première  ligne 
écrit  à  la  droite  de  celui  que  Von  a  multiplié. 

Pour  simplifier,  on  prend  zéro  pour  la  valeur  de  la  der- 
nière inconnue  ^v,  Quand  on  a  ainsi  trouvé  un  couple  de 
valeurs  entières  de  x  et  de  j ,  on  en  déduit  toutes  les  autres 
solutions  entières  de  Téquation  par  la  r^Ie  du  n°  S60. 

Lorsque  la  seconde  ligne  du  tableau  ci-dessus  est  terminée 
par  plusieurs  zéros,  il  est  clair  que  les  valeurs  des  incon- 
nues correspondantes  à  ces  termes  nuls  sont  aussi  nulles;  de 
sorte  que  le  calcul  ne  commence  qu'à  Tinconnue  corres- 
pondante au  terme  k  la  gauche  du  dernier  zéro,  en  partant 
de  la  droite. 

Pour  Fapplication  de  cette  règle,  il  n'est  pas  nécessaire 
que  les  nombres  a,  ^,  c,...,  A,  B,  C,  etc.,  soient  positifs; 
de  sorte  que  Ton  peut  prendre,  dans  chaque  division,  le 
reste  plus  petit  que  la  moitié  du  diviseur^  mais  alors  il 
faudra  tenir  compte  des  .signes  de  ces  restes  :  et  si  le  demier 
lerme  de  la  ligne  supérieure  du  tableau  est  — i,  la  valeur 
de  l'inconnue  l'sera  — G,  c'est-à-dire  le  quotient  de  la  divi- 
sion de  G  —  gXo  par  —  1 . 

Si  les  coefficients  a  et  /^  avaient  un  facteur  commun  qui 
ne  divisât  pas  la  quantité  connue  A,  la  méthode  qui  vient 
d'être  exposée  ferai  t  reconnaître  l'impossibilité  d'obtenir  des 
solutions  entièi^s  de  Téquation.  En  eflet,  dans  ce  cas,  on 
parviendrait  à  un  reste  //  di lièrent  do  Tunité,  qui  diviserait 
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les  restes  précédents  g",  J\  e,  etc.,  vl  les  nombres  a  et  b.  Ce 
reste  ne  diviserait  aucun  des  nombres  (  i,  F,  E,  etc.-,  car,  si  h 
divisait  G,  qui  est  le  reste  de  la  division  de  F  par  g^  puis- 
qu'il divise  gr,  il  diviserait  F;  divisant  F  et  J\  h  diviserait 
aussi  E^  ainsi  de  suite,  h  diviserait  donc  A,  ce  qui  est  contre 

Thypothèse.  Mais,  puisque,  dans  réquationi>  = r^^ 

h  diviserait  g  et  ne  diviserait  pas  G,  pour  toute  valeur  en* 
lière  de  iv,  la  valeur  de  userait  fractionnaire. 

267.  jNous  avons  considéré  jusqu'à  présent  toutes  les 
solutions  en  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs-,  nous 
allons  examiner  le  cas  où  Ton  ne  veut  admettre  que  des 
solutions  positives. 

Reprenons  l'équation  ax-^  by=c.  On  peut  supposer  le 
teraie  c  positif;  car,  s'il  était  négatif ,  on  le  rendrait  posi- 
tif en  changeant  les  signes  des  deux  membres.  De  cette  ma- 
nière, tous  les  cas  que  peuvent  présenter  les  signes  des 
termes  sont  renfermés  dans  les  quatre  équations  : 

ax  -h  bj-'  •=.  c , 

ax  —  by  =  f , 
—  OT  -{-  by  =  Cj 
^ax—  bx  =  Cy 

a,  i,  c  étant  positifs. 

La  troisième  équation  ne  dillère  pas  de  la  deuxième ,  et 
U  (|uatrième  ne  peut  pas  avoir  de  solution  positive;  il  suffit 
donc  de  considérer  les  deux  premières. 

On  a  vu  que,  si  Ton  représente  par  a  et  o  deux  nombres 
entiers  satisfaisant  à  Tégalité  aa-l-èê  ==  c,  toutes  les  solu- 
tions entières  de  l'équation  ax  -h  hy  =  r  sont  comprises 
dans  les  formules 

x  =  x-hbt,     /  =  6  — fl/     (n"260). 
Pour  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  soient  positives,  ii  faut 
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que  Ion  ait 

a  6 

a-hAr>>o,      e  — «r^o;      cl  où     ^>  — T»        '<C- 

Diaprés  ces  inégalités ,  le  nombre  des  solutions  entières 
positives  sera  limité;  cette  conclusion  était  d'ailleurs  mani- 
feste par  l'inspection  de  l'équation.  Quand  il  n'y  aura  au- 

<*un  nombre  entier  compris  entre  les  deux  nombres— 7 

et-,  l'équation  ne  pourra  cHre  vérifiée  par  aucun  système 

f 
de  valeurs  entières  positives.  Les  inégalités-  / > — t  el  '<' 

ne  sont  jamais  contradictoires  ;  car,  de  l'égalité  aa-^bè==c, 
on  conclut ,  puisque  c  est  positif,  ^/a  -f-  AS  >  ci;  par  con- 
séquent AS  >  —  «a ,  crt  -  ">  —  T- 

a  b 

Si  Ton  n^présente  par  A  et  B  les  deux  nombres  entîerS) 
positifs  ou  négatifs,  respectivement  in£érieui*s  de  moinsd  unr 

unité  à  —  7  et  à-,  les  valeurs  de  t  comprises  entre  — j 

c»t  -  seront  A  -h  1 ,  A  4-  ^ , . .  . ,  B  :  et  le  nombre  des  solu- 

lions  entières  et  positives  sera  B  —  A.  Mais  la  diflerentr 

(les  iraclions  -  c*t  —  -r  est  r —  ou  —7;    par  consequenU 

n  h  ao  ah      *  ^ 

si  1  on  désî^^ne  par  q  la  partie  entière  du  quotient  de  c  par 

ah^  la  dî  Ile' ronce  B  —  A  sc^ra  égale  à  c/  ou  à  c/  + 1 .  Le  nombre 

des  solutions  c»nlîcMTs  posîtiv<»s  dr  Téquation  sera  doiirf 

ou  <7  4-  I . 

L'équation  (uv  —  h  y  -—  c  se  déduit  de  la  précédente  par 
le  c*liangement  de  >  en  — y,  et,  en  eiTectuant  le  mt^rar 
c'hangi*mcMil  dans  Ic*s  valent^  c»i-dessus  dc»x  ri  cle  > .  on  a 

.*    — -  y.    -f-  A/.         I    r-  —  f>  -h  af, 

Pcuir  obtcMiir  (lc*s  solution*^  positives,   il   faudra  piendrr^' 
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«le  telle  sorte,  que  l'on  ail  f  >  —  j  et  f  >  —  Or  il  existe  un 

nombre  infini  de  valeurs  entières  de  t  qui  satisfont  à  ces 
deux  conditions;  car  il  suffit,  pour  qu'elles  soient  vérifiées 
Tune  et  Tautre,  que  t  soit  plus  grand  que  la  plus  grande  des 

deax  quantités  —  x  ^^  ~'  ^  nombre  des  solutions  entières 

positives  de  l'équation  est  donc  infini. 


Résolution  en  nombres  entiers  et  un  système  ifuelconque 
(T équations  du  premier  degré  j  dans  lequel  le  nombre 
des  inconnues  surpasse  celui  des  équations. 

m 

968.  Soient  les  deux  équations  générales 

(i;  /ix    4-  br   ^  cz    =  //, 

(1)  n'x-hby-^c'z^d'. 


En  éliminant  une  des  inconnues,  z  par  exemple,  on 
obtient  Téquation 

i3;  (ac'  —  ffl'j  X  4-  (br'  —  cb')  y  —  de'  —  cd'\ 

le  système  des  équations  (i)  et  (a)  se  trouve  alors  remplacé 
|)ar  celui  des  équations  (1)  et  (3). 

Si  Téquation  (3)  admet  des  solutions  enticirs,  on  dé- 
finira de  cette  équation  les  valeurs  de  x  et  de  y  exprimées 
pirdes  fonctions  entières  d*une  indéterminée  t\  et  la  ques- 
tion sera  réduite  à  trouver  les  valeurs  f*ntièr(*s  de  /  ^  pour 
lesquelles  les  valeurs  de  x  et  de  y  seront  telles,  (|uVn  les 
Mibstituant  dans  Téquation  (1)  on  obtienne  une  valeur 
entière  de  z.  A  cet  ell'et  on  substituera  dans  Téquation  (1) 
Iw  valeurs  de  jrel  y  en  fonctions  de  /,  ce  qui  donnera  une 
••quation  de  la  forme  nil  -f-  cz  =  A.  Si  relte  éf|ualion  admet 
*fes  solutions  entières,  elle  conduira  l\  des  fornmles  par  les- 
lœlles  -2:  et  /  seront  exprimées  an  moyen  d'une  indéter- 
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minée  /';  et  en  substituant  la  valeur  de  I  en  fonction  de/ 
clans  I(*s  valeurs  de  x  et  de  j'  déduites  de  Fëquation  (3),  on 
aura  les  trois  inconnues  x,  7,  z,  exprimées  en  foncdons 
entières  de  rindéterminée  t'. 

Lorsque  les  coefficients  c  et  c'  sont  premiers  entre  eux, 
si  l'équation  (3)  admet  des  solutions  entières,  le  système  des 
équations  (1)  et  (2)  en  admet  aussi ^  et^  dans  ce  cas,  chacpf 
(toupie  de  valeurs  entières  de  jr-  et  de  y  qui  vérifient  l'équa- 
tion (3)  donne,  dans  Téquation  (i) ,  une  valeur  entière  de z. 
lui  eilet ,  Téquation  (3)  peut  s'écrin» 

c' {fi  —  ax  —  ùr)  =  c  d'  —  a' x  —  b* r)  ; 

si  a'  qt  >  sont  des  nombres  entiers ,  puisque,  par  hypothèie, 
c  et  c  sont  premiers  entre  eux ,  c  devra  diviser  d — ax-^\  ] 
par  conséquent,  la  valeur  de  z,  dans  Téquation  (i),8en 
entière. 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  où  c  et  c'  sont  premien 
entiveux,  lorsque  l'on  aura  obtenu,  au  moyen  de  Téqui' 
tion  (3) ,  les  valeurs  de  x  et  de  >  exprimées  en  fouctiom 
entières  de  /^  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquit- 
tion  (1)  conduira  à  une  équation  qui  donnera  immédiate- 
ment une  valeur  de  z  en  fonction  entière  de  /. 

269.  Proposon!>-nous  de  trouver  les  solutions  enlièifs 
di*s  trois  équations 

i3  j  -f-  5  V  —  ?  5  -^  4  M  =  2559, 

8  X  —  7  .*'  -^-  3  3  —  5  /i  =:  1  SgS , 

1 1  j-  —  3  >■  -^  5  r  —  7  «  1=  2 1 5^ . 

En  éliminant  n  entin?  la  preniiôn*  êt|uation  et  chacune  des 
deux  autres,  on  obtient 

1)"  .1  —  53,^  -^  î-  =1  uji'j5,     i3j  »  —  -23  «  -+-  6x  =:  2654' 

I.  observation   qui   vient  d  être  t'aili^  pourrait  faire  croii^ 
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quoii  doit  éliminer  de  préférence,  entre  ces  deux  équa- 
tions,  Tune  des  inconnues  x  et  y^  qui  ont,  dans  les  deux 
équations,  des  coefficients  premiers  entre  eux;  mais  les 
calculs  sont  plus  simples  en  éliminant  z ,  ce  qui  conduit  à 
Féquation 

3gx  -h  347  =  774^- 

Le  syslème  proposé  se  trouve  ainsi  remplacé  par  celui  drs 
trois  équations 

i3x-h5.>'  —  2s-f-4«  =  2559  ' 
97  X -4- 53/ -+- 2. 3  =  1 91 75 , 
39x4-347  =  7746. 

On  cherche  les  formules  qui  donnent  les  solutions  en- 
tières de  l'équation  ^gx-h^iy  =  7746-  Le  coefficient  de 
X  admettant  le  facteur  3  qui  divise  7746)  et  le  coefficient 
dej  admettant  le  facteur  2  qui  divise  aussi  774^9  on  peut 
ibr^er  h»  calculs  en  posant  x  =  2  x',  y  =  3j';  Féqua- 

tioD  devient 

i3x'-t- 177'  =  1291. 

On  conclut  de  celle-ci 

r'=i-f-i3r,     x'  =  98— 17/; 
par  suite , 

r  =  3-+- 39^,    .r  =  196  —  34/. 

On  substitue  dans  l'équation  97  j:-f- 53^-4- 2-8=  19176, 
les  valeurs  de  x  et  de  r  exprimées  en  fonctions  de  Tindé- 
terminée  / ,  ce  qui  donne  i23if  —  2Z=  —  4-  On  déduit 
de  cette  équation,  eu  exprimant  z  et  /  au  moyen  d'une* 
seconde  indéterminée ,  /  =  2f',  -z  =  i23i  /'-h  i;  et  en 
remplaçant  t  par  2 1'  dans  les  valeurs  précédentes  de  x  et 
dej,  on  a  r  =  3 -h  78/',  .r=  196  —  68/'. 

On  substitue  dans  Téquation  t^x-h^^y — 2z-f-4w=255y, 
les  valeurs  de  x,  j^,  z ,  exprimées  en  fonctions  de  Tindéter- 
oïinée  t\  ce  qui  donne  7^9/'  —  //  =  o ,  d  oVi  u  =  739 1\  La 
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valeur  de  u  en  fonction  de  t'  étant  entière ,  les  calculs  sont 
terminés,  et  les  formules  qui  déterminent  les  soludons 
entières  du  système  proposé  sont 

x=:  ig6  — 68r',  /=3-+-78r',  z  =  2H-i23i  /',  w=739('. 

Si  Ton  ne  veut  admettre  que  des  solutions  positives,  il 
faudra  que  t'  soit  positif  et  moindre  que  ~  ou  a  77.  On 
obtiendra  ainsi  trois  solutions ,  savoir  : 

pourr'  =  o,  xzziigô,  /=  3,  «=  2,  a=  0; 
pour  r' =  I ,  .r=i28,  /=  81,  3^1233,  «=739; 
pourr'  =  2,     j:  =   60,     ^=169,     «  =  2464»     «  =  1478. 

t270.  Considérons  maintenant  le  cas  où  l'on  n'a  qa'iuf 
seule  équation  qui  renferme  plus  de  deux  inconnues.  Sob, 
par  exemple,  Téquation 

1 5  X  -h  6^'  -h  20  2  =  171. 

I 

Kn  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  Tinconnaej, 
qui  a  le  plus  petit  coeilicient^  on  obtient 

171  — i5j:  —  2o«        ,v  ^         3  —  3x— 1»    , 

.>  =— ^ -. =  28  —  2 j:  —  33  H V, ■• 

b  6 

Pour  que  la  valeur  dcj^  soit  entière,  xeiz  étant  des  nombrw 

2  3  je  —  2  ^ 

entiers ,  il  faut  que  la  quantité ^ ait  une  valeor 

entière.  En  représentant  cetttî  valeur  par  ^  «  on  a  réqualioB 

3  —  3^—23  /•  o 

> =  i^     ou     23 -h  3  j" -+-or=  3. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  les  solutions  entières  i^ 
ectte  équation,  qui  est  plus  simple  que  la  préccnlente,  pui^ 
qu'elle  a  des  coenîcients  moindres,  relui  qui  était  le  plu ^ 
|M'tit  étant  maintenant  le  plus  grand. 

Fn  résolvant  Téquation   v.  r  -h  3.r  -h  6/  =  3,  par  rap- 


M^^Êm 
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3ort    à   rinconuue  z  qui   a  le  plus  prtil  4!oenici<^iit ,  ou 

jbtient 

3  —  3x  —  6/  «        I  —  X 

z  = =    I  —  X ôt  -\ • 

2  2 

Pour  que  la  valeur  de  z  soit  entière,  x  et  f  étant  des 
nombres  entiers,  il  faut  que  la  quantité ait  une  va- 
leur entière.  En  représentant  cotte  valeur  par  /',  ou  a 
Téquation 

~"      =t\      d*oii      X=|— -2/'. 
2 

On  pourra  attribuer  à  t^  une  valeur  entière  quelconque , 
et  les  valeurs  correspondantes  de  x^  z  et  y  seront  aussi 
entières. 

En  substituant  la  valeur  de  x  dans  celle  de  z ,  on  trouve 

«=3/'— 3/; 

et,  en  substituant  les  valeurs  de  x  et  de  r  dans  celle  de  ; , 

on  obtient 

/3=  26  —  5^'-+-  10  r. 

On  aura  toutes  les  solutions  entières  de  Téquation  proposée 
en  attribuant,  aux  deux  indéterminées  i  et  /',  toutes  les 
valeurs  entières,  positives  et  négatives,  dans  les  trois  for- 
mules 

Jr=:i— 2r',     s=3r'— 3/,     r  =  2G  —  5^'-4- lor. 

Pour  s'assurer  de  l'exactitude  des  opérations,  il  faut 
lobstituer  les  valeurs  de  x,  z ,  y  en  fonction  des  indéter- 
niinées  t  et  t\  dans  Téquation  proposée*,  cette  équation 
devra  être  satisfaite  quels  que  soient  /  et  /'.  On  peut  aussi 
opérer  la  vérification  en  éliminant  les  indéterminées  /  et  /' 
entre  les  trois  équations  par  lesquelles  x^y  et  z  sont  expri- 
"iécsen  fonction  de  /  et  /',  on  devra  retrouver  Téquation 
proposé!». 
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Si  l'on  ne  veut  admettre  que  des  valeurs  positives  de 

.r,  jr^  Zj  il  faudra  que  l'on  ait 

I— 2r'>'0,     3^'— 3r>o,     26  — 5r'H-io/>o. 

La  première  condition  revient  h  t'<:^j'^  les  deux  autres 

donnent 

^  ,  5/'- 26 

Il  faut  donc  que 

,^  5r'—  26       .,  ,       ,^       26 
r'>-— -       ,     d'où     /'>-_. 
10  o 

D'après  les  deux  conditions  /'  }>  —  -*  et  /'  <^  j ,  on  ne  peut 
donner  à  «'  que  les  valeurs  —  5,  —  4?  —  3»  —  a,  —  i,  0. 

Pour  t'  =  —  5  on  doit  avoir  f]> —  —et  t<^ —  5,  ce  qui 
permet  seulement  de  prendre  f  =  —  5  ;  d'où  résultera  2=0. 

Pour  f'= —  4î  on  doit  avoir  f>  —  ~etf<[ —  4)Ce<P 
permet  de  prendre  t=z  —  4  • 

Pour  t'  =  —  3  ,  on  doit  avoir  f  > —  J-y  et  t<^ — 3;  par 
conséquent  t  =  —  4?  =  —  3. 

Pour  t'  =  —  2 ,  on  doit  avoir  t^  —  ^J  etf<^  —  2;  par 
conséquent  /  =  —  3  ,  =  —  2 . 

Pour  t'  =  —  I ,  on  doit  avoir  f  ]>  —  JJ  et  t  <^ —  1  ;  P^r 
conséquent  /=  —  3,=  —  2,=  —  i. 

Pour  f'  =  o ,  on  doit  avoir  t  ^>  —  |  J  et  t  •  ;^  o  ;  par  con- 
séquent /  =  —  2 ,  =  —  I  ,  =  o. 

Il  y  aura  donc  douze  solutions  entières  positives;  on  en 
aurait  seulement  six  si  Ton  (.'xcluait  celles  dans  lesquelles 
z  =  o, 

271.  Quel  que  soit  le  nombre  des  inconnues,  dans  une 
équation  du  premier  degré,  on  reconnaît,  par  un  raison^ 
ncment  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  n"  257 ,  que. 
lorsqu'on  a  supprimé  les  facteurs  communs  a  tous  les  roeffi^ 
cients  et  à  la  quantité  connue,  il  faut,  pour  que  Téquatioii 
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admette  des  solutions  entières,  que  les  coeflieients  soient 
premiers  entre  eux. 

Cette  condition  nécessaire  est  aussi  suffisante.  En  effet , 
soit  Tëquation 

ax  -k-  6^  4-  c;5  -4-  • .  .  =  A  ; 

et  supposons  que  a  soit  le  plus  petit  coefficient. 

En  résolvant  Téquation  par  rapport  à  jt,  on  aura  une 
valeur  qui  se  composera  d'une  partie  entière ,  et  d'une  partie 
fractionnaire  dans  laquelle  les  coefficients  des  inconnues 
r,  z,  etc.,  seront  les  restes  que  donneront  les  nombres 
6^  c,  etc.,  divisés  par  a;  de  sorte  qu'ils  seront  moindres 
que  a.  Nommons  ces  restes  b\  c\  etc.  ;  en  égalant  cette 
partie  fractionnaire  à  un  nombre  entier  indéterminé,  on 
aura  Téquation 

Les  coefficients  b\  c' . . ,  a  seront  encore  premiers  entre 
eux;  car  h\c\  etc.,  étant  les  restes  que  donnent  i,  c,  etc., 
divisés  par  a,  tout  nombre  qui  diviserait  a,  h\  c\  etc., 
diviserait  aussi  a^  h^  c^  etc. 

En  opérant  sur  la  seconde  équation  de  la  même  manière 
que  sur  la  première,  on  en  obtiendra  une  nouvelle,  dans 
laquelle  les  coeflieients  des  inconnues  seront  le  plus  petit 
des  nombres  b\  c* . . .  a^  et  les  restes  que  donneront  les 
autres  divisés  par  ce  plus  petit  coefficient;  ces  coefficients 
seront  encore  premiers  entre  eux. 

11  suit  de  là  que  les  calculs  amèneront  nécessairement 
une  équation  dans  laquelle  le  coefficient  de  Tune  des  in- 
connues sera  Tunité,  puisque,  tant  que  le  plus  petit  coeffi- 
cient ne  sera  pas  Tunité,  il  ne  divisera  pas  tous  les  autres 
coefficients,  et  on  fera  dépendre  la  résolution  de  Téquation, 
en  nombres  entiers ,  de  celle  d^une  autre  équation  avec  des 
coefficients  moindres.  Mais  lorsqu'on  sera  parvenu  à  une 
équation  dans  laquelle  un  des  roefficienls  sera  Tunité,  ou 
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aura  la  valeur  d*uue  inconnue  en  fonciion  entière  de  toute» 
les  autres  inconnues  de  cette  équation ,  et  on  en  condon, 
pour  toutes  les  autres  inconnues  des  équations  successives, 
y  compris  l'équation  proposée ,  des  valeurs  qui  seront  da 
fonctions  entières  des  mêmes  quantités. 

n  est  manifeste  que  les  inconnues  de  Téquation  proposée 
dépendront  toujours  d'un  nombre  d^indéterminées  infé- 
rieur seulement  d'une  unité  à  celui  des  inconnues  de 
Tckpiation. 

272.  Nous  indiquerons,  ï*omme exercices,  les  problèmes  ^ 
suivants  : 

I***  Problème.  —  Partager  loo  en  deux  pairies  telles, 
que  Vune  soit  dix^isiblc  par  7  et  Vautre  par  1 1 .  (Rép.  :  56 
et  44.) 

2'  Problème.  —  Une  réunion  d'homines  et  de  Jemmes 
a  dépense  3o  francs  dans  une  auberge  ;  les  hommes  ont  j 
pajé  pS  centimes  chacun  j  et  les  femmes  65  centimes. 
Combien  y  avf  ait 'il  dliommes  et  de  femmes?  (En  appelant 
.r  le  nombre  des  hommes,  r  celui  des  femmes,  on  a  cei 
quatre  solutions  :  x^=  2,  y=  745^=  i5,  y=  55:  j:=28i 
K  =  36;  a:  =  4i,  j=  17.) 

3'  Problème.  —  Trouver  un  nombre  N  qui,  étant  tli- 
uisé  ftar  Sg,  donne  le  reste  16 ,  et  tel  aussi  que,  si  on  Ir  dir 
v^iscpar  56,  on  troui^e  le  reste  27.  (Rép.  :  ^  =  1 1 47+21 84 ^ 
/  étant  un  nombre  entier  indéterminé.) 

4*  Problème.  —  Quelqu'un  achète  pour  100  éciLs  100 
pièces  de  bétail,  des  porcs,  des  chèvres  et  des  moutons: 
les  porcs  coûtent  3  7  écus,  les  clièv^res  i  \  écu ,  les  moutom 
\  écu,  Cotnbien  y  av^ait-il  d* animaux  de  chaque  espèce^ 
(En  nommant  x  le  nombre  des  porcs ,  y  celui  des  rlièvn*s 
et  z  celui  des  moutons,  on  a  ces  trois  solutions:  j'  =  J' 
y=z  ^'jL^  r  =  5!^;  T  =^  10,  )  =  '?./\ ,  z  =  66:  t  =  ir>,  )  rrfi. 

-  =  79-) 
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5^  Problème.  —  Trouver  trois  nombres  entiers  x,  y,  z, 
tels  y  qu'en  multipliant  le  premier  par  3,  le  deuxième  par  5 
et  le  troisième  par  j^  la  somme  des  produits  soit  56o  j  et 
tels  aussi  y  gu  en  multipliant  le  premier  par  9,  le  deuxième 
par  a5  et  le  troisième  par  49  9  l^  somme  des  produits 
soit  2920.  (Solutions  :a:==i5,  j'  =  8a,z=i5;a:  =  5o, 
7  =  40,  z  =  3o.) 

Résolution  en  nombres  entiers  d'une  équation  du 
second  degré  à  deux  inconnues  qui  ne  contient 
que  la  première  puissance  d'une  des  inconnues. 

273.  Les  questions  d'analyse  indéterminée  qui  dépen- 
dent des  équations  d^un  degré  supérieur  au  premier,  ne 
doivent  pas  trouver  place  dans  ce  Traité  ;  mais ,  lorsqu'une 
équation  du  second  degré  k  deux  inconnues  ne  renferme 
pas  la  seconde  puissance  d'une  de  ces  inconnues,  la  re- 
cherche des  solutions  entières  de  cette  équation  peut  être 
regardée  comme  une  question  d'analyse  indéterminée  du 
premier  degré. 

Considérons*  l'équation  générale 

(i)  mxjr  -f-  nx^  -f-  /^x  -H  ^[x  -f-  r  =  o. 

En  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  a 

/  ,  nx^  -h  px  -H  r 

(2)  yz= 5- , 

mx  -f-  q 

et,  en  effectuant  la  division  de  nx^-\-px  -}-  r  par  mx  -h  y, 

n  nq  —  mp       mpq  —  nq"^  —  w'  r 

X  —  X  -f-  >  -  t~ ~, ^ % 

m  m^  m^[mx  "^  q) 

d'où,  en  posant,  pour  abréger,  mpq  —  n^'  —  m"r=  N, 

(3)  m^y  =  —  mnx  -\-  nq  —  mp  + 


mx  H-  q 
5*édit.  19 
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X  et  j  tlevaul  être  des  nombres  entiers ,  il  faut  que 


mx  -|-  9 

soit  un  nombre  entier.  D'après  cette  condition,  on  calcule 
tous  les  diviseurs  du  nombre  N ,  et  l'on  égale  successive- 
ment  mx  +  ^  à  chacun  de  ces  diviseurs  pris  avec  le  signe  + 
et  avec  le  signe  — .  Si  les  équations  qu^on  obtient  ainsi 
donnent  des  valeurs  entières  de  x,  on  substitue  successive- 
ment ces  valeurs  dans  Féquation  (3);  il  faut,  pour  que 
r équation  (i)  ait  des  solutions  entières,  qu'il  résulte  de  ces 
substitutions  des  valeurs  entières  de^. 

Il  est  évident  que  le  nombre  des  solutions  entières  est 
toujours  limité,  et  qu'il  peut  n'en  exister  aucune. 

F.XKMPLES. 

^On  a  indique  seulement  les  solutions  entières  positives.) 

^=3,   r  =  4- 

j:=i,      r  =  io; 
5j:/=:2x-+-3/-f-i8{x=3,     /=2; 

jT  j  -H  j:'  =  2  r  -+-  3  j  ■+•  29  ;  ^ 

Quand  le  reste  de  la  division  de  wx*  -h  px  -j-  r 
par  mx -h  q  est  zéro,  Féquation  (i)  est  de*  la  forme 
[mx  -h  q)  (ax  -h  Ay  H-  c)  =  o  5  on  obtient  toutes  les  so- 
lutions de  cette  équation  en  résolvant  séparément  les  deux 
équations  mx  -Hy  =  o,  ax  -^  bjr-h  c  =  0. 

274.  Lorsque  Féquation  ne  contient  pas  le  terme  dépen- 
dant de  xjr^  on  ne  peut  plus  faire  usage  de  la  méthode  qui 
vient  d'être  exposée.  On  a ,  dans  ce  cas ,  m  =  o,  et  ré<|ua- 
tion  est 

(4;  /= 
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Supposons  qu'une  valeur  entière  x  =  a  donne  une  valeur 
entière  pour/.  Si  l'on  pose  x=  a  -l-^f,  f  étant  un  nombre 
entier  quelconque ,  on  trouvera 

y  = ^ {nqf" -^  in%t -\- pt)\ 

par  hypothèse ,  /la*  -|-  /?  a  4-  /"  est  divisible  par  q  \  la  valeur 
de  y  correspondante  à  xz=.aL-\-qt  sera  donc  un  nombre 
entier.  Comme  cette  conclusion  a  lieu  quel  que  soit  le 
signe  de  ^,  il  en  résulte  que,  si  Téquation  admet  des  solu- 
tions entières ,  il  en  existera  pour  lesquelles  la  valeur  de  x 
sera  con^prise  entre  zéro  et  q.  Par  conséquent ,  pour  obte- 
nir toutes  les  solutions  entières,  il  suffira  de  substituer 
pour  x,  dans  Téquation ,  les  nombres  o,  i ,  2 ,  3, . . . ,  ^"— i; 
et  chaque  solution  entière  correspondante  à  un  de  ces 
nombres  en  fouraira  une  infinité  d'autres. 

L'équation  (4),  dans  laquelle  il  s'agit  de  trouver  des 
valeurs  de  x  qui  rendent  le  polynôme  nx^  -+-  px  -h  r  mul- 
tiple du  nombre  donné  q^  est  ce  que  M.  Gauss  a  nommé 
congruence  du  second  degré-,  de  même  que  l'équation 
aX'j-bjr  =  Cy  dans  laquelle  on  cherche  à  rendre  ax  —  c 
multiple  de  &,  est  une  congruence  du  premier  degré. 


'9« 
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PUISSANCES     ET      RACINES     DES     MONOMES.      RADICAUX.      EXPOSANTS 
FRACTIONNAIEES.   EQUATIONS  EXPONENTIELLES.    LOGARtTUMBS. 


Puissances  et  racines  des  monômes,  —  Calcul  des 

radicaux  arithmétiques. 

« 

275.  La  puissance  du  degré  m  d'une  quantité  étant  le 
produit  de  ni  facteurs  égaux  à  cette  quantité,  on  conclut  de 
la  règle  de  la  multiplication  des  monômes  que ,  pour  for- 
mer la  puissance  m*^"*  d'un  monôme  y  il  faut  éleyer  le 
coefficient  numérique  à  la  m**"*  puissance,  et  multiplier 
l'exposant  de  chaque  lettre  par  m. 

Il  résulte  de  cette  règle  que,  pour  extraire  la  racine  m'*™** 
d'un  monômey  on  doit  extraire  la  racine  m'*"*  du  coeffi- 
cient, et  div^iser  Fexposant  de  chaque  lettre  par  m.  Ainsi , 
pour  avoir  la  racine  cubique  de  64û*i*,  on  prend  la  racine 
cubique  de  64  ?  qui  est  4 1  et  Ton  divise  les  exposants  des 
lettres  a  et  i  par  3  ;  la  racine  demandée  est  donc  4  àb^.  Pa- 
reillement, pour  extraire  la  racine  5*  de  32fl*i**c**,  on 
prend  la  racine  5'  de  32 ,  qui  est  i ,  et  l'on  divise  les  expo- 
sants des  lettres  a^'  h^  c  par  5;  on  trouve  ainsi  que  la 
racine  demandée  est  nab^c^. 

Pour  que  l'on  puisse  obtenir,  au  moyen  de  cette  règle, 
la  racine  m*^"*'  d^un  monôme,  il  faut  que  le  coefficient  nu- 
mérique soit  une  puissance  m'^"*'  exacte ,  et  que  les  expo- 
sants de  toutes  les  lettres  soient  divisibles  par  m.  Quand 
ces  conditions  ne  sont  pas  remplies ,  l'expression  de  la 
racine  se  forme  au  moyen  du  signe  radical. 

Puisque  Ton  fait  le  produit  de  plusieurs  fractions  eu 
multipliant  les  numérateurs  entre  eux,  et  les  dénomina- 
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leurs   eotrc    eux ,   la  puissance  m**"*  d'une  fraction  se 
forme  en  élavant  cliacun  des  deux  termes  à  la  puissance 
m''"*;  et  l'on  extrait  la  racine  id}'"^'^  d'une  fraction  en 
extrayant  la  racine  m**-*"*''  de  chacun  des  deux  termes, 

276.  jN'ous  avons  dit,  dans  le  chapitre  VII,  qu'en  dési- 
gnant par  A  une  quantité  quelconque  et  par  m  un  nombre 
entier  positif,   il   existe  m  racines  m''"*"  de  A,    on,  on 


m 


d'autres  termes,  l'expression  v'A  a  m  valeurs  (n"  214). 
Quand  la  quantité  A  est  positive ,  parmi  les  m  valeurs  de 

VA  il  y  en  a  une  réelle  et  positive,  et  il  n'y  en  a  qu'une  ^ 
car  deux  nombres  diilërents,  élevés  à  une  môme  puissance, 
ne  peuvent  pas  reproduire  le  même  nomhn».  Celle  valeur 
est  ce  qu'on  nomme  la  racine  arithmétique  de  A ,  ou  aussi 


m 


la  valeur  arithmétique  du  radical  v/Â. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  Ton  ne 
considère  que  les  valeurs  arithmétiques  des  radicaux. 

277.  Les  observations  que  nous  avons  faites  au  sujet  de 

l'addition  et  de  la  soustraction,  pour  les  quantités  radi- 

i  odes  du  second  degré  (n^  1S9),  s'appliquent  aux  expres- 

oons  qui  contiennent  des  radicaux  de  degré  quelconque. 

Ainsi  Ton  a,  par  la  réduction  des  quantités  semblables, 


5  s/3  û^'  -h  3  v/3  ab^  =  8  v/3  ab\ 

►  s 3 3 

f  5  \/3  <i^'  —  3  s/3  /16'  =r  2  v/3  ab^, 

3a  ^c±2b  ^c  =z  (Za±7.b  sjc' 

t 

Lorsque  les  indices  des  radicaux  sont  diilérents,  ou  lorsque^ 
I«8 indices  étant  les  mêmes,  les  quantités  qui  se  trouvent 
sous  les  radicaux  sont  dilTérentes,  on  dit  que  les  radicaux 

,    Mni dissemblables  ^  et  Ton  ne  peut  qu'indiquer  l'addition 

■    ^^  la  soustraction  par  les  signes  -f-  el  — . 
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278.  Pour  multiplier  ou  pour  diviser  Pun  par  Fautn 
deux  radicaux  de  même  indice  y  il  faut  effectuer  la  muM" 
plication  ou  la  diwion  des  quantités  placées  sous  le  signe 
radical,  et  affecter  le  résultat  du  radical  commun.  Ainsi, 


m 


tn  m  m  /  y 

i/i^s/b  =  v^,     )^  =  W 1 

)fb 

En  efl'et,  si  l'on  formait  la  //i''*""  puissance  du  produit 

m 

\ax\b^  on   aurait,  d*après  les  principes  relatifs  à  la 

/ru     \*i  /m     \m 

multiplication,  l  V^  )    -^  \^)   ou  ^  X  ^  ;  donc  le  produit 


fi*  m 


m 


\aX^J}  est  la  racine  w'*""  de  axb-   On  démontre  U 
seconde  égalité  de  la  même  manière. 

279.  On  conclut  de  la  règle  qui  vient  d'être  établie 

m  ni  m  n: 

^a^b  r=r  >fâ^  X  V^  =  o  ^• 

Donc ,  lorsque  la  quantité  placée  sous  un  radical  du  degré 
m ,  a  des  facteurs  qui  sont  des  puissances  exactes  du 
même  degré,  on  peut  prendre  séparément  les  racines  de 
ces  facteurs,  et  multiplier  leur  produit  par  la  racine  wi- 
diquée  du  produit  des  autres  facteurs,  CVst  ce  qu'on  ap: 
pelle  faire  sortir  des  facteurs  du  radical.  Et ,  lorsquun 
radical  est  multiplié  par  des  facteurs  rationnels,  on  peut 
mettre  ces  facteurs  sous  le  radical,  en  les  élei^ant  à  la 
puissance  du  même  degré  que  le  radical.  C'est  ce  qu'on 
appelle  yoi/ie  entrer  des  facteurs  sous  le  radical. 

Quand  on  doit  ajouter  ou  soustraire  des  quantités  radi* 
cales  dissemblables ,  il  faut  d^ abord  examiner  si  ces  quan- 
tités ne  peuvent  pas  être  rendues  semblables  en  simplifiant 
ïrs  radicaux.   Soient,  par  exemple,  les  deux  expressions 
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Si6aFh  et  —z  V^aû'è*^  on  trouvera  qu'elles  se  réduisent  à 

la^ib  et  V^âï^  en  conséquence  on  aura 

)/i6a^b±—^2a^b*=  liia± — —  j  \/2'ù, 

280.  La  valeur  arithmétique  d'un  radical  n'est  pas 
changée  quand  on  multiplie  V indice  par  un  nombre  entier 
quelconque  y  pourvu  quon  élève  en  même  temps  la  quan- 
tité placée  sous  le  signe  radical  à  la  puissance  du  degré 
marqué  par  ce  nombre;  c'est-à-dire  que  Ton  a  l'égalité 


m  mn 


(Ml     \  m 
sja)    =  a  ; 

or,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  w'^"*'  puissance,  on 

(Mt     \  mn  m 

val      =a"5  donc  ^a  est  la  racine  du  degré  mn 

de  a". 

Au  moyen  de  ce  principe ,  on  peut  toujours  ramener  des 
radicaux  à  un  indice  conmiun.  11  suffit  de  multiplier  l'indice 
de  chaque  radical  par  le  produit  de  tous  les  autres  indices, 
en  élevant  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  à  la  puis- 
sance marquée  par  ce  produit.  On  peut  aussi  prendre 
pour  l'indice  commun  le  plus  petit  multiple  des  indices  de 
tous  les  radicaux. 


mn 


L'égalité  \a  =  Vû"  prouve  aussi  que ,  lorsque  l'indice 
fun  radical  et  l'exposant  de  la  quantité  qui  est  sous  le 
radical  ont  un  facteur  commun ,  on  peut  les  diviser  Fun 
et  Vautre  par  ce  facteur. 

281.  Pour  faire  le  produit  de  plusieurs  radicaux  de 
degrés  différents  y  ou  pour  diviser  l'un  par  r autre  deiix 
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radicaux  de  degrés 'différents ^  on  réduit  les  radicaux  au 
même  indice  y  et  Von  applique  la  règle  du  n®  278. 
On  trouve ,  de  celte  manière , 


I  s I  » Il  I  } 


3  s 


>/fl=^»_    v/<7"^'*   __    3  4/« 


3  & 


^a'b^        \/a^^b 


i5  " 


262.  On  élevée  un  radical  à  une  puissance  en  éleyant  à 
cette  puissance  la  quantité  soumise  à  ce  radical.  Car 

/'"     \n  m  m  m  m  m 

\^)  =  v/fl  X  v/«  X  V^  . .  .  =  Va  X  a  X  fl  . . .  =  v/fl". 

.  Lorsque  l'indice  du  radical  est  dii^isible  par  l'exposant 
de  la  puissance  à  laquelle  on  doit  élever  la  quantité  pro- 
posée j  on  peut  effectuer  l'opération  en  divisant  le  premier 
de  ces  deux  nombres  par  le  secon^d.  Car,  d'après  la  règle 
ci-dessus  et  le  principe  du  n^  280, 


/mti  \n         mn  m 


283.  On  extrait  la  racine  du  degré  m  d'une  quantàé 
radicale  en  multipliant  l'indicé  du  radical  par  le  degré  m 
de  la  racine  qu'on  veut  extraire;  ou  en  extrayant  y  si  cela 
est  possible  y  la  racine  du  degré  in  de  la  quantité  soumise 
au  radical.  Ainsi  : 


mfn  mn  '«  Jn  r* 

y  V'â  =  ^ ,     et     V  {cFp  =  yfaP, 
En  effet,  d'après  les  règles  du  numéro  précédent,  la  puis- 

mn  n  mn 

sance  du  degré  m  Aesfâ  est  y  a  ^  pa^r  conséquent  sfa  est  la 
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n 

racine  du  degré  m  de  ^a.  Pareillement,  la  puissance  /«'*'"* 

n  n  n  n 

de  ^a''  est  ^a'"f  ;  donc  y  a''  est  la  racine  du  degré  m  de  Va^. 

Observations  sur  les  radicaux  considérés    • 

algébriquement . 

284.  Quand  on  considère  les  radicaux  dans  toute  la  gé- 
néralité que  Talgèbre  comporte ,  les  règles  que  nous  avons 
exposées  dans  les  numéros  précédents  peuvent  conduire  à 
des  résultats  inexacts. 


Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  sj — a  et  y^ — a  , 
en  supposant  a  positif.  Si  l'on  applique  à  ces  radicaux  le 
principe  du  n^  280 ,  en  élevant  la  quantité  sous  le  radical 
au  carré,  et  en  multipliant  l'indice  par  2,  on  trouve 

4  .  4    3 6     « 

Or,  chacune  de  ces  égalités  est  inexacte;  car,  dans  la  pre- 

4 

piière  égalité  ^ — a  =  yû*,  le  premier  membre  est  imagi- 
naire, tandis  que  le  second  membre  a  deux  valeurs  réelles. 

Dans  la  seconde  égalité  yf--a  =  ^a*,  le  premier  membre 
n'a  qu'une  seule  valeur  réelle  qui  est  négative,  tandis  que 
le  second  membre  a  deux  valeurs  réelîes ,  dont  Tune  est 
positive. 

A  la  vérité,  si  l'on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
chapitre  VU  sur   les   racines   quatrièmes   et.  les  racines 

dixièmes  d'une  quantité,  on  voit  qu'en  considérant  les  radi- 

4 

eaux  dans  toute  leur  généralité,  les  quatre  valeurs  de  sfa* 

eomprennent  les  deux  valeurs  de  \—a^  et  les  six  valeurs 

< 3 

de  y  a*  comprennent  les  trois  valeurs  de  ^ —  a.  Mais  les 

égalités  ci-dessus  restent  toujours  inexactes,  puisque,  dans 
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<;liacuDe  d'elles ,  le  second  membre  admet  plus  de  valeurs 
que  le  premier. 

285.  En  appliquant  au  produit  de  v — «  par  y — a  1* 
règle  du  n*^  278  ,  on  trouve 

V^^  X  V^^  =  v/(— fl)X(— a)=V^'. 

Or   v^*  admet  les  deux  déterminations  4-  a  et  —  a  5  ce- 
pendant il  semble   que   le  produit  y^ —  a  x  ^ — a  étant 

le  carré  de  ^ —  a ,  on  ne  peut  admettre ,  sans  se  contre- 
dire, que  ce  produit  soit  autre  chose  que  — a. 

Cette  contradiction  tient  à  ce  cjue  Ton  attribue  au  produit 

S—a'Xsj — a   une    signification  trop   restreinte,    en  le 

confondant  mal  à  propos  avec  le  carré  de  ^ —  a.  En  effet, 
lorsque  Ton  prend  les  radicaux  dans  toute  leur  généralité, 

V^ —  a  admet  deux  déteiminations  égales  et  de  signes  con- 
traires,   et    si    Ton    représente  ces  deux   déterminations 

par  -f-  a  et  —  a ,  le  produit   y] —  a  X  \/ —  a    admet  les  1 
quatre  déterminations  H- a X-t- a,  -{-a>!:. — a,  — aX-l-«) 

—  a  X  —  a  5  les  deux  dernières  déterminations  ne  diflerent 
pas  des  deux  premières,  et  celles-ci ,  qui  sont  -^a^  et  — «*, 

donnant  précisément  les  deux  valeurs  de  yô*,  puisque* 

a    désignant    une    valeur   de    y^ —  a ,  on  a  a*  =  —  a  et 

—  a}  =L~\-a,  Maïs  ,  lorsqu'il  s'agit  du  carré  de  >/— a,  cha- 
cune des  déterminations  -f-  a  et  —  a  ne  devant  être  multi- 
pliée que  par  elle-même,  on  n'obtient  qu'un  résultat 
unique,  +a'. 

Les  observations  que  nous  venons  de  faire  sur  le  produit 

V — rtX  V  —  a,  s'appliquent  également  au  produit  v^^XV^* 
d'après  la  règle  du  n*'  278,  ce  produit  s'exprime  par  V^'* 
or  sja}  admet  les  deux  valeurs  -h  a  et  —  « ,  et  lorsque  Ton 
envisage  chacun  des  facteurs  du  produit  y^  X  ^a  dans  toute 
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sa  généralité,  ce  produit  comporte  en  efl'et  les  deux  déter- 
niinations  ■+•  a  ex  —  a;  mais  si  l'on  doit  multiplier  seule- 

naenl  chacune  des  déterminations  de  \a  par  elle-même,  le 
produit  ne  peut  être  que  -h  a. 

286.  f^es  difficultés  que  l'on  rencontre  quand  on  consi- 
dère des  radicaux  imaginaires,  ou  lorsque,  les  radicaux 
admettant  des  valeurs  réelles ,  il  faut  avoir  égard  à  leurs 
valeurs  imaginaires,  tiennent  à  ce  que  les  déterminations 
imaginaires  sont  toutes  confondues  dans  Texpression  radi- 
cale, sans  qu'on  puisse  établir  entre  elles  aucune  distinc- 
tion. Ces  difficultés  disparaissent  lorsque  Ton  considère 
séparément  les  déterminations  imaginaires  des  radicaux 
exprimées  par  des  radicaux  réels  et  positifs  combinés  avec 

le  symbole  ^ —  i . 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  veuille  connaître  le 

produit  de   y —  ^  P^**  V^ —  ^-    Si    Ton    représente   par  a 
et  6  les  racines  carrées  positives  des  nombres  a  et  b,  les 

deux  déterminations  de  \/ — a  seront  4-a  v^ — i  et  — a  y^—  i , 

et  celles  de  ^ —  b  seront  -h  6  ^ —  i  et  —  6  y^ —  i .  En  mul- 
tipliant chacune  des  déterminations  du  premier  radical 
par  chacune  de  celles  du  second,  on  obtient  deux  produits 
différents.  H- aS  et — «6,  qui  sont  précisément  les  deux 

valeurs   du  radical   ^ab.   Mais,   si   Ton   doit  multiplier 

seulement  -4-  a  y—i   par  -h  6  ^ —  i ,  ou  —  a  ^ —  i   par 

—  S  ^ —  I ,  en  d^autres  termes ,  s'il  faut  ne  multiplier  entre 
elles  que  les  déterminations  des  radicaux  proposés  formées 

avec  une  même  détermination  de  y—i ,  il  n'en  résulte 
qu'un  produit  unique ,  qui  est  —  ao. 

Examinons  encore  le  cas  où  Ton  aurait  à  multiplier  \a 
I    par  ^ —  I.  Désignons  par  H-  S  et  —  o  les  deux  détermina- 

l    ïïonsdr^ — i,  et  par  a   la   valeur  arithmétique  de  ^a. 


î 

1 


.■> 


I 
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Les  quatre  déterminations  de  sfa  seront  (n^210) 

-f-a,      —a,      -f-aXê,      —  a  X  6. 

En  multipliant  ces  quatre  déterminations  par  les  deux  dé- 

termiiiations  de  )J —  i ,  -h  6  et  —  S ,  on  obtient  quatre  pro- 
duits différents ,  savoir  : 

-f-aXê,      — aX6,      4-aX€%      —  a  X  6». 


Or,  6  étant  une  détermination  de  y/ —  i ,  on  a  6*  =  —  i , 
et,  par  suite,    -|-ax6'  =  —  «,   — a>C.&^  :=']ra.    Les 

4 

quatre  expressions  résultantes  de  la  multiplication  de  ^a 
par.  \J —  I  ne  sont  donc  autre  chose  que  les  quatre  délcr- 

4    _  4  ^_^__  4^ 

minations  de  sja  ;  de  sorte  que  Ton  a  yâ  X  v —  '  =  V^- 
Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  égalité  n'est 
exacte  qu'autant  que  Ton  attribue  aux  radicaux  toute  leur 
généralité  :  elle  ollrirait  un  sens  absurde  si  Ton  ne  considé- 

4 

rait  que  la  valeur  arithmétique  de  Va,  puisque  le  premier 
membre  serait  imaginaire,  tandis  que  le  second  membre 
serait  réel. 

287.  Dans  chacun  des  trois  derniers  exemples ,  l'expres- 
sion du  produit  des  deux  radicaux  pris  dans  toute  leur  gé- 
néralité s'accorde  avec  les  règles  des  n°*  278  et  281 5  il  faut 

seulement  observer,  au  sujet  du  produit  de  ^  par  \l —  i , 
que,  si  l'on  réduisait  les  radicaux  au  même  indice  en  mul- 
tipliant entre  eux  les  deux  indices  4  et  a ,  on  obtiendrait 
une  expression  fautive^  car  cette  expression,  qui  serait 

v/a*  X  ^  ou  va*,  comprendrait,  outre  les  valeurs  du  pro- 


duit proposé,  les  quatre  valeurs  de  V^ — a.  En  général, 
quand  les  radicaux  doivent  être  considérés  algébriquement, 
on  peut  toujours  suivre,  pour  la  multiplication  et  la  divi- 
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sion  des  radicaux  de  même  indice,  la  règle  du  n^  278;  et 
quand  les  indices  sont  différents,  on  peut  appliquer  la 
règle  du  n^  281 ,  en  ayant  soin  de  ramener  les  radicaux  au 
plus  petit  indice  commun.  Pour  former  la  n'*^"^'  puissance 
d'un  radical  du  degré  m^  il  faut  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  d  des  nombres  /i  et  m ,  diviser  Findice  m 
du  radical  par  d^  et  élever  la  quantité  qui  est  sous  le  radi- 
cal à  la  puissance  marquée  par  le  quotient  de  n  par  d. 
Enfin ,  pour  extraire  la  racine  n'"'"'  d'un  radical  du  degré 
m,  il  faut,  dans  tous  les  cas<,  multiplier  l'indice  m  par  /i. 
On  peut  voir  la  démonstration  de  ces  différentes  règles  dans 
les  Leçons  d'Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fou  ne  y. 

Des  exposants  fractionnaires , 

288.  On  a  vu  que,  pour  extraire  la  racine  du  degré  n 
de  a",  quand  l'exposant  m  est  divisible  par  n ,  il  suffit  d'ef- 
fectuer la  division;  de  sorte  qu'en  représentant  le  quotient 
par  p,  la  racine  est  aF.  Par  analogie,  lorsque  la  division  ne 
peut  pas  se  faire  exactement ,  on  exprime  la  racine  en  indi- 

n 

quant  cette  division  ;  de  cette  manière  le  radical  v^  se 

m 

trouve  remplacé  par  l'expression  a" . 

.  289.  Les  règles  qu'il  faut  appliquer  aux  exposants  frac- 
tionnaires se  déduisent  de  celles  qui  viennent  d'être  établies 
pour  les  radicaux.  En  considérant  successivement  la  multi- 
plication, la  division,  la  formation  des  puissances  et  l'ex- 
traction des  racines ,  on  trouve  : 

m  f  n  7  "9  If  "7 

fi"  X.  a^  =  ^a'"  X  ^P  =  sjo^i  X  >/""''  =  y/tf"?-^"/' 

imj-\-np  m      p 
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m    •       p  n q »f nq  nq 

mq—np  m      p 

(my  [n  Y  n mp 

a^J  =  \^/  ==  ^«"^  =  a''P; 

Y  fl"  =  V  v'a"  =  v'û'"  =  û"/»  ; 

On  voit  par  les  résultats  qu'on  obtient  dans  ces  différentes 
opérations ,  que  les  règles  relatives  aux  exposants  fraction- 
naires ne  difierent  point  de  celles  qu'il  faut  suivre  pour  les 
exposants  entiers. 

290.  Quand  p  est  fractionnaire,  l'expression  a"'' doit 

toujours  être  regardée  comme  équivalente  à  —  ;  la  raison  en 

est  la  même  que  celle  qu'on  a  donnée  dans  le  n^  80  au  sujet 
des  exposants  négatifs  entiers.  Cela  se  voit  aussi  en  remar- 


m 


quant  que  l'expression  a  "  peut  ê  tre  regardée  comme  pro- 

n  n  J 

venant  de  \/a~'",  et  que  ^a~""  =  1/ —  =  -^ —  =  — • 

Quant  aux  règles  qu'il  faut  suivre  par  rapport  aux  expo- 
sants fractionnaires  négatifs,  on  reconnaît,  de  la  même 
manière  que  dans  le  n^  81 ,  qu'elles  sont  encore  les  mêmes 
que  pour  les  exposants  positifs  (*). 


(*)  877.  ce  he  calcul  des  exposants  fraelioDDaires,  dit  Lacroix,  est  un 
»  des  exemples  les  plus  remarquables  de  Tutilitedes  signes  lortqu^iU  soni 
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291 .  Les  observations  que  nous  avons  présentées  sur  les 

diflérentes  significations  des  radicaux  s'étendent  aussi  aux 


m 


exposants  fractionnaires  :  ainsi ,  puisque  l'expression  a"  est 

n 

équivalente  à  V"  ^  elle  admet ,  comme  cette  dernière  ex- 
pression, n  valeurs.  Mais  on  ne  considère  habituellement 
que  celle  de  ces  valeurs  que  nous  avons  désignée  sous  le 
nom  de  valeur  arithmt'tlque  y  ce  qui  exige  que  la  quantité  a 
soit  positive-,  et  ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  des 
règles  relatives  aux  exposants  fractionnaires  ne  doit  être 

'  tn  nip 

entendu  que  dans  ce  sens.  On  a  ainsi  rz"  =  a"'',  puisque  les 


n  np 


radicaux  V"  et  ^a'"^  ont  la  même  valeur  arithmétique; 
mais,  lorsqu'on  doit  avoir  égard  à  toutes  les  déterminations 
des  expressions  irrationnelles ,  Tégalité  ci-dessus  cesse  d'être 
exacte. 

Des  équations  exponentielles, 

292.  Au  moyen  des  exposants  fractionnaires  positifs  et 
négatifs ,  on  peut  considérer  tous  les  nombres  comme  étant 
des  puissances  d'un  même  nombre  donné ,  positif  et  diffé- 
rent de  Tunité.  Pour  justifier  cette  proposition ,  désignons 
par  a  un  nombre  positif  que  nous  supposerons  d'abord  plus 
grand  que  i. 

Si  Ton  forme  les  puissances  successives  a<^  ou  i ,  a%  a', 
a',  etc.,  on  obtiendra  une  suite  de  nombres  qui  croîtront 


»  bien  choisis.  L^analogie  qui  règne  entre  les  exposants  fractionnaires  et 
»  ceux  qai  sont  entiers,  rend  les  règles  qu^il  faut  suivre  dans  le  calcul  de 
9  eeux-ei applicables  à  celui  des  autres,  tandis  qu^il  faut  des  règles  parti- 
w  cnlières  pour  le  calcul  des  radicaux,  parce  que  le  signe  ^  qui  les  exprime 
))  n'a  aucune  liaison  avec  Topération  qui  les  engendre.  Plus  on  avance  dans 
w  Talgèbre,  plus  on  reconnaît  les  nombreux  avantages  qu'a  produits  dans 
t*  «ette  science  la  notation  des  exposants  imaginée  par  Descartes.  » 
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de  manière  à  pouvoir   s  élever  au  delà  de  tonte  limite 

(n°227). 

Représentons  par  —  une  fraction  quelconque ,  m  et  x 
désignant  des  nombres  entiers  positifs.  La  valeur  de  Fex- 

m 

pression  a"  sera  plus  grande  que  i  ;  car  cette  expression  est 


n 


équivalente  à  s/ à'"  :  or,  a  étant  un  nombre  plus  grand  que  i, 
a"*  sera  aussi  un  nombre  plus  grand  que  i ,  par  conséquent 

n 

y/rt^  ne  pourra  rtre  qu'un  nombre  plus  grand  que  i.  De 


fit 


plus,  la  valeur  de  l'expression  a"  sera  d'autant  plus  grande 
quel'exposan  t  sera  plus  grand;  car,  en  désignant  par  aetodeux 

exposants  positifs  quelconques,  on  aura  a""*"  =a"Xû  : 

or,  a  étant  plus  grand  que  i ,  le  produit  a^  X  û    sera  plus 

grand  que  «*. 

Posons  maintenant  c=  -?  /i  étant  un  nombre  entier,  il 

n 

viendra  a*"^"  —  a^z=a'  (a"  —  i  )  =  a*  \s[a  —  i  )  ;  or  on  a 
vu  que  Ton  peut  toujours  donner  au  nombre  n  une  valeur 

n 

assez  grande  pour  que  \a  diiVère  aussi  peu  qu'on  le  veut 
de  I  (n°229);  on  pourra  donc  faire  prendre  au  nombre? 

une  valeur  assez  petite  pour  (|ue  la  diflerence  a*      — fl' 
soit  aussi  petite  que  Ton  voudra. 

Il  suit  de  ces  explications  que,  si  Ton  désigne  par  .r  cir 
deux  quantités  variables,  et  si  Ton  pose  Téquation 


V  :i=  n\ 


en  donnant  à  x  une  suite  de  valeurs  très-rapprochées  les 
unQ^  des  autres,  depuis  o  jusqu'à  -f-  oo  ,  on  obtiendra  pour 
y  une  suite  de  valeurs  très-rapprochées  les  unes  des  autres; 
de  sorte  que ,  si  x  croissait  d'une  manière  continue  depuis  o 


CHAPITRE  DIXIÈME.  3o5 

jusqu'à  -f-  00  ,  ^  passerait  par  tous  les  étals  de  grandeur 
depuis  I  jusqu'à  -+■  oo  . 

Concevons  que  Ton  donne  à  x  des  valeurs  n^^ati ves  ;  à  cet 
cftet,  posons  x= — x'.  L'équation  ci-dessus  deviendra 


yzrza-*,     ou     r  =  — ^ 

a' 


et  puisqu^cn  faisant  passer  x'  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  zéro  jusqu'à  H-  oo  ,  on  pourra  obtenir  pour  a''  tous 

les  nombres  depuis  i  jusqu'à  Tinfini ,  on  trouvera  pour  —9 

ouj^,  tous  les  nombres  depuis  i  jusqu'à  —  ou  zéro. 

oc 

Supposons  actuellement  que  a  soit  un  nombre  plus  petit 
que  i.  Représentons  ce  nombre  par  y'  '^  sera  un  nombre 
plus  grand  que  1 ,  et  l'équation  y  =  a'  se  changera  dans  la 


suivante  : 


•' = G)" 


o„      y  =  l, 


En  faisant  passer  x  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis 
zéro  jusqu'à  -f-  00  ,  on  obtiendra  pour  b'  tous  les  nombres 
depuis  1  jusqu'à  -h  00  ;  par  conséquent  on  aura  pour  j^  tous 
les  nombres  depuis  i  jusqu'à  zéro.  Si  Ton  fait  ensuite  pas- 
ser x  par  tous  les  états  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu'à' 
—  00  ,  il  en  résultera  pour  i*"  toutes  les  valeurs  depuis  i 
jusqu'à  zéro,  par  conséquent  on  trouvera  pour  y  tous  les 
nombres  depuis  i  jusqu'à  l'infini. 

On  conclut  de  tout  ce  qui  précède,  qvi' en  formant  toutes 
les  puissances  d'un  nombre  quelconque  positif,  plus  grand 
ou  plus  petit  que  1 ,  on  peut  reproduire  tous  les  nombres. 

293.  Supposons  que  dans  l'équation  a'  =y,  la  valeur 
de  y  soit  donnée,  et  désignons-la  par  b]  de  sorte  que  l'on 
devra  avoir  a'  •=^b, 

5*  édit.  20 
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Pour  montrer  commcni  ou  pourra  calculer  la  valeur  de  X; 
ronsidéroQS  d'abord  le  cas  où  Ton  a  a  ^  i  et  i  ^  i.  Silon 
met  à  la  place  de  x  les  nombres  entiers  o,  i,  2,  3,  etc., on 
parviendra  à  deux  nombres  consécutifs  /* ,  //-f-i  (n  pouvant 
être  zéro)  qui  seront  tels,  que  Ton  aura  a"  <^  A  et  a""*"*  >A. 
On  devra  en  conclure  que  la  valeur  de  or  est  comprise  entre 

/i  et  /i  4-  I  ^  de  sorte  que,  si  Ton  pose  x  =  n -\ — ?  y  sera 

un  nombre  plus  grand  que  i . 

1/tKpiatîon  proposée  se  changera  alors  dans  celle-ci: 


ft    ^  =z  b .   ou 


fl"  >C  ar  =  h',  d'oii  «7  =  — 9   a  =  {—]  • 


Le  quotient  de  b  par  a"  étant  compris  entre  i  et  fl,  on 
pourra  déterminer  la  valeur  entière  approchée  de  j  en 
remplaçant  successivement  )'  par  les  nombres  2 ,  3,  etc.  En 
continuant  de  la  même  manière,  on  obtiendra  la  valeunlr.i' 
exprimée  en  fraction  continue. 
Soit,  par  exemple,  Téquation 

10' =r  2. 
Comme  on  voit  immédiatement  que  la  valeur  de  jr  est  com- 
prise entre  o  et  i ,  on  pose  .r  =  -5  Téquation  ci-dessus  de- 

vient  alors  io>'  =  2,  d  où  10  =  2' .  Les  puissances  succes- 
sives de  2  étant  2,  4i  8,  16,  la  valeur  dey  est  comprise 

entre  3  et  4-,  on  a  donc  y  =  3  -h  -•   En  substituant  cctir 

valeur  de  jr  dans  Téquation  10  =  2\  on  trouve 

2     *  =  I  o ,      ou      2  '  X  ?•'  =  I  o  ; 
d  où  Ton  ronclut 


*»'  =  -y    =^    '  1^-5  '       '*»       ■  <  .^5)«  =  2. 
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En  formant  les  puissances  successives  de  i ,  25 ,  on  voit  que 
le  nombre  2  est  compris  entre  (i,25)'et  (i,25)^,  de  sorte 

que  l'on  a  z  =  3  H — -,  et  en  substituant  cette  valeur  de  z 

dans  la  dernière  équation  ci-dessus,  on  trouve 


d'où  Foù  conclut 


(1,25)      -=2, 


■ 

{ î  ,25)-"  =  ^^-|^,  =  1 ,024 ,     et    (  1 ,024)'^=  1 ,25. 

On  reconnaît  par  la  dernière  équation^  que  la  valeur  de  u 

est  comprise  entre  9  et  10 ,  de  sorte  que  u  =  p  -f —  ;  etc. 

II  résulte  de  ces  calculs ,  que  Ton  a 

I 


I 


3    * 


9-1- etc. 


En  calculant  la  quatrième  réduite  de  cette  fraction  contî- 

28 
nue,  on  obtient  pour  la  valeur  approchée  de  x  la  fraction  —^ 

Cette  valeur  est  trop  forte  \  maïs  Terreur  est  moindre  que 

ou-i-(n°250). 


93xio3       9579 

Supposons  maintenant  que ,  dans  Téquation  a'  =  & ,  on 
aîl  a  >  I  et  h  <^\.  La  valeur  de  x  devra  être  négative 
(n°  292) ,  et  si  l'on  pose  x  =  — j,  l'équation  deviendra 

a-^==.b.     ou     —  =  ^^      d'où     «^  =  7- 

b  éunt  moindre  que  Tunité ,  t  sera  un  nombre  plus  grand 

que  I  )  ainsi  l'on  sera  ramené  au  cas  précédent. 

Si  Ton  a  rt  <^  I  et  i  ^  I ,  la  valeur  de  x  devra  encore 

20. 
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t^liv  iiégalivi';  v\  en  posant  .r  =  — y,  on  aura  l'équation 

a~-^  =  b  ,      ou     —  =  ^ ,      d'oii      1  -  I  =.  b. 

domine  -  sera  plus  grand  qu(f  i  ,  on  sera  encore  ramené  au 

premier  cas. 

Enfin  ,  si  Ton  a  a  <^  i  el  A  <^  i ,  on  pourra  écrire  l'équa- 
tion de  cette  manière  : 

(=)*= ï- 

Comme  -  et  -j  seront  des  nombres  plus  farauds  que  i .  on 
a       b  j  «  T 

sera  encore  ramené  au  premier  cas. 

On  donne  aux  équations  que  nous  venons  de  considért'r, 
et  en  général  à  toutes  celles  où  les  inconnues  enlreiil  dans 
les  exposants,  le  nom  d'équations  exponentiel/es, 

294.  Cherchons  quelles  sont  les  conditions  nécessaim 
pour  que  la  valeur  de  x  qui  vérifie  Téquation  a^  ^=b  soil 
eommensurable. 

Supposons  que  a  soit  un  nombre  entier,  et  h  une  quant 
lité  commensurable  plus  grande  que   i.  La  valeur  de  jr  ' 
devra  être  positive ,  et  si  elle  est  commensurable ,  elle  pourra 

«'^tre  exprimée  par  —9   iti  et  n  étant  des  nombres  entiers. 


Kn  remplaçant  .î'  dans  Téquation  par  —  ?  on  a 


m 


a"z=b,      d'où     a"*=b". 

On  voit,  par  la  seconde  égalité,  que  h  doit  t^tre  un  nombit? 
entier;  car,  s'il  était  fractionnaire.  If"  serait  aussi  frac- 
tionnaire, et  Tégalité  n'aurait  pas  lieu,  puisque /i*"  est  un 
nombre  entier.  On  voit,  de  plus,  que  a  et  i  doivent  êtrt* 
composés  des  mAmes  facteurs  premiers;  car  tout  facteur 
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premier  qui  divise  a  divise  aussi  /i'",  par  conséquent  il  doit 
diviser  A",  ce  qui  exige  qu'il  divise  b  (n"  216)  :  parla  m<>me 
raison  ,  tout  facteur  premier  de  b  doit  diviser  a. 

Supposons  a  =  a''?'',  et  fe  =  a'^c%aet  6  désignant  les 
facteurs  prt»raiers  de  /i  et  de  &  ^  Tégalité  a'"  =  b"  deviendra 

or,  pour  que  cette  dernière  égalité  existe,  il  faut  que  Ton 

ail  ////>  =  nf\  inq  =  /i5,  d  ou  t-  =  -  =  -• 

n         p        q 

Ainsi,  pour  que  la  valeur  de  x  soit  commensurable ,  il 
faut  que  b  soit  un  nombre  entier,  que  les  facteurs  premiers 
fie  b  soient  les  mêmes  que  ceux  de  a  ^  et  que  les  exposants 
fie  ces  facteurs  dans  b  soient  proportionnels  aux  expo- 
sants lies  mêmes  facteurs  dans  a. 

Ces    conditions   sont   suffisantes^    car,    en    supposant 

tiz=.  a''c''.  b  =z  a'^o',  -  =  -,  on  trouve 

P       7 

r  qr 

Si  /;  était  une  quantité  plus  petite  que  i ,  la  valeur  de  x 
serait  négative;  en  la  supposant  commensurable ,  on  pour- 
rait la  represenler  par >  et  Ton  aurait 


a    "  =z  ù  y     d'où     h"  =. 


^m 


I) après  la  dernière  égalité,  il  faut  que  b  soit  une  fraction 
telle  que,  si  on  la  réduit  à  ses  moindres  ternies,  elle  ait 
pour  numérateur  l'unité  et  pour  dénominateur  un  nombre 
rfont  la  puissance  n*'"*''  soit  égale  à  a"*.  Par  conséquent,  si 
Ion  suppose,  comme  précédemment,  a  =  «''6'^,  il  faut  que 


i  on  ait  b  =  —r-  et  -  =  - 


Lorsc[ue  Ton  a  «  =  m,  <»t  />>  i  ,  les  conditions  précé- 
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dentés  deviennent  i  =  2' 5',  et  r  =  5,  d'où  i  =  lo*^;  quandè 

est  plus  petit  que  Tunité,  on  doit  avoir  h  =  --j-t,  ^^  ^—^' 

d'où  b  =  — ■  • 

Il  suit  de  là  que,  dans  le  cas  de  a  =  10,  la  valeur  de x 
n'est  commensurable  qu'autant  qu'elle  est  un  nombre 
entier. 

On  pourrait  aussi  chercher  les  conditions  nécessaires 
pour  que  la  valeur  de  x  fût  commensurable,  en  supposant  a 
un  nombre  fractionnaire ,  et  b  étant  toujours  une  quantité, 
commensurable;  mais  cette  recherche  est  sans  intérêt,  et 
elle  n'olTre  d'ailleurs  aucune  difficulté. 

Propriétés  générales  des  logarithmes. 

295.  Lorsque  l'on  considère  tous  les  nombres  comme 
étant  produits  par  les  diverses  puissances  d'un  nombre 
constant ,  les  exposants  de  ces  puissances  prennent  le  nom 
de  logarithmes.  Ainsi ,  dari«  l'équation  y=  a''  [a  étant  un 
nombre  positif  quelconque) ,  chaque  valeur  de  x  est  le  loga- 
rithme de  la  valeur  correspondante  de  j',  ce  qu'on  exprime 
ainsi  :  x  =  log  j'. 

Le  nombre  constant  au  moyen  duquel  on  calcule  un  sys- 
tème de  logarithmes,  est  la  base  de  ce  système. 

296.  Soient  j^,  y\  y"^  etc.,  des  nombres  quelconques, 
et  x,  x',  jr'',  etc.,  les  logarithmes  de  ces  nombres  dans  le 
système  dont  la  base  est  a;  on  aura 

r=«',    y'  =  a*\    ^''=:û'",  etc. 
On  conclut  de  là  ,  d'après  les  règles  relatives  aux  exposants. 

m  X 

yy  'y "  =  a'-^''-^*",     —,  =  a'-'',    y'^  =  a"*,     y^/ =  a*; 
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<lonc 

ïog  yy  'j  "  =  r  -f-  x'  -4-  .r",      log  L  =  j-  —  jt'  ; 

m 

par  couséquenl 

log  rr 'r "  =  loj; j  -h  log.r '  -h  log  r  ", 

logj*  =  m  X  log/,     log  v/r  =  — ^• 

Les  quatre  dernières  égalités  fournissent  les  règles 
ci-après  : 

1**.  Le  logarithme  d'un  produit  est  égal  à  la  somme  des 
logarithmes  des  facteurs^ 

1?.  Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est 
égal  au  logarithme  du  dii^idende,  diminué  de  celui  du 
dii^iseurj 

3®.  Le  logarithme  d'une  puissance  d'un  nombre  est 
égal  au  logarithme  de  ce  nombre  ^  multiplié  par  le  degré 
(le  la  puissance; 

4^.  Le  logarithme  d'une  racine  d'un  nombre  est  égal 
au  logarithme  de  ce  nombre,  dis^isé  par  le  degré  de  la 
racine. 

Il  résulte ,  de  la  seconde  règle ,  que  le  logarithme  d'une 
fraction  est  égal  au  logarithme  du  numérateur,  diminué 
du  logarithme  du  dénominateur. 

Et ,  d'après  les  deux  premières  règles ,  le  logarithme  du 
quatrième  terme  d'aune  proportion  est  égal  à  la  somme  des 
logarithmes  des  deux  moyens,  diminuée  du  logarithme  du 
premier  terme, 

297.   Quand  on  a  formé  un  système  dv  logarithmes^   il 
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est  facile  de  passer  de  ce  système  à  un  autre.  En  effet,  dési- 
gnons par  a  la  base  du  premier  système ,  par  b  celle  du 
second  système ,  et  par  x  le  logarithme  d'un  nombre  n  dans 
le  système  dont  la  base  est  è;  on  devra  avoir 


b*=:  fi. 


En  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  dans  le  système  dont  la  base  est  a ,  on  trouve 

,       ,  „  log/i       ,  I 

*  X  log  6  =  log  /i ,      d  où     X  z=  -^—  z=  Icîg  n  X 


Iog6  ^  log^ 

Donc,  pour  obtenir  les  logarithmes  de  tous  les  nombres 
par  rapport  à  la  nouv^elle  base  b ,  il  suffit  de  multiplier  les 
logarithmes  des  mêmes  nombres,  dans  le  système  dont  h 

base  est  a ,  par  la  quantité  constante  - — 7-  »  le  logaràhme 

désigné  par  log  b  étant  pris  dans  la  base  a. 

298.  On  déduit  de  la  définition  des  logarithmes ,  et  de  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  n^292,  que,  i"  dans  tout  système ^ 
le  logarithme  de  la  base  est  l'unité,  et  le  logarithme  de 
r unité  est  zéro^  a°  lorsque  la  base  est  un  nombre  plus 
grand  que  Vunité,  les  logarithmes  des  nombres  plus 
grands  que  F  unité  sont  positifs ,  les  logarithmes  des  nom" 
bres  plus  petits  que  r  unité  sont  négatifs,  et  le  logarithme 
de  zétx)  est  —  00  5  3**  lorsque  la  base  est  moindre  que  fu- 
nitéy  les  logatit lunes  des  nombres  plus  grands  que  l'unité 
sont  négatifs,  ceux  des  Fiombtvs  plus  petits  que  Vuniti 
sont  positifs,  et  le  logarithme  de  zéro  est  -h-  œ  . 

299.  Comme  les  logarithmes  ne  sont  ordinairement  em- 
ployés que  pour  abrégrr  les  calculs  numériques ,  on  ne  con- 
sidère que  les  logarithmes  drs   nombres   positifs,  et  l'on 
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suppose  toujours  que  la  base  est  un  nombix;  |)osiiif.   J.es 
nombres  n^alîis  n'ont  pas  de  logaritbraes  {*). 

300.  On  peut  faire  usage  des  logarîlbmes  toutes  les  fois 
ju'il  s'agît  de  résoudre  une  équation  dans  laquelle  Tin- 
:x)niiue  est  en  exposant.    Ainsi,  de  Téquation  a*=  h  on 

:ire,  comme  on  Ta  vu  dans  le  n**  297 ,  x  =  r-^ — 

log/ï 

Si  Ton  a  à  résoudre  Téquation  r/*'=  c,  on  posera  h^  =-y  ; 
I  viendra  a'  =  c,  d'où  y  =  .-^—  :  et  en  mettant  la  valeur 

logfl 

!<'  )  dans  Téquation  fr*  =.V«  on  en  eonclura 

^  __  log(logc)  —  logMogg) 

log  /; 
Soit  encore  Téquation 

b 


a'-' 


Kn  posant  «-•  =  z,  il  vient 

fib 
a^z =  <^»      ou     a^z-  —  rz-=nb. 

z 

U  dernière  équation  fait  connaître  la  valeur  de  z  ;  el  si 
vile  inconnue  admet  une  valeur  positive,  on  obtient  la 
•aleur  correspondante  de  x  en  appliquant  à  réi|uation 
l'-^z  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

3W .  Dans  les  Traités  d'aritliniélique,  on  déduit  la  théo- 
rie des  logarillimes  de  celle  des  progressions.  A  cet  elVet, 
în  conçoit  une  progression  par  quotient  dont  le  premier 
terme  est  i  ,  et  dont  la  raison  est  une  quantité  irès-peu 
JiHérente  de  l'unité,  afin  que  les  termes  croissent  par  des 


*)  Plusieurs  géomètres  ont  pensé  qu'en  raison  des  valeurs  algébriques 
''<'&  ridicaux ,  on  devrait  admettre  que  les  nombres  négatifs  peuvent  avoir 
'^logarithmes;  mais  IVxamen  de  ces  didicultcs  serait  lout  à  fait  déplacé 
'^Qs  un  Traité  élémentaire. 
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degrés  presque  insensibles  ;  de  sorte  que  la  progression  peut 
être  regardée  comme  renfermant  tous  les  nombres.  On 
prend  en  même  temps  une  progression  par  diticrence  ayant 
pour  premier  terme  zéro ,  et  dont  la  raison  est  une  quan- 
tité ti^ès-petite.  En  supposant  ces  deux  progressions  écrites 
de  manière  que  les  termes  de  la  seconde  soient  placés  res- 
pectivement au-dessous  de  ceux  de  la  première,  le  terme  o 
de  la  progression  par  difïérence  correspondant  *au  terme  i 
de  la  progression  par  quotient ,  chaque  terme  de  la  progres- 
sion par  diilcrence  est  ce  qu'on  appelle  le  logarithme  du 
terme  correspondant  de  Vautre  progression. 

Les  logarithmes  formés  de  cette  manière  sont  toujours  les 
exposants  des  puissances  auxquelles  il  faut  élever  un  nombre 
constant,  pour  reproduire  les  nombres  auxquels  les  loga- 
rithmes appartiennent. 

Pour  le  démontrer,  désignons  par  q  une  quantité  qui 
pourra  être  supposée  aussi  voisine  de  Tunité  qu'on  le  vou- 
dra, par  d  une  quantité  très-petite,  et  considérons  les  deux 
progressions 


T...  —  3r/.  —  ^d  .  —  d     o.d.ld.Sd... 


Si  Ton  pose  md  =  i  et  9'"  =  a ,  d'où  g  =  a"*  =  a*^^  la  pn>- 
gression  par  quotient  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 

On  voit  donc  que  les  termes  de  cette  progression  sout  les 
valeurs  qu'on  obtiendra  pourj^,  en  posant  Féquation  yz=a^^ 
et  remplaçant  successivement  x  par  les  diiférents  termes  dv 
la  progression  par  différence. 

302.  Les  logarithmes  ont  été  inventés  par  Néper,  sa- 
vant Ecossais  -,  et  c'est  par  les  propriétés  des  progressions 
(lu'il  V  fut  conduit.  Il  a\ait.élé  amené  à  considérer  un  svs- 
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tème  particulier  de  logaritliines  qui  a  reçu  le  nom  de  sjs- 
tème  népérien,  et  dont  la  base  est  le  nombre  que  nous 
avons  désigné  par  e  (n^  238).  Les  logarithmes  népériens 
sont  aussi  appelés  logarithmes  hyperboliques  y  parce  qu'ils 
mesurent  les  parties  de  Faire  comprise  entre  une  hyperbole 
équilatère  et  ses  asymptotes.  Les  logarithmes  dont  on  fait 
habituellement  usage  dans  les  calculs  ont  pour  base  lo;  on 
les  nomme  logarithmes  vulgaires,  et  aussi  logarithmes 
de  Briggs,  parce  que  ce  fut  Briggs  qui  publia  les  premières 
Tables  de  logarithmes  calculées  pour  cette  base. 

Dans  les  parties  élevées  des  mathématiques ,  on  emploie 
fréquemment  les  logarithmes  népériens,  et  on  rapporte 
tous  les  systèmes  de  logarithmes  au  système  népérien.  On 
appelle  alors  module  d'un  système  de  logarithmes ,  la  quan- 
tité constante  par  laquelle  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
népériens,  pour  obtenir  ceux  du  système  désigné.  D'après 
ce  qu'on  a  vu  dans  le  n^  297,  en  indiquant  par  la  le  loga- 
rithme népérien  du  nombre  a,  le.  module  des  logarithmes 

dont  la  base  a  est  --•  Ce  module  est  aussi  le  logarithme  du 

la  ° 

nombre  e  par  rapport  à  la  base  a  -,  car,  en  exprimant  par 
Tabréviation  log  les  logarithmes  calculés  pour  cette  base, 

on  a  loge  =  /e  X ^  ou  loge  =  —9  puisque  /e  =  i  (*). 


{*)  Le  module  7-9  ou  loge,  est  la  limite  vers  laquelle  conver{jo  le  rap' 
lu 

port      "^  -,  qunnd  h  converge  vers  zéro.  En  effet, 


I 


loff  (l  -h  h)  ,Ji 

-lU-^j -'=log(i-»-A) 


1 
Si  Pou  pose  A  =.  —  ,  Texpressiou  (i  -+-  A)    devient  1  i  h —  ]    •  Or,  en   sup< 

posant  que  m  soit  un  nombre  entier,  et  en  dcveloppaïkl  (  1  H — )    |>ar  la 


9  9  9 
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Des  logarithmes  dont  la  base  est  lo.  —  Usage  des 

Tables. 

303.  Lorsque  l'on  prend  lo  pour  base  des  logarilhmes . 
les  logarilhmes  des  nombres  lo,  loo-  looo,  loooo,  elc, 
sont  les  nombres  naturels  i ,  2,  3  ,  4 ?  etc. 

Les  logarilhmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  puis* 
sances  exactes  de  10  ne  peuvent  être  obtenus  que  par  ap- 
proximation (n"  294).  On  exprime  les  valeurs  approchées 
de  ces  logarithmes  en  décimales. 

La  partie  entière  du  logarithme  d^un  nombre  plus  grand 
que  f* unité  contient  autant  d'unités  moins  une  quilj  a 
de  chiffres  dans  la  partie  entière  de  ce  nombre.  Car  un 
nombre  dont  la  partie  entière  a  n  chiflres ,  est  compris  entre 
io"~*  et  10"; -par  conséquent  son  logarithme  est  compris 
entre  n  —  t  et  n  ^  il  est  donc  composé  de  /î  —  i  unités  ei 
d'une  partie  décimale  moindre  que  Tunité. 


formule  du  binôme,  qui  sera  démontrée  dans  le  chapilre  suivant,  on  trouve 


(-;)■= 


m       m(m—\)i         m(m — i)  (m  —  a)    1 
m  i.'À        m*  I   a  3  m* 

H \ i S ^ i ^-  etc. 

1 ,2.  .   n  m" 


On  peut  écrire  ain«i  celle  formule: 
(x-h  -)=  n_n--^(i— -)h ^  («  —  -)('  —  -)-<-•• 

\         m/  '  '2  \         '"/         •  2.3  \         m/  \         mj 

H (  I )•••(» I  -H  etc. 

I  a . ,   «  \         m/  \  m     f  ' 

Lorsque  m  devient  Infini,  le  second  membre  de  la  dernière  égalité  se  ré- 
duit à  la  série  que  nous  avons  considérée  dans  le  n<>  238,  et  dont  la  somme 
est  le  nombres.  On  a  donc,  pour  des  valeurs  de  m  qui  croissent  indéfiui- 

lîni ,  Mmiie  de  {i->t-  —\    =<>;cl  par  conséquent ,  pour  des  valeurs  de  h  qui 


mon 


dt  croissent  j ui>qu'à  aëro,  Umitc  rf«'  (  1  -+  h)    =  e  ;  hmiie.  de  log  (i -J-A)  *  =  log  r. 
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Celle  propriélé  a  fait  donner  à  la  parlre  entière  d'un 
logarithme  le  nom  de  caratéristique. 

304.  On  ne  trouve  dans  les  Tables  que  les  logarithmes 
(les  noiubres  entiers  :  pour  obtenir  celui  d'une  fraction,  il 
faut  appliquer  la  règle  qui  a  été  énoncée  dans  le  n^  296. 
Lorsque  la  fraction  proposée  est  plus  petite  que  Tunité ,  on 
peut  exprimer  son  logarithme,  qui  est  négatif,  de  manière 
que  la  partie  décimale  reste  positive.  Pour  cela,  on  ajoute, 
par  la  pensée,  au  logarithme  du  numérateur,  assez  d'uui- 
tés  pour  qu'on  puisse  en  retrancher  le  logarithme  du  déno-* 
minateur,  et  l'on  diminue  la  partie  entière  du  reste  du 
même  nombre  d'unités.  Par  exemple,  si  le  logarithme  du 
numérateur  est  i,349  586  2,  et  celui  du  dénominateur 
3,584^761,  on  retranclie  le  second  logarithme  du  pre- 
mier, comme  si  celui-ci  avait  pour  caractéristique  4 1  ce  qui 
donne  0,^65  3io  i  ;  et  comme  ce  reste  doit  être  diminué 
de  3 ,  on  écrî  t 

3,765310  I. 

Le  signe  —  se  place  au-ilessus  de  la  caractéristique ,  pour 
montrer  qu'il  n'allecte  que  cette  caractéristique. 

Si  l'on  voulait  changer  l'expression  3,765  3 10  i  en  une 
autre  équivalente  entièrement  négative,  on  remarquerait 
que 

3,765310  I  =  —  3  -h  0,765310  i  =2  —  2  —  (i  —  0,765310  1) 

=  —  2,2346899. 

Celte  transformation  se  réduit  à  diminuer  de  i  la  valeur 
absolue  de  la  caractéristique,  et  à  retrancher  le  premier 
chiffre  significatif  à  droite  de  la  partie  décimale  de  10  et 
les  autres  chiffres  décimaux  de  9. 

Pour  ramener  un  logarithme  qui  est  entièrement  négatif 
à  une  expression  dont  la  partie  décimale  soit  positive,  il 
faut  opérer  sur  la  partie  décimale  du  logarithme  négalif 
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comme  dans  le  cas  prccécleiil,  et  augmenter  la  caractén's- 
tiqâe  de  i  ^  car 

—  2,2346899  =  —  2  —  0,2346899=  —  3  4- (1  —  0,2346899) 

=:  3,765310  I. 

Si  le  logarithme  3,765  3 101  doit  être  multiplie  par  un 
nombre  entier,  par  exemple  par  4 1  le  produit  sera 

—  3  X  4  "+•  ^«765  3io  I  X  4     ^"     9,06124^4* 

Lorsqu'un  logarithme,  formé  d'une  caractéristique  néga- 
tive et  d*une  partie  décimale  positive,  doit  être  divisé  par 
un  nombre  entier,  il  faut  prendre  le  quotient  de  la  division 
de  la  caractéristique  de  manière  que  le  reste  soit  posidi. 

Par  exemple,  soit  7,329  564  ^  à  diviser  par  3  :  le  quotient 
de  —  7  par  3  est  —  2  avec  le  reste  —  i ,  ou  —  3  avec  le 
reste  -h  2;  on  prend  —  3,  et,  en  continuant  ropération, 

on  trouve  pour  résultat  3,776521  4- 

305.  D'après  les  principes  qui  ont  été  établis  dans  le 
n"296,  on  a 

log ( A  X  I o")  :=  log  A  -h  log  I o"  =  log  A  -r  /i , 
log  (  — -  I  =  log  A  —  log  t  o"  =  log  A  —  /i. 

Ainsi ,  le  logarithme  rlu  produit  ou  du  quotient  d'un 
nombre  par  une  puissance  entière  de  10,  est  égal  au  lo* 
garithme  de  ce  nombre,  augmenté  ou  diminué  d* autant 
itunités  quil  y  en  a  dans  l'exposant  de  la  puissance 
de  10. 

Il  suit  de  là  que  le  logarithme  d'un  nombre  décimal  plus 
grand  que  V unité,  et  le  logarithme  d^un  nombre  décimal 
plus  petit  que  l'unité ,  quand  la  caractéristique  seule  est 
négativ^e ,  ont  la  même  partie  décimale  que  le  logarithme 
du  nombre  entier  qui  résulte  de  la  suppression  de  la 
virgule. 
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On  pcuL facilement  connaître,  à  Tinspection  d'un  nombre 

décimal  plus  petit  que  l'unité,  quelle  est  la  caractéristique 

de  son  logarithme.  En  effet ,  si  Ton  désigne  par/;  le  nombre 

des  zéros  qui  se  trouvent  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffre 

significatif,  le  nombre  proposé  sera  plus  petit  que  —  et 

plus  grand  que       ^^  ;  par  conséquent,  son  logarithme  sera 

compris  entre  — p  et  —  (p  -h  i)  •  ce  logarithme  sera  donc 
égal  à  —  (p  -h  i)  avec  une  partie  décimale  positive,  ou  à 
— p  avec  une  partie  décimale  négative.  Ainsi  : 

i*'.  Quand  la  partie  décimale  du  logarithme  d'un  nom^ 
bre  décimal  plus  petit  que  V unité  est  positii^e,  la  caracté* 
ristique  est  égale  au  nombre  qui  marque  le  rang  du  pre-" 
mier  chiffre  significatif  à  droite  de  la  virgule  dans  le 
nombre  proposé  ,• 

2,^,  Quand  le  logarithme  est  entièrement  négatif,  la 
caractéristique  est  inférieure  (Vune  unité  au  rang  du  pre- 
mier  chiffre  significatif  à  droite  de  la  virgule, 

La  caractéristique,  positive  ou  négative ,  d^un  logarithme, 
fait  donc  toujours  connaître  l'ordre  des  plus  hautes  unités 
du  nombre  auquel  appartient  ce  logarithme. 

306.  Pour  appliquer  les  logarithmes  aux  calculs  numé- 
riques ,  il  faut  savoir  résoudre ,  au  moyen  des  Tables ,  ces 
deux  questions  ;  1*^  Un  nombre  quelconque  étant  donnée 
troui^er  son  logarithme  ;  2"  un  logarithme  étant  donné, 
trouver  le  nombre  auquel  il  appartient. 

i""*  Question.  —  Trouver  le  logarithme  d'un  nombre. 
Les  Tables  de  Lalande,  et  celles  qui  ont  été  publiées  par 
MM.  Reynaud  et  Matiez  contiennent  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  depuis  i  jusqu'à  10  000^  celles  de  Callet 
s'étendent  jusqu'à  108  000.  Dans  les  Tables  de  Callet ,  les 
caractéristiques  sont  omises;  mais  il  est  facile  de  les  réta- 
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blir,  puisqu'elles  sont  immédiatement  connues  par  la  règle 
du  n^  303. 

Pour  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  entier  qui  sur- 
passe les  plus  grands  nombres  contenus  dans  les  Tables ,  ou 
sépare  à  la  gaucbe  du  nombre  donné,  par  une  virgule,  autant 
de  chiffres  qu'il  en  faut  pour  former  un  nombre  renfermé 
dans  les  limites  des  Tables ,  et  qui  soit  le  plus  grand  possible. 
Le  nombre  proposé  prend  ainsi  la  forme  d'un  nombre  déci- 
mal. Soient  n  la  partie  entière,  ^la  partie  décimale;  soient 
/  la  partie  décimale  du  logarithme  de  /i ,  et  à  la  différence 
des  logarithmes  des  nombres  n  et  w  -h  i ,  différence  qui  se 
trouve  toute  calculée  dans  les  Tables.  On  pose  la  proportion 
1  \  d  \\  â  \  x^  d'où  X  =  riX'S.  La  valeur  de  x  est  ce  qu'il 
faut  ajouter  à  /  pour  avoir  la  partie  décimale  du  logarithme 
de  n-\-d^  qui  est  aussi  celle  du  logarithme  du  nombre 
entier  donné.  Quant  à  la  caractérislîque,  on  la  détermine 
comme  nous  Tavons  dit  plus  haut. 

Quand  le  nombre  proposé  est  un  nombre  décimal  plus 
grand  ou  plus  petit  que  Tunité ,  la  caractéristique  du  loga- 
rithme est  toujours  connue  (n"  305) ,  et  la  partie  décimale 
ne  changeant  pas  par  la  suppression  de  la  virgule  dans  le 
nombre  proposé ,  on  la  détermine  de  la  même  manière  que 
dans  le  cas  précédent. 

Quand  le  nombre  donné  contient  des  entiers  et  des  frac- 
tions, on  le  réduit  à  un(* seule  fraction,  et  le  logarithme  de 
cette  fraction  s'obtient  par  la  règle  qui  a  été  établie  dans  le 

a*  Question.  —  Un  logavillime  étant  donné,  trousser  le 
nombre  correspondant, 

La  caractéristique  du  logarithme  faisant  toujours  con- 
naitre  Tordre  des  plus  hautes  unités  du  nombre  cherché 
(n*'303),  on  peut  considérer  la  partie  décimale  du  loga- 
rithme indépendamment  de  la  caractéristique;  quand  on  a 
trouvé  un  nombre  qui  correspond  à  cette  partie  décimale, 
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il  reste  seulement  à  multiplier  ou  à  diviser  ce  nombre  par 
une  puissance  convenable  dt*  lo. 

Lorsque  la  partie  décimale  du  logarithme  donné  se  trouve 
dans  les  Tables,  on  connaît  immédiatement  le  nombre 
rorrespondant. 

Lorsque  cette  partie  décimale  ne  se  trouve  pas  exactement 
dans  les  Tables ,  on  cherche  celle  qui  eu  approche  le  plus 
sans  la  surpasser.  Représentons  par  /  cette  partie  décimale 
la  plus  approchée,  par  ii  le  nombre  entier  correspondant^ 
par/'  la  partie  décimale  du  logarithme  donné,  par  à  la  dif- 
férence des  logarithnii^s  de  n  et  (h*  /^  -f-  i ,  enfin  par  d' la 
différence  /'  —  /.  On  pose  la  proportion  cî  :  J'  !!  i  :  x,  d'où 

x=  — •  La  valeur  de  x  réduite  en  décimales  est  ce  qu'il  faut 

ajouter  au  nombre  n  pour  obtenir  un  nombre  dont  le  loga- 
rithme ait  la  même  partie  décimale  ([ue  le  logarithme  donné. 
Si  le  logarithme  donné  était  entièrement  négatif,  il  fau- 
drait rendre  la  partie  décimale  positive» 5  on  opérerait 
ensuite  comme  nous  venons  de  l'expliquer. 

307.  Dans  les  Tables  de  Callety  on  trouve  d'abord,  sous 
le  titre  de  Chiliade  I ,  une  partie  qui  donni;  les  logarithmes 
des  nombres  entiers,  depuis  1  jus(pi\î  1200,  exprimés  avec 
huit  décimales,  et  placés  respectivement  en  regard  des 
nombres  auxquels  ils  correspondent. 

La  partie  des  Tables  qui  suit  immédiatement  renferme 
les  logarithmes  de  tous  les  nombres  entiers  depuis  1020  jus- 
quà  108000.  La  colonne  intitulée;  IV  contient  les  nombres 
depuis  1020  jusqu'à  10800,  et  la  colonne  sui\  an  te,  mar- 
quée 0,  renferme  les  logarithmes  de  ces  nombres.  Les 
nombres  isolés  quon  remarque  sur  la  gauche  de  cette 
^'«loune  sont  censés  écrits  au-dessous  d'eux-mêmes,  de 
manière  que  chaque  ligne  soit  remplie. 

Les  parties  décimales  des  logarithmes  des  nombies  de- 
pnis  1020  jusqu'à  10800  sont  aussi  celles  des  logarithmes 
5«  édit.  21 
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des  nombres  de  lo  en  lo,  depuis  loaoo  jusqu'à  108000. 

On  obtient  les  logarithmes  des  nombres  intermédiaires,  au 

,  moyen  des  colonnes  suivantes,  qui  sont  marquées   1,2, 

3 , . . . ,  9.  Ainsi,  pour  avoir  le  logarithme  de  27  796,  on 

cherche  dans  la  colonne  N  le  nombre  277g  ;  on  s'avance 

dans  la  ligne  horizontale  qui  contient  ce  nombre ,  jusqu  à 

la  colonne  marquée  6  ;  on  y  trouve  les  derniers  chiffres  du 

logarithme  cherché ,  et  Ton  prend  pour  les  premiers  chiffres 

le  nombre  isolé  le   plus  voisin,  en  remontant   dans  la 

colonne  marquée  o.  On  obtient  ainsi,  en  rétablissant  la 

caractéristique, 

log  27  796  =  4,443  982  3. 

En  agissant  de  la  même  manière  pour  le  nombre  27  798, 
on  ne  trouve  rien  à  la  colonne  marquée  8  ,  dans  la  ligne  qui 
répond  à  2779  ;  on  descend  alors  à  la  ligne  inférieure 'qui 
donne  les  derniers  chiffres  du  logarithme,  et  l'on  prend 
pour  les  premiers  chiffres  ceux  qui  se  trouvent  sur  la  même 
ligne  horizontale,  dans  la  colonne  marquée  o  5  on  trouve  ainsi 

log  27  798  =  4.444  01 3  6. 

La  dîflérence  des  logarithmes  de  deux  nombres  entiers 
consécutifs  se  trouve  dans  la  dernière  colonne  à  droite,  in- 
titulée////*,,  en  tête  de  la  petite  Table  la  plus  voisine  de 
(îcs  nombres.  Il  faut  observer  que  cette  différence  exprime 
des  unités  décimales  du  dernier  ordre.  De  plus,  la  Table 
proportionnelle  qui  se  trouve  au-dessous  donne  les  produits 
de  cette  différence  par  les  nombres  0,1,  0,2,0, 3, ...,0,9: 
on  en  déduit  aisément  le  produit  de  la  même  différence  par 
une  fraction  décimale  quelconque;  de  sorte  qu*on  peut ,  an 
moyen  de  cette  Table,  se  dispenser  de  faire  les  opérations 
qui  résultent  des  proportions  dont  nous  avons  parlé  ci- 
dessus. 

Soit  le  nombre  i45  1 8469  dont  on  demande  le  logarithme. 
On  sépare  les  cinq  premiers  chiffres  à  gauche,  ce  qui  donne 
14^18,469.  On  trouve  que  la  partie  décimale  du  loî^ariihnie 
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de  14^18  est  0,161 9068.  La  Table  des  diilérenccs  la  plus 
voisine  est  celle  qui  répond  à  299  ;  et ,  dans  cette  Table  ^ 
les  nombres  qui  correspondent  34^6,9,  considérés  comme 
des  dixièmes,  sont  120,  179,  269.  On  en  conclut  que 
299X0,4=120^  299x0,06  =  17,9^  299x0,009  =  2,69. 
On  obtient  le  logarithme  cherché  en  ajoutant  aux  dernières 
unitésdu  logarithme  de  1 45 18  les  nombres  120,  17,9,  2,69. 
Voici  le  type  du  calcul: 

log  i45i8 0,1619068 

Pour  0,4 120 

Pour  0,06 179 

Pour  0,009 269* 

-log  145 18469 0,1619209. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  trouver  le  nombn? 
qui  correspond  à  un  logarithme  donné.  Soit,  par  exemple, 
1619209  la  partie  décimale  de  ce  logarithme.  On  cherche 
parmi  les  logarithmes  des  nombres  de  quatre  chiflres,  con- 
tenus dans  la  colonne  marquée  o,  celui  qui  approche  le  plus 
du  logarithme  donné ,  sans  le  surpasser,  et  l'on  prend  le 
nombre  correspondant  qui  est  i45i.  Ou  avance  daqs  la 
même  ligue  horizontale,  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  le 
nombre  qui  approche  le  plus  du  nombre  9209 ,  formé  par 
les  quatre  dernières  figures  du  logarithme.  Ce  nombre  le 
plus  approché  est  9068,  qui  se  trouve  dans  la  colonne  8. 
Udiflérence  entre  9209  et  9068  est  i4i*  On  cherche  dans 
la  Table  de  différences  la  plus  voisine  le  nombre  qui  ap- 
proche le  plus  de  i4t  sans  le  surpasser.  Ce  nombre  est 
120;  il  répond  à  4?  c'est-à-dire  0,4.   La  diiïérence  entre 

'  Mt  et  120  est  21.  On  multiplie  21  par  105  on  cherche  le 
nombre  le  plus  approché  du  produit  210;  ce  nombre  est 
îiog,  qui  répond  à  0,7.  On  conclut  de  ces  opérations  que 
'«nombre  demandé  est  i4i 58,47,  *^^^  Tordre  des  plus 
Wics  unités. 

■  21. 
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On  dispose  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous: 

logx  =  0,1619209 

Pour        1619068 i45i8 

i**' reste  i4i 0,4 

2*  reste  21 0,07 

X  =  145 18,47 

3()8.  La  proportion  dont  on  fait  usage  pour  résoudre  les 
deux  questioiis  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  ne  donne 
qu'une  approximation  ;  mais  celle  qu'on  obtient  est  presque 
toujours  suffisante.  Pour  évaluer  les  limites  de  cette  ap- 
proximation, il  faut  recourir  à  l'emploi  des  séries  [voyez 
au  chapitre  XMII)-,  cependant  on  peut  parvenir  à  sVii 
rendre  compte  par  des  considérations  déduites  uniquement 
de  l'inspection  des  Tables.  Il  est  clair,  en  elfet,  que,  si  à 
des  diflércnces  égales  entre  les  nombres  répondaient  de* 
dillërences  égales  entre  les  logarithmes,  la  proportion  dont 
il  s'agit  serait  rigoureuse.  Or,  en  examinant  les  différences 
des  logarithmes  des  nombres  entiers  qui  se  trouvent  écril(*s 
dans  les  Tables,  savoir,  dans  les  Tables  de  Lalande  H 
dans  celles  de  MM.  Reynaud  et  Marie  y  les  dilférences  des 
logarithmes  des  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de 
1000 ,  et  dans  les  Tables  de  Callet,  les  différences  des  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de  loooo. 
on  voit  que  ces  dirterences  ne  varient  que  d'une  manière 
peu  sensible,  et  qu'elles  approchent  d'autant  plus  d'être 
égales  que  les  nombres  sont  plus  grands.  11  suit  de  là  que 
la  proportion  entre  les  ditférences  des  nombres  et  celles 
des  logarithmes  s'écarte  peu  de  l'exactitude,  quand  les 
nombres  sont  suHIsamment  grands^  et  qu'elle  s'en  écarte 
d'autant  moins  que  les  nombres  sont  plus  grands. 

Mais  indépendamment  de  l'inexactitude  de  cette  propor- 
tion, il  y  a  une  autre  cause  d'erreur  qui  consiste  en  ce  que 
les  Tables  ne  donnent,  pour  les  logarithmes  et  leurs  dilîé- 
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tances,  que  des  valeurs  approchées  ({ui  peuvciil  ('li*e  iau 
îves  eu  plus  ou  on  moins  d'une  demi-unité  décimale  du 
-'  ordre. 

Dans  la  seconde  question  du  n°  300,  pour  laquelle  on 
ralcule  le  quotient  de  deux  dinérences  de  logarithmes,  que 
nous  avons  désignées  par  o  et  cî',  une  unité  d'erreur  sur  le 
logarithme  donné  suffit  pour  altérer  ce  quotient  d'une  quan- 
tité exprimée  par  ^-  Or,  quand  on  fait  usage  des  Tables  de 

Callet,  la  dirtérence  â  varie  depuis  4^5  jusqu'à  44-  H  *^" 
résulte  que,  dans  le  cas  où  Ton  veut  trouver  le  nombre 
auquel  appartient  un  logarithme  qui  n'est  connu  qu  à 
moins  d'une  unité  du  dernier  chiiVre  à  droite,  la  propor- 
tion à  laquelle  on  a  recours,  lors  nu^me  qu'elle  serait  ri- 
goureuse, ne  donnerait  la  valeur  du  nombre  demandé  qu'à 
moins  d'une  quantité  qui  pourrait  varier  entre  ~  et  j-^  de 
l'unité  du  cinquième  chiiVre  à  partir  de  la  gauche.  Par  con- 
séquent cm  ne  doit  jws  espérer  que  ccrtle  proportion  four- 
nisse jamais  plus  de  deux  chilfres  exacts,  et  elle  peut  m«^me 
Il  en  donner  qu'un  seul. 

Quand  il  faut  ajouter  plusieurs  logarithmes  alin  d'ob- 
tenir le  logarithme  du  nond^re  cherché,  ou  quand  il  faut 
multiplier  un  logarithme  donné  par  un  nombre  entier,  \v 
logarithme  que  l'on  obtient  peut  être  fautif  de  plusieurs 
Unités  du  dernier  chilfre  à  droite,  et  l'erreur  que  l'on 
l'ommet  dans  l'évaluation  du  nombre  demandé  devient  plus 
«considérable. 

309.  (>n  appelle  comp/émrnt  antlunétique  d'un  loga- 
rithme ce  qu'il  faut  ajouter  à  ce  logarithme  pour  obtenir 
une  somme  égale  à  i  o.  11  suit  de  cette  déiinitioii  que  le  com- 
plément arithmétique  d  un  logarithme  s'obtient  en  retran- 
chant dt.'  10  le  pn'mier  «Inlfre  significatif  à  partir  de  la 
Hroiie,  et  en  retranchant  les  autrcrs  chiffres  de  y. 

On  se  sert  des  compléments  arithmétiques  afin  d'éviter 
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les  logarithmes  négatifs  ^  ou  pour  eiFectuer,  an  moyen  d'une 
seule  addition ,  un  calcul  qui  exige  que  Ton  ajoute  plusieurs 
logarithmes,  (;t  que  de  la  somme  on  retranche  d^aulres  lo- 
garithmes. A  cet  elFet,  on  prend  les  compléments  des  loga- 
rithmes qui  doivent  être  soustraits,  et  l'on  fait  la  somme  de 
ces  compléments  et  de  tous  les  autres  logarithmes.  11  esi 
facile  de  voir  que  le  résultat  de  cette  addition  surpasse  celui 
qu'on  devait  obtenir  d'autant  de  dizaines  que  Ton  a  pris  de 
compléments  ;  de  sorte  que ,  pour  avoir  le  véritable  résultai, 
il  faut  diminuer  la  somme  qu'on  a  trouvée  de  ce  nombre  de 
dizaines.  On  peut  exécuter  cette  correction  sur  la  parlic 
entière  seulement  de  la  somme;  de  cette  manière,  la  partie 
décimale  reste  toujours  positive. 

Si  l'on  avait  à  soustraire  un  logarithme  plus  grand 
(pie  lo,  il  faudrait  former  le  complément  de  ce  logarithme 
<?n  le  retranchant  du  nombre  de  dizaines  immédiatement 
supérieur  à  la  caractéristique;  mais  ce  cas  se  rencontre 
rarement ,  et  c'est  par  celte  raison  qu'on  définit  les  complé- 
ments arithmétiques  comme  nous  Tavons  fait  ci-dessus. 

Exemples  de  calculs  effectués  par  les  logarithmes. 

i'"'  Exemple.  — Soit  .r  =  — ^ — 7; — 2 2_.  on  demande 

76X  17  ' 

la  valeur  de  x. 

10^239:::=  2,3783971) 

log827  =r  2,9175055 

10^543  =  2,734  799  B 
Cuinpi .  iofî  76  =  8, 1 1 9  I  b6  4 
Coinpl.  log    17  =8,769551  i 

Pour         9  194390.  .  .  83o6t) 
1  '  '  r(.*sle  17...  ()3 

2*"  vvsW  i .  .  .  002 


j'rrr  83  o6f),32 
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En  faisant  le  calcul  directemenl ,  on  trouve  x  =  83069, 333  ; 
de  sorte  que  Femploi  des  logarithmes  ne  donne  exactement 
que  les  six  premiers  ch  if  Ires. 

Si  Ton  ne  faisait  pas  usage  dos  compléments ,  il  faudrait 
faire  deux  additions  et  une  soustraction  ,  au  lieu  d'une  seule 
addition. 

2*  Exemple.  —  Calculer  la  64*^  puissance  de  2. 

Iog2    =    o,3oi  o3oo 

64   X  log2     =   IC),2G59'>0  0 

?,**  =:  1 8  446  730  000  000  000  000. 

Le  produit  du  logarithme  de  2  par  64  pouvant  être  fautif 
de  près  de  32  unités  du  septième  ordi*e,  et  la  dillerence 
entre  les  logarithmes  de  i8446  et  de  18  447  étant  236 
imités  du  même  ordre,  Terreur  que  Ton  commet  dans  Té- 

32 

iraiuation  du  nomhre  demandé  peut  s'élev<;r  à  près  di^  — rp 

ie  r  uni  té  du  cinquième  chiflre  en  partant  de  la  gauche 
(n"  308)  ^  on  n'est  donc  certain  que  de  Téxactitude  des 
cinq  premiers  chiffres.  Mais  on  peut  prendre  le  logarithme 
de 2  avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus-,  car  les  Tables 
de  Callet  contiennent,  à  la  suite  des  deux  parties  dont 
nous  avons  parlé  dans  le  11"  307 ,  les  logarithmes  des 
nombres  depuis  1  jusqu'à  1200,  calculés  avec  20  décimales. 
On  aura  ainsi  le  logarithme  de  (2)^*  à  moins  d'une  unité 
du  7*"  ordre,  et  Ton  en  déduira  une  valeur  plus  exacte  du 
nombre  demandé.  On  trouve  de  cette  manière 

log  2    =r    0,301029995 
64log2    =  19,2659197 

2"  =:  1 8  4  }6  74o  000  000  000  000 

^-^  résultat  est  exact  dans  les  sept  pn'miers  chilfres. 
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ii*"  ExEMPLK.    Calculer  Ki  [- — j  • 

V  V4'7/ 

loj;  23  =  i,3Gi  7?.7  8 
^^oinj).  lo^'4'7  ^^  7 «^79 ^'^9 

loi,'-^^ —  =  2.74*  5oi  7 

23 
3  fois  loi» -7 —  r^  4i^24  775  I 
•H  7 
3  23  j, /7~^3  \  2 

5  ^  *°^'  47-  ""^  '  '^^"^  -^^^ ^  '    '*'*^"    V  V4'r7  )"''''  ^^  '  ' 

La  caraclërislique  —  i  du  logarithme  de  l7  (-7-;;;)   in- 

dique  que  les  plus  liaut<;s  unités  du  nombre  cherché  sont  di^î» 
dixièmes  5  par  conséquent,  si  l'on  veut  seulement  avoir  ce 
nombre  à  moins  de  0,00001 ,  il  suOit  d'obtenir  les  cinq  pre- 
mières figures,  de  sorte  qu'il  n'est  pas  nëcessaire  de  fain* 
usage  des  parties  proportionnelles. 

On  peut  évit(»r  Temploi  des  caractéristiques  négatives; 
ear,  en  ajoutant  au  logarithme  de  2!5  le  complément  arilli- 

métique  de  celui  de  4 1 7?  on  obtient  une  somme  8,74 1  Spi  J. 

23 
<jui  est  le  logai-ithmc^  de  -^^  augmenté  de  10  unités;  k 

produit  de  ccîtte  somme  par  3,  savoir:  26,2247751,  est  le 

logarithme  du   cube  de  la  même  fraction,   augmente  do 

*io  unités;  et  la  division  de  ce  pnxluit  par  5  donne  le  (juo- 

lient  5,244 9'^«">Oî  ^^^^  <*st  le  logarithme  du  nombre  chercbé. 

augmenté  de  G  unités.  On  obtiendra  donc  ce  nombre  en 

cherchant  Je  nombre  qui  a  pour  logarithme  5,244955o,  et 

le  divisant  par  10*'. 

.  /  23  \' 

Si  1  on  veut  calculer  la  racine;  septiejue  de  (-, —  |  ?  la 

\4»7/ 

division  de  26,2247751   par   7  donnera  un  quotient  qui 

surpassera  le  logarithme  d<»  la  racine  demandée  d'un  nombre 
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fractioiiuaii'e ;  de  sorte  que,  si  Von  cherche  le  nombre  qui 
correspond  à  ce  logarithme  trop  fort,  il  faudra  le  diviser 
par  une  puissance  de  10  marquée  par  un  exposant  fraction- 
naire, et  ce  diviseur  sera  un  nombre  incommensurable. 
Mais  on  évite  cet  inconvénient  en  augmentant  ou  en  dimi- 
nuant le  logarithme  26,224771)  i  d'un  nombre  d'unités  tel, 

que  Texcès  de  ce  logarithme  sur  celui  de  (^i — J    soit  un 

multiple  de  7.  Si  Ton  diminue,  par  exemple,  ce  logarithme 
de  2,  la  division  par  7  donne  un  quotient  qui  est  le  loga- 
rithme de  la  racine  demandée ,  augmenté  de  4-  On  en  dédidt 
la  valeur  approchée  de  cette  racine ,  comme  dans  l'exemple 
précédent. 
4*^  Exemple.  Résoudre  l'équation  (1,001  25)^=0,89625. 

^.__  10^(0^89625)^ 
log(  1,001  25) 

log  (0,896  25)=  1,9524292,     log(i,ooi  25)  =  0,0005425, 

_  475708 

5425  * 

i      Si  l'on  veut  avoir  la  valeur  de  x  exprimée  en  décimales,  on 
■      pourra  calculer  par  logarithmes  le  quotient  de  475708  par 
5425  ;  on  trouve  ainsi  j:  =  —  87,6881 . 

\  Des  intérêts  composés. 

t        310.  On  dit  qu'un  capital  est  placé  à  intérêt  composé, 

lorsque  le  prêteur,  au  lieu  de  retirer  chaque  année  l'intérêt 
\     de  ce  capital,  le  laisse  entre  les  mains  de  Temprunteur, 

pour  le  faire  valoir  conjointement  avec  la  somme  primitive, 

pendant  Tannée  suivante. 
Soit  rTînlérêt  de  1  franc  pour  un  an,  quon  nomme  le 

fknier  de  lintéi^t.  L'intérêt  de  100  francs,  pour  le  même 


f 


\ 
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temps,  ou  le  taux  de  l'intérêt,  sera  loor.  L'intérêt  d'une 
somme  a,  pour  un  an ,  sera  ar^  et  le  capital  a  sera  devenu. 
après  un  an ,  a  +  ar\  de  sorte  qu'en  représentant  par  a' la 
valeur  du  capital  a^  après  un  an ,  on  a 

Si  le  capital  a'  est  placé  pendant  une  deuxième  année,  il 
devient  pareillement,  à  la  fin  de  cette  année, 

/i"  =  «'  (i  -h  r)  =  a  (i  4-  r)'. 


Si  le  capital  a"  reste  placé  pendant  une  troisième  année,  il 
devient,  à  la  lin  de  cette  année  « 

ainsi  de  suite.  Donc,  après  n  années,  le  capital  primitif/'  \ 
devient 

(i)  A  =  /?(i-4-r)\ 

Eu  appliquant  les  logarithmes  à  cette  formule,  on  trouve 

logA  =  logrt  -f-  n  logfi  -h  r). 

i 

Au  moyen  de  cette  relation,  on  obtient  aisément  la  valeur  j 
de  Tune  des  quatre  quantités  A,  «,  r,  n,  lorsque  les  troiJ  ' 
autres  quantités  sont  connues. 

311.  Supposons  que  le  prêteur  joigne  chaque  année  au 
capital  une  nouvelle  somme  qui  doit  aussi  produire  des 
intérêts  composés  jusqu'au  moment  du  remboursement. 
Désignons  par  a,  Z^,  c,  ^, .  .  .  ^  /  les  sommes  qu'il  place  au 
commencement  de  la  première  année,  de  la  deuxième. de 
la  troisième,  de  la  quatrième ,  etc.,  et  par  A  la  somme quD 
doit  recevoir  au  bout  de  fi  années. 

La  somme  a,  demeurant  en  in»  les  mains  de  l'emprunteur 
pendant  n  années ,  deviendra  ^  (  i  -f-  /)". 
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La  somme  ft,  qui  sera  placée  pendant  n  —  i  années , 
deviendra  i  (i-l-  r)"""*. 

La  somme  c,  qui  sera  placée  pendant  n  —  2  années , 
deviendra  c  (n-  r)"~'  5  ainsi  de  suite. 

Enfin,  la  dernière  somme  ne  sera  placée  que  pendant 
une  année,  et  donnera  /(i-f-  r). 

On  aura  donc 

A  =  tf(i  -4-r)»-h  A(i  -|-r)'^'4-c(i-f-r)»-'  .  . .  -h /(i  H-  O- 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  aa  =  i  =  c  =  rf...  =  /, 
le  second  membre  de  Téquation  précédente  devient  une  pro- 
gression par  quotient  dont  le  premier  terme  est  a  (i  H-  r) , 
et  la  raison  (i  -|-  r).  On  a  donc  (n*'  233) 

^  _  fl(i-hr)[(i-hr)"^i] 

r 

On  calculera  par  les  logarithmes  la  valeur  du  terme 
(i  -f-  r)",  et  Ton  achèvera  ensuite  aisément  les  calculs. 

31 2.  Une  annuité  est  un  payement  qu^un  débiteur  effectue 
chaque  année,  pour  rembourser,  en  un  certain  temps,  un 
capital  avec  ses  intérêts.  Nommons  A  le  capital  qu  il  s'agit 
de  rembourser,  et  a  la  somme  qu'on  doit  payer  annuelle- 
ment pendant  n  années.  Les  payements  effectués  par  le 
débiteur  avant  la  fin  du  remboursement,  peuvent  être  con- 
sidérés comme  des  avances  faites  au  préteur  sur  ce  rem- 
l)oursement ,  et  dont  la  valeur  dépend  du  temps  qui  sécoule 
t*ntre  l'une  de  ces  époques  et  l'autre.  Ainsi ,  le  premier 
payement  qui  a  lieu  n  —  i  années  avant  Tépoque  du  der- 
nier remboursement,  étant  rapporté  à  cette  époque,  vaut 
^  (  ï -H  '')"""*  ^  le  second  payement,  rapporté  à  la  même  époque, 
^aut  a(i  4-  '')""';  et  ainsi  des  autres  jusqu'au  dernier,  qui 
vaut  seulement  a;  mais  la  somme  prêtée  A  vaut,  entre  les 
ïnains  de  l'cmpruntenr,  après  n  années ,  A  (i  -h  /')".  On  doit 
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donc  avoir 

A(l  -h /•)"  =  «(! -h  r)"-'-+-^(i  -4-r)»-»-f-  ...  4- a  ; 

d'où  Ton  conclut 

(,)  A(.  +  .)-  =  -K>  H- >•)■-.]. 

Dans  celle  équalion,  A  est  le  prix  de  l'annuité,  parce  qu<* 
c'est  la  somme  qu'elle  représente;  a  est  la  quotité  de  Tan- 
nuité;  r  esl  le  denier  Ae  Tinléret;  enfin  n  exprime  la  durée 
de  l'annuité.  On  peut  déterminer  Tune  de  ces  quatre  quan- 
tités quand  on  connaît  les  trois  autres.  La  détermination 
de  r  dépendrait  d'une  équation  du  degré  n.  Pour  trouver  la 
valeur  de  «,  on  tire  de  Téquation  ci-dessus 

(a  —  Ar)  (i -H  r)"  = /ï,      d'où     (i-4-r)'»  = 


a  —  A/* 

et  Ton  en  déduit 

logfl  -T-  logffl  —  Ar) 
■"  10^(1-4-/-) 

313.  Lorsqu'on  veut  comparer  les  valeurs  de  plusieurs 
sommes  payables  à  difFérenlcs  époques,  il  faut  rapporter 
toutes  ces  sommes  à  une  même  époque,  comme  on  Ta  fait 
dans  la  question  précédente.  Ainsi,  supposons  qu'un  ban- 
quier qui  doit  une  somme  a  payable  dans  n  années,  donne, 
pour  s'acquitter,  un  elfet  dont  la  valeur  est  représentée  par  h. 
et  qui  est  payable  dans  p  années.  En  rapportant  les  deux 
sommes  a  et  &  au  moment  où  s'effectue  cette  transaction . 

elles  ne  valent  que r    et  :  car  la  première 

somme ,  par  exemple ,  doit  être  considérée  comme  la  valeur 
primitive  d'un  capital  qui  devient  a,  après  n  années.  II  suit 
de  là  que ,  si  l'on  prend  la  diflerence  des  deux  fractions  cî- 
dessus ,  celte  différence  marquera,  suivant  qu'elle  sera  po- 
sitive ou  négative,  ce  que  le  banquier  devra  donner  ou 
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'ece\oir  en  retour  de  son  échange;  et,  si  ce  retour  ne  peut 
.e  payer  que  dans  un  nombre  q  d'années ,  en  désignant  par  c 
ia  valeur  au  moment  de  l'opération ,  il  deviendra  c  (i-|-  r)', 
i*n  sorte  qu'il  sera  équivalent  à 

31i.  [^es  explications  par  lesquelles  nous  avons  établi 
les  formules  (i)  et  ['à)  supposent  que  n  soit  un  nombre 
entier;  mais  on  pourrait  convenir  d'étendre  la  formule  (i) 
aux  valeurs  fractionnaires  de  n.  De  cette  manière,  on  ob- 
tiendrait^ dans  le  calcul  des  intérêts,  des  résultats  plus 
r^iiliers  qu'eu  prenant,  suivant  l'usage  ordinaire,  l'intérêt 
proj)orlioniiel  au  temps  pour  lequel  le  (!apital  a  été  placé, 
qu'on  nomme  intérêt  simple.  Supposons,  par  exemple, 
qu'un  capital  a  ait  été  prêté,  à  intérêt  simple,  pour  un 
intervalle  de  temps  t.  I/intérct  de  i  franc  pour  un  an  étant  r, 
lintérêt  de  la  somme  ri,  pour  le  temps  /,  est  art^  et  le  prê- 
leiir,  à  IVxpiralion  de  ce  temps,  reçoit  a(i  -h  /t).  S'il  place 
celte  somme  pendant  un  autre  intervalle  de  temps  t\  celle 
qu'il  reçoit  à  l'expiration  d(»  ce  temps  est  égale  à  cette  somme 
mallipliée  par  i -h /t';  de  sorte  qu'elle  esta  (i -+-/•/)  [i+rt'). 
Si  la  somme  a  eût  été  placée ,  à  intérêt  simple ,  pour  le  temps 
t-i-t'^  elle  n'eût  produit  que  «[  \-{-r[t-\-  /')J,  ce  qui  est 
moindre  que  le  résultat  précédent,  puisque 

(i  H-r/)  (i  -h  rr')  —  I  -+-  rit  +  /')  -+-  rUt' . 

Mais,  en  calculant  les  intérêts  par  la  formule  (i)  (n"  'MO), 
le  capital  a ,  placé  p(îndant  le  temps  t ,  produit  r/  (i  -+-  r)'  ; 
cette  somme  r/{i  H-  /')',  placée  pendant  le  temps  /',  produit 
a(i-f-r)' X  (i -+- '')'  ou  rt(i-|-r)*+'.  La  somme  rz,  placée 
pendant  le  temps  t  -f- 1'^  et  remboursée  seulement  à  la  lin 
de  ce  temps,  produit  également  rz(i  -h  r)'"*"* . 
Si,  dans  la  formule  (i),  on  prend  pour  inconnue  a  qui  est 
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la  valeur  actuelle  de  la  somme  A  payable  après  le  temps  ». 

ou  la  valeur  de  la  somme  A  à  une  époque  antérieure  de  n. 

on  obtient  a  =  : r-  ou  a= A(i-|-r)~"i  ce  qui  est  encore 

la  formule  (i),  dans  laquelle  Tcxposant  n  a  été  l'empUcé 
par  — n. 

Considérons  actuellement  la  formule  (2),  et  supposons 
qu'eQ  prenant  n  pour  inconnue  on  obtienne  une  valeur 
fractionnaire.  Représentons  cette  valeur  par  ni-^li^m  étant 
un  nombre  entier,  et  k  un  nombre  plus  petit  que  i.  On 
aura ,  dans  ce  cas , 


•  I 


Soit  1  -h  /•  =  -3,  d'où  r  ==  I  —  z\  en  effectuant  la  division 
de  z""*"' —  I  par  z  —  i ,  on  trouve  que  le  quotient  est 


3-«i-»-*'    4-  -m+^-J  _j_  ^-4-*-.^.  _f-   .  .  .    -h  Z*  4- 


«rit    » 


Kn  remplaçant  ^ par  ce  quotient,  et  rcniellanl 

1  H-  /'  au  lieu  de  z ,  on  obtient  Tégalilé 


A  ,  I  -f-  r)--»-*  =  /7    (i  -f-  r)*^*-'  -f-  (i  -f-  r)'"+*--' ...  -f-  (i-t-  r)*  -|- 


i4-''i 


ii< 


Le  premier  membre  de  celte  égalité  exprime  la  valeur  ilu 
capital  A,  après  le  temps  m  -h  A*.  Les  termes 

expriment  les  valeurs  acquises  après  le  même  temps  par  n» 
sommes  égales  à  a  remboursées  au  prèlein',  la  prrmièn'  A  \^ 
fin  delà  première  année  depuis  le  moment  de  Temprunt;  l^ 
deuxième  à  la  fin  de  la  deuxième»  année;  ainsi  de  suite;  «-*' 
la  tn'^"^  a  la  fin  dr  la  m'''""'  annéi».  Donc,  après  ces  ///  hmi*' 


CHAPITRE  DIXIÈME  335 

boursements  égaux,  d'année  en  année,  le  débiteur,  pour 
s^acquitter,  devra  payer,  à  la  fin  du  temps  k  compté  du 
commencement  de  la  m  -^^  i*'*"'  année,  une  somme  égale  à 

fl   _L.  f\i  I 

a  ' Cette  somme  est  moindre  que  a,  puisque ,  k 

étant  un  nombre  plus  petit  qile  l'unité ,  (i  4-  r)*  <  i  -F-  r. 
Si  le  dernier  remboursement  ne  doit  être  eflectué  qu'à  la 

fin  de  la  /nH-i'*"*  année,  la  somme  a^- devra 

r 

porter  intérêt  pendant  le  temps  i  —  k'^  par  conséquent,  elle 

deviendra 

— ^ fi-hr'-*     ou     a- i ^ i 

r      ■  '  r 

Cette  dernière  somme  est  encore  moindre  que  a,  car,  i —  A- 
étant  positif,  on  a  (n-  r)*"*  }>  i . 
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COMBINAISONS,  ARRANGEMENTS  ET  PERMUTATIONS.  BINOME  DE  NEWTON. 
PUISSANCES  ET  RACINES  DES  POLYNOMES.  NOMBRES  FIGURÉS  TT 
SOMMATION    DES    PILES   DE    BOULETS. 


Des  combinaisons^  des  arrangements  et  des 

permutations. 

315.  On  nomme  combinaisons  ou  produits  eUfférents 
de  m  lettres  n  an,  les  résultats  qu^on  peut  obtenir  en  réu- 
nissant n  des  în  lettres ,  avec  la  condition  que  deux  de  ces 
l'ésultats  diirèrent  l'un  de  Tautre,  au  moins  par  une  lettre. 
Ainsi,  les  combinaisons  ou  les  produits  2  à  2  des  quatn* 
lettres  a,  i ,  c,  rf,  sont  ab ^  ac ^  ad^  bc^  bd^  cd.  Les  com- 
binaisons ou  les  produits  3  à  3  de  ces  quatre  lettres  sont 
afec,  abd^  acd^  bcd. 

Les  permutations  de  n  lettres  sont  les  résultats  que  l'on 
obtient  en  écrivant  ces  n  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres, 
de  toutes  les  manières  possibles.  Par  exemple,  les  permu- 
tations des  deux  lettres  a  et  b  sont  ab^  ba\  les  permuta- 
tions des  trois  lettres  a^  b^  c  sont  aÂc,  acb  ^  cab  ^  bac, 
bca ,  cba. 

Les  arrangements  de  m  lettres  n  k  n  sont  les  résultats 
que  Ton  peut  obtenir  en  réunissant  n  des  m  lettres,  et  les 
disposant  entre  elles  de  toutes  les  manières  possibles.  Ainsi, 
les  arrangements  2  à  2  des  trois  lettres  a ,  i,  c,  sont  «i,  ba^ 
ac^  ca^  bc^  cb. 

Nous  allons  cbercher  le  nombre  des  arrangements  de  m 
lettres  n  k  n^  celui  des  permutations  de  n  lettres ,  et  celui 
des  produits  de  m  lettres  n  k  n. 

316.  Si  Ton  avait  à  former  les  arrangements  de  m  lettres 
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2  à  2,  il  suffirait  évidemment  d'écrire  successivement,  à  la 
suite  de  chaque  lettre,  chacune  des  m —  i  autres  lettres. 
On  obtiendrait  ainsi  m  (m —  i)  arrangements. 

Pour  former  les  arrangements  de  m  lettres  3  à  3 ,  il  fau- 
drait écrire  successivement,  à  la  suite  de  chacun  des  ar- 
rangements 2  à  2 ,  chacune  des  m  —  2  autres  lettres  ; 
et  le  nombre  d'arrangements  qu'on  formerait  ainsi  serait 
Tn[m —  i)  [m  —  2). 

On  voit  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  4^4  est  1»  (m  —  1)  (m  —  2)  {m  —  3) . 

On  doit  conclure  de  là ,  par  analogie ,  que  le  nombre  des 
arrangements  de  m  lettres  /i  à  /i  est 


m 


[m  —  OC"'  —  2) ...  (m  —  n  -\-  i). 


On  peut  aussi  parvenir  à  cette  formule  sans  induction , 
en  présentant  le  raisonnement  comme  il. suit  : 

Si  l'on  avait  formé  tous  les  arrangements  de  m  lettres 
71  —  I  à  n  —  I ,  on  obtiendrait  les  arrangements  de  ces 
lettres  nkne.n  écrivant  successivement,  à  la  suite  de  chaque 
arrangement  de  n  —  i  lettres ,  les  m  — [n  —  i)  autres  lettres. 
Par  conséquent,  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres 
n  a  n  est  égal  à  celui  des  arrangements  de  m  lettres  n  —  i 
'an  —  I ,  multiplié  par  m  —  (n  —  i)  ou  m  —  n  H-  i .  Mais 
le  nombre  des  arrangements  de  m.  lettres  i  à  i  est  évi- 
demment m;  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  2 
à  2  est  donc  m  {m —  i);  celui  des  arrangements  3  à  3  est 
m  {m  —  i)  (m  —  2)  5  ainsi  de  suite  \  et  le  nombre  des  arran- 
gements n  à  n  est  m  (m  —  i)  (m  —  2) . . .  (w  —  /i  -|-  i) . 

317.  Pour  obtenir  le  nombre  des  permutations  de  n 
lettres ,  il  suffit  de  faire  dans  la  formule  précédente  m  =  n^ 
ce  qui  donne  n  [n  —  i)  (n  —  2) .  .  .  2  X  i ,  ou ,  en  renver- 
sant l'ordre  des  facteurs, 

1.2  3. . .(«  —  î) n, 
5"  édit.  ?.?. 
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On  peut  aussi  parvenir  à  cette  dernière  formule  sans  la 
faire  dépendre  de  celle  qui  exprime  le  nombre  des  amn- 
gements.  En  effet,  deux  lettres  a ,  &  ne  donnent  que  deux 
permutations  ab^  ba.  Pour  former  les  permutations  de 
trois  lettres,  il  suffit  d'écrire  successivement,  a  la  suite  de 
chacune  de  ces  trois  lettres,  les  deux  permutations  des  deux 
autres  ;  on  obtiendra  donc  2X3  permutations.  Pour  for- 
mer les  permutations  de  quatre  lettres,  il  suffît  d'écrire 
successivement  à  la  suite  de  chacune  de  ces  lettres  les  3  x3 
permutations  des  trois  autres  lettres^  on  obtiendra  ainsi 
2X3x4  permutations.  Ce  raisonnement  pouvant  être 
continué  indéfiniment,  il  en  résulte  que  le  nombre  dm 
permutations  de  n  lettres  est ,  comme  on  l'a  trouvé  ci-dessus, 

I     m    JL   m  %3   m     »     m   H  • 

318.  Soit  C  le  nombre  des  combinaisons  ou  des  produùs 

différents  de  m  lettres  n  h  n.  Représentons  par  Â  le  nomht 

des  arrangements  de  m  lettres  n  à  /i ,  et  par  P  le  nombre 

des  permutations  de  n  lettres.  Il  est  clair  que,  si  l'on  avait 

formé  les  combinaisons  ou  les  produits  différents  de  m 

lettres  n  h  n^  on  obtiendrait  les  arrangements  de  ces  m 

lettres  n  à  n  en  faisant ,  dans  chacun  des  produits  différents, 

toutes  les  permutations  des  //  lettres.  Il  suit  de  là  que  le 

nombre  des  arrangements  est  égal  au  produit  du  nombre 

(les  combinaisons  par  celui  des  permutations ,  de  sorte  qu'on 

A 
a  C  X  P  =  A,  d'où  C  =  —  ;  et  en  remplaçant  A  et  P  jwr 

les  valeurs  qu'on  a  obtenues  précédemment , 

m  (m  —  \)  (m  —  7.) .  ,  .(m  —  /f-H  i ) 


C  = 


I  .  2  .  3  . . .  /I 


'  319.  On  peut  aussi  parvenir  à  la  dernière  formule  san^ 
la  faire  dépendre  de  celles  qui  donnent  le  nombre  des  arran- 
gements et  le  nombre  des  permutations.  A  cet  effet,  dési' 
gnons,  avec  M.  Cauchy,  par  (m)„  le  nombre  des  coraP^' 
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naisons  de  m  lettres  a,  b^  c^  d^  etc.,  prises  n  k  n.  Parmi 
ces  combinaisons,  celles  qui  renferment  la  lettre  a  sont  évi- 
demment en  nombre  égal  au  nombre  des  combinaisons  des 
m  —  I  autres  lettres  prises  n  —  i  an  —  i ,  ou  (m  —  i)„_, . 
Le  nombre  des  combinaisons  qui  renferment  la  lettre  b  est 
pareillement  (m  —  i)«-i  't  ^*t  de  même  pour  chacune  des 
autres  lettres.  Mais  en  formant  toutes  les  combinaisons  qui 
renferment  la  lettre  a ,  puis  celles  qui  renferment  la  lettre 
bj  etc.,  on  obtient  n  fois  chaque  combinaison  ;  car,  si  n  =  3 
par  exemple,  la  combinaison  abc  se  trouve  parmi  celles 
qui  renferment  a ,  parmi  celles  qui  renferment  b ,  et  parmi, 
celles  qui  renferment  c.  On  conclut  de^  Fégalité 

{m)^=z  —  (m  —  i)„_,. 
n  ^ 

En  remplaçant  successivement  dans  cette  égalité  m  et  n 
par  m — i  et /i — i,  puis  par  m  —  2  ctn  —  2,  etc.,  on  trouve 

(m  —  i)„_,  = (m  —  2)«_,, 

n  —  I 

(/«  —  2^„_j  == {m  —  3)«»3, 

n  —  2 


^ 


.  .         m  —  /î  -h  2  .  . 

[m  —  «  -f-  2),  = (//i  —  /i  -h  i),. 

La  valeur  de  (m)„  se  déduit  de  ces  diverses  relations,  en 
les  multipliant  membre  à  membre,  et  remarquant  que 
(m  —  n  H-  1)1  n'est  autre  que  m  —  n-h  i* 

320.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  n  k  n  ne 
pouvant  être  qu'un  nombre  entier,  il  résulte  de  la  for- 
mule du  n**'348  que  le  produit  de  ni  nombres  entiers  con- 
Â     sécutifs  est  divisible  par  le  produit  des  n  premiers  nombres 
J     enûers.  Cette  proposition   est  d'ailleurs  une  conséquence 
^  celle  qui  a  été  démontrée  dans  le  n^  220;  car,  si  Ton 

22. 
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multiplie  les  deux  termes  de  Texprcssion  qui  représente 
le  nombre  des  eombinaisons  de  m  lettres  n  k  n  pr 
1.2.3.  .  .  (w  —  n) ,  cette  expression  devient 

I . ?.. 3 ... w 
I  .  2 ...  /î  X  1    2  ...  (/w  —  n) 

Celle-rî  est  comprise  dans  celle  que  Ton  a  considérée  dans 
le  n^  220. 

321 .  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  m  —  n 
à  m  —  n  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
n  an.  Car,  si  l'on  divisait  successivement  le  produit  des 
m  lettres  par  cliacmi  de  leurs  produits  n  à  /x ,  on  obtien- 
drait évidemment  tous  les  produits  m  —  n  km  —  /i  de  ces 
lettres.  On  peut  aussi  démontrer  cette  proposition  par  Tev 
pression  générale  du  nombre  dos  combinaisons  de  m  lettres 
n  à  n  \  car,  en  la  mettant  sous  la  même  forme  que  dans  le 
numéro  précédent^  on  voit  qu'elle  ne  change  pas  quand  on 
y  remplace  n  par  m  —  /i. 

322.  Si  Ton  veut  former  toutes  les  combinaisons  n  à  n 
des  m  lettres  rt,  ft,  c,  etc. ,  on  pourra  opérer  comme  il 
suit  : 

Les  combinaisons  i  à  i  sont  les  lettres  elles-mêmes.  On 
obtiendra  toutes  les  combinaisons  2  à  2  en  écrivant  succes- 
sivement, à  la  droite  de  chaque  lettre,  chacune  des  lettres 
suivantes.  Au  moyen  des  combinaisons  2  a  2,  on  formera 
les  combinaisons  3  à  3,  en  mettant  successivement,  à  la 
droite  de  chacune  des  combinaisons  2  à  2,  chacune  des 
lettres  qui  suivront  la  dernière  lettre  de  cette  combinaison. 
On  passera  de  la  même  manière  des  combinaisons  3  à  3 
aux  iH^nibinaisons  4  ^^  4<  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  Ton 
trouvera  île  cette  manière  toutes  les  combinaisons  deman- 
<Uv$ ;  car,  si  Ton  considère  une  de  ces  combinaisons,  beJ\,Mn 
les  lettres  étant  disposi^s  sui\ant  Tordre  alphabétique,  on 
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aura  formé  la  combinaison  he ^  au  moyen  diî  celle-ci,  on 
aura  obtenu  la  combinaison  bcf^  ainsi  de  suite.  De  plus, 
aucune  combinaison  ne  se  trouvera  répélée;  puisque,  les 
lettres  se  succédant  toujours  dans  l'ordre  alphabétique, 
chaque  combinaison  contenant/^  lettres  n'aura  pu  résulter 
que  d'une  seule  des  combinaisons  p  —  i  à  /?  —  i . 

323.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que 
chaque  combinaison  ne  devait  pas  contenir  deux  fois  la 
même  lettre.  Supposons  actuellement  que  chaque  lettre 
puisse  être  combinée  avec  elle-même  et  avec  toutes  les 
autres,  et  désignons  par  (M)^  le  nombre  des  combinaisons 
n  à  n  que  Ton  pourra  former  ainsi  avec  m  lettres.  Puisque 
chaque  combinaison  contient  n  lettres,  le  nombre  total  des 
lettres,  dans  l'ensemble  des  combinaisons,  est  «  X  (M)„; 
et  puisque  le  nombre  des  lettres  différentes  est  m,  chaque 

lettre  est  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à  -  X  (M)„.  Mais 

si,  dans  chacune  des  combinaisons  qui  contiennent  la  lettres , 
on  supprimait  une  fois  cette  lettre ,  on  devrait  obtenir  toutes 
les  combinaisons  des  m  lettres  n  —  i  à  n  —  i.  Dans  ces 
combinaisons  n  —  i  à  n  —  i ,  la  lettre  a  est  répétée , 
d*après  la  formule  précédente,  un  nombre  de  fois  égal  à 

X  (M)„_i  5    et   puisqu'on  a  supprimé    une  fois  la 

lettre  a  dans  chaque  combinaison ,  cette  lettre  était  d'abord 

écrite  un  nombre  de  fois  égal  h  X  (M)„_i  4-  (M)„_, 

On  a  donc  l'équation 

-  X  (M)«  =  -'  ~-  X  (M)„.  .  4-  (M)«_ . , 
m       ^  m 

ou  bien 


m-\-  n—  I 


P'ii  remplaçant  successivement   n   par   .//  —  i,    puis   par 
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n  —  2,  etc.,  on  obtient 


(M),  =  -^  (M).. 

On  conclut  de  ces  équations ,  en  multipliant  membre  h 
membre,  et  en  observant  que  (M)i  =  m, 

/Vin         /w  (/w  4-  i)  (w  4-  2)  . . .  (/w  -h  «  —  i) 

1,2.3  ...  « 

Il  résulte  de  cette  formule  que  le  nombre  des  combinai- 
sons de  m  lettres  n  k  n^  qf^and  chaque  lettre  peut  entrer 
plusieurs  fois  dans  la  même  combinaison,  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons ,  sans  répétition ,  de  m  -H  n  —  i  lettres 
n  k  n  (*). 

324.  Si  Ton  avait  à  former  les  combinaisons  de  m  lettres 
n  k  n  en  admettant  la  répétition  des  lettres ,  on  suivrait 
une  marche  semblable  à  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le 
n^  322.  Mais  alors,  pour  obtenir  les  combinaisons  2  à  a,  il 
faudrait  mettre  successivement,  à  la  suite  de  chaque  lettre, 
cette  lettre  elle-mùme  et  chacune  des  lettres  suivantes  ;  pour 
obtenir  les  combinaisons  3  à  3,  on  écrirait  successivement, 
à  la  suite  de  chacune  des  combinaisons  2  à  2 ,  la  dernière 
lettre  de  cette  combinaison  et  chacune  des  lettres  suivantes; 
ainsi  de  suite. 

325.  Si  l'on  ptjrmutait  les  lettres  de  toutes  les  manières 

(■)  On  aurait  pu  remplacer  Tcxplicalion  du  n®  319  par  une  autre  sem- 
blable à  celle  du  n^SSS.  Mais,  maigre  Tavantagc  de  plus  d'uniformité ,  or» 
a  préféré  conserver,  h  Tégard  des  combinaisonii  sans  répétition,  rexplica- 
tion  la  plus  simple  et  la  plus  directe. 
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possibles,  dans  chacune  des  combinaisons  dont  nous  venons 
de  nous  occuper  eu  dernier  lieu,  on  n^aurait  pas  le  même 
nombre  de  permutations  pour  une  combinaison  formée  de 
//  lettri^'s  diirérentes  et  pour  une  combinaison  dans  laquelle 
une  ou  plusieurs  lettres  se  trouveraient  répétées ,  en  sorte 
que  le  nombre  total  des  permutations  et  le  nombre  des  com- 
binaisons ne  peuvent  plus  se  déduire  Tun  de  Tautre^  mais 
il  est  facile  d*obtenir  directement  le  nombre  des  permu- 
tations de  toutes  les  combinaisons ,  ou  le  nombre  des  arran- 
gements n  knde  m  lettres  dans  lesquels  chaque  lettre  peut 
être  répétée 

Le  nombre  des  arrangements  i  à  i  est  évidemment  le 
nombre  môme  des  lettres.  Si  Ton  voulait  former  les  arran- 
gements des  m  lettres  2  à  2,  il  suffirait  d'écrire  successivc;- 
ment,  à  la  suite  de  chaque  lettre ,  cette  lettre  et  chacime  des 
autres^  car,  en  faisant  suivre  la  lettre  a  de  cette  lettre  elle- 
même  et  de  chacune  des  autres ,  on  a  tous  les  arrangements 
dans  lesquels  la  lettre  a  occupe  le  premier  rang.  De  même , 
en  écrivant,  après  la  lettre  Z>,  cette  lettre  et  chacune  des 
autres,  on  a  tous  les  arrangements  dans  lesquels  la  lettre  b 
occupe  le  premier  rang;  on  obtiendra  ainsi  m'  arrangements 
a  à  2.  Si  Ton  veut  former  les  arrangements  des  m  lettres 
3  à  3,  il  faudra^ écrire  successivement,  à  la  suite  de  chacun 
des  arrangements  2  à  2,  chacune  des  m  lettres*,  par  là,  on 
aura  m*  arrangements.  On  verra  de  même  que  le  nombre 
des  arrangements  4^4  sera  w*;  etc.  Le  nombre  des  arrange- 
ments n  k  n  sera  donc  m". 

Développement  des  puissances  entières  et  positives 
d'un  binôme^  ou  binôme  de  Newton. 

326.  On  a  nommé  formule  du  binôme  de  Newton,  ou 
simplement  binôme  de  Newton,  une  formule  découverte 
par  Newtojv,  au  moyen  do  laquelle  on  obtient  une  puis- 


1 
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sance  quelconque  d^un  binôme  o^H-a^  sans  passer  parles 
puissances  précédentes. 

En  formant  par  la  multiplication  les  puissances  succes- 
sives de  x-ha^  on  trouve 

(x  4-  rt)^  =  j:^  -h  Zax"  4-  3a'x  -+-  a\ 
(x-hfl)*  =  X*  4-4^*'  -f-6/i'x'4-4«^x-»-a'. 

La  loi  des  exposants  de  x  et  de  a,  dans  ces  résultats,  est  évi- 
dente. A  l'égard  des  coefficients ,  on  voit  que  ceux  du  pre- 
mier terme  et  du  dernier  terme  sont  Tunité,  que  celui  du 
second  terme  est  T exposant  de  la  puissance ,  et  que  les  coef- 
ficients des  termes  équidistants  des  extrêmes  sont  égaux; 
mais ,  à  partir  de  la  quatrième  puissance ,  on  n'aperçoit  pis 
la  loi  diaprés  laquelle  se  forment  les  coefficients  des  termes 
qui  suivent  les  deux  premiers. 

Pour  rendre  la  composition  des  produits  plus  manifeste, 
en  évitant  les  réductions  qui  donnent  naissance  aux  coeffi- 
cients, il  suffit  de  multiplier  entre  eux  des  binômes  dont 
les  seconds  termes  soient  diflerents,  comme  on  le  voit  ci- 
dessous  : 

(x  -I-/7)  (x -f-  /;  )  =  X-  -ha 

-hb 
{x-\-a)  (x4-^)  (x-Hr)  z^zx^-ha 

-hh 

ix-i-a)  (x-{-b)  {x-i-c)  (x-hd)  =zx^-ha    x^-hab    x^-i-abc    x-hnhcd 

-hb 


c 

-hd 


X  -\-ab 

x^-\-ab 

X  "habc 

4-rtc 

-hbc 

x^-hab 

x^-i-abc 

-hac 

-habd 

4-  bc 

-i-acd 

-h  ad 

4-  bcd 

-hbd 

-hcd 

Dans  chacun  de  ces  produits,  l^xposant  de  x  va  en  dimi- 
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nuant  d'une  unité  depuis  le  premier  terme ,  où  il  est  égal  au 
nombre  des  facteurs  binômes ,  jusqu'au  dernier  terme ,  où  il 
est  nul.  Le  coefficient  du  premier  terme  est  Tunîté^  le  coef- 
ficient du  second  terme  est  la  somme  des  seconds  termes  des 
binômes  ^  celui  du  troisième  terme  est  la  somme  des  pro- 
duits de  ces  mêmes  seconds  termes  pris  deux  à  deux  ;  ainsi 
de  suite.  Le  dernier  terme  est  le  produit  des  seconds  termes 
des  binômes. 

On  démontre  que  cette  loi  est  générale,  en  faisant  voir 
que ,  si  elle  est  vraie  pour  le  produit  de  m  binômes ,  elle  sera 
vraie  aussi  pour  le  produit  de  m  -f- 1  binômes. 

Supposons  donc  qu^on  ait  formé  le  produit  de  m  binômes 
X  -I-  a,  x  -H  A, . . . ,  X  -4-  ^.  Désignons  par  Pt  la  somme  des 
seconds  termes  des  binômes,  par  Pj  la  somme  des  produits 
différents  de  ces  seconds  termes  pris  deux  à  deux,  par  Ps  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à  trois,  ainsi  de  suite,  enfin 
par  P„  le  produit  de  tous  ces  seconds  termes,  et  admettons 
que  le  produit  des  binômes  proposés  soit 


En  multipliant  ce  polynôme  par  un  nouveau  binôme 
x-f-/,  on  obtient  le  produit  ci-dessous: 


-4- Pi 


a-H-  P, 
/P. 


^-'-f-  P3 

L-h/P. 


-^..-h  P 


M 

4-/P«-, 


/P. 


La  loi  des  exposants  de  x  n'a  pas  changée  Quant  aux 
coefficients,  celui  du  premier  terme  est  toujours  égal  à 
l^unité,  et  celui  du  second  terme  est  évidemment  formé  de 
la  somme  des  seconds  termes  des  m  +  i  binômes.  Le  coef- 
ficient du  troisième  terme  se  compose  de  la  sonmic  des 
produits  deux  à  deux  des  seconds  termes  des  m  facteurs 
binômes  du  premier  produit,  augmentée  de  la  somme  de 
ces  mêmes  seconds  termes  multipliée  par  /;  ce  qui  forme 
<^videmment  la  somme  des  produits  dilFéronls  des  seconds 
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termes  des  m  +  i  binômes  pris  deux  à  deux.  Le  coefficieni 
du  quatrième  terme  se  compose  de  la  somme  des  produits 
trois  à  trois  des  seconds  termes  des  m  facteurs  du  pronier 
produit,  augmentée  de  la  somme  des  produits  deux  à  deu 
de  ces  seconds  termes  multipliés  par  /-,  ce  qui  forme  en- 
demmcnt  la  somme  des  produits  diflerents  des  seconds 
termes  des  m-f-  i  binômes  pris  trois  à  trois;  ainsi  de  suite. 
Enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds 
termes  des  m  premiers  facteurs  binômes  multiplié  par 
/;  il  est  donc  le  produit  des  seconds  termes  des  m  +  i 
binômes. 

De  ce  que  la  loi,  supposée  vraie  pour  m  facteurs, est 
vraie  aussi  pour  /»  +  i  facteurs,  on  conclut,  puisqueik 
est  vérifiée  pour  deux  facteurs,  qu^elle  est  vraie  pour  trois; 
étant  vraie  pour  trois  facteurs ,  elle  est  vraie  pour  quatre; 
ainsi  de  suite-,  donc  elle  est  générale  (*). 

327.  Supposons  actuellement  que  les  seconds  termes  des 
m  binômes  j: -h  û ,  or-f-A,...,  x-hA',  soient  touségauxàâ. 
Le  produit  de  ces  binômes  deviendra  la  m'*"*'  puissance  de 
X  -h  a.  Le  coefficient  Pi  du  second  terme  de  ce  produit  dé- 
veloppé sera  égal  à  a  multiplié  par  le  nombre  m  des  fac- 
teurs, c'est-à-dire  à  ma.  Le  coelficient  Pj  du  troisième 
terme  sera  égal  à  a*  répété  autant  de  fois  qu'on  peut  former 
de  produits  différents  avec  m  lettres  prises  deux  à  deux, 


(  *  )  On  peut  reconnaître  la  loi  des  cocfTicieots  des  puissances  de  x,  dan 
le  produit  (x  -4-  a)  (x  -(-  6). . .  (x  h-  ^)  9  d*un  nombre  quelconque  de  bioAsMi 
sans  procéder  par  induction.  En  effet,  ce  produit  est  la  somme  de  toosem 
que  Ton  peut  former  en  prenant  un  terme  dans  chacun  des  binômes  et  mal- 
tipliant  entre  cui  tous  ces  termes.  Le  produit  des  premiers  terme»  da 
binômes  est  x»;  celui  de  leurs  derniers  termes  est  ai. .  .A:  ;  et  povr  ohMÊk 
lin  terme  dans  lequel  x  ait  Tcxposaut  m  —  n,  il  faudra  prendre  les  prenût!» 
termes  de  m  — n  binômea  avec  les  seconds  termes  des  n  autres  binômes.  U 
coodicient  de  x»-"  dans  le  produit  total  sera  donc  la  somme  de  tous  Irt 
produits  différents  n  ai  n  des  £econdk  termes  des  binômes. 
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c'est-à-dire  à  — r^a*.  Le  coefScient  Pj  du  quatrième 

terme  sera  égal  à  a'  répété  autant  de  fois  qu^on  peut  former 
de  produits  différents  avec  m  lettres  prises  trois  à  trois ,  c'est- 
à-dire  à  — —  o  ""      o,^'t  ainsi  de  suite.  Enfin  le  der- 

1.2.3  ' 

nier  terme  sera  a"*.  Donc 

i.a  i.a.3 

t 

328.  Si  l'on  désigne  par  T„^.i  le  terme  qui  occupe  le 

rang  n  +  i  dans  le  second  membre  de  la  formule  qu'on 

vient  d'écrire,  c'est-à-dire  le  terme  qui  en  a  n  avant  lui, 

on  aura 

111(111  — i)(/w  — 2)(//i  —  3)...(iw  — /î-f- n    .   _  . 

t»-»-i  = 5 ,  ''  trar"-^, 

I    »    2   .    d   .   4"  *  •      ^ 

Cette  expression  de  T„^.,  est  appelée  le  terme  général  du 
développement  de  [x  -h  a)",  parce  qu'on  peut  en  déduire 
tous  les  termes  de  ce  développement  à  partir  du  second ,  en 
faisant  successivement  /i=i,/ï=2,  /i  =  3,  etc. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  demande  le  5®  terme  de 
la  1 2®  puissance  de  a:  H-  a ,  on  aura  w  ==  1 2 ,  n  =  4  »  d'où 
m  —  /i-f-i=9,  et  la  formule  précédente  donnera  pour  le 

terme  cherché  — '■ —      '^a*x*,  ou  495 a* a:'. 

329.  On  voit,  à  l'inspection  du  développemeut  de  (x+a)"*, 
qu'oTi  obtient  le  coefficient  d'un  ternie  quelconque  en  mul- 
tipliant celui  du  terme  précédent  par  V exposant  de  x  dans 
ce  terme  précédent ,  et  di\^isant  le  produit  par  r exposant 
de  a  dans  le  même  terme  y  augmenté  d'une  unité,  ou  pai' 
le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  qu'on  veut  for- 
mer.  Quant  aux  exposants  y  celui  de  x  diminue  d'une  unité 
d'un  terme  au  suivant  y  et  celui  de  a  augmente  d'une  unité. 

Si  l'on  veut  démontrer  celte  règle  d'une  manière  gêné- 
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raie ,  on  formera  le  terme  qui  en  a  /i  -h  i  avant  lui ,  en  chan  - 
géant  nenh-i-  i  dans  Texpression  de  T^j  5  il  viendra 

_  /yi(i7|  — i)(/ii  -^  2).  .    f/W  —  /ï  -h  î)  (/If  —  w)  ^_._, 

ijH-3 — " = ; ar^^  xr  "     . 

1.2.i...7ï(/l4-lJ 

Le  terme  T„^i  se  déduit  donc  de  T^^.,  suivant  la  règle 
énoncée. 

Au  moyeu  de  cette  règle,  on  peut  former  successivement 
tous  les  termes  du  développement  de  (x  4-  «)"•,  en  partant 
du  premier  terme  a:"^  et  on  est  averti  que  le  développement 
est  terminé  quand  on  a  obtenu  le  terme  a",  car  l'eicposant 
de  X  par  lequel  il  faudrait  multiplier  a"*,  pour  avoir  It* 
terme  suivant ,  est  zéro. 

En  formant  ainsi  la  septième  puissance  de  x  +  a ,  par 
exemple,  on  trouve  qu'elle  est 

• 

330.  Les  termes  du  dé\^eloppement  de  (x  H-  a)"*  égale- 
ment éloignés  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux. 

Cette  propriété ,  que  l'on  reconnaît  par  l'inspection  des 
puissances  successives,  est  une  conséquence  de  la  proposi- 
tion du  n^  321 .  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant 
lui  est  le  nombre  des  produits  diflérents  de  m  lettres  nhn. 
Le  développement  contenant  m-f-  i  termes,  le  terme  qui 
en  a  n  après  lui ,  en  a  m  —  n  avant  lui ,  et  son  coefficient 
est  le  nombre  des  produits  de  m,  lettres  m  —  n  km — n. 
Or,  -ces  deux  nombres  sont  égaux  (uP  321  ). 

La  démonstration  suivante  conduit  plus  directement  à  la 
même  conclusion.  Le  binôme  x  -h  a  ne  changeant  pas 
quand  on  échange  entre  elles  les  lettres  x  et  a,  il  doit  en 
être  de  même  du  développement  de  (x  -h  a)"*  ^  or,  si  Ton 
désigne  par  K  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui. 
ce  terme  sera  Ka^x^^^^  et  par  le  changement  de  x  en  a  et 
de  a  en  X,  il  deviendra  Kx"»'""".  Le  terme  Kx^a"**"*  devra 


€ 
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donc  se  trouver  aussi  dans  le  développement.  Mais  ce  terme 
•n  aura  n  après  lui.  Le  coefficient  du  terme  qui  en  a  n  après 
lui  est  donc  le  même  que  celui  du  terme  qui  en  a  n  avant  lui . 

331.  Pour  obtenir  le  développement  de  (x  —  a)'",  il 
suffit  de  changer  a  en  — a,  dans  le  développement  de 
(x-h  û)*"^  par  ce  changement,  les  termes  de  rang  pair,  qui 
contiennent  des  puissances  impaires  de  a,  prennent  le 
signe  — -,  et  les  termes  de  rang  impair  ne  changent  pas  de 
signe;  on  a  donc 

X  m  (m  —  I  )    ,  m  (m  —  I  )  (m  —  ^)    . 

t-  a)«=  a*»  —  maa""-'  H ^ a*jr«-« i ^—^^ a"x*  -3-i-  .... 

i.a  1  'i  i 

332.  En  supposant  j:  =  i  et  a  =  i ,  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  (a:-|-a)"*,  on  voit  que  la  somme 
des  coefficients  y  en  y  comprenant  les  coefficients  des  deux 
termes  extrêmes ,  est  égale  à  2"*. 

En  faisant  les  mêmes  suppositions  dans  la  formule  qui 
donne  le  développement  de  [x  —  a)"*,  on  reconnaît  que  la 
somme  des  coefficients  des  termes  de  rangs  impairs  est 
égale  à  la  somme  des  coefficients  des  termes  de  rangs  pairs, 

333.  Pour  développer  une  puissance  d'un  binôme  quel- 
conque ,  on  peut  développer  d'abord  la  puissance  de  même 
degré  de  j:  4-  a  ou  de  j:  —  a  ;  on  remplace  ensuite  les  lettres 
X  et  a  par  les  termes  du  binôme  proposé.  Ainsi ,  pour  obte- 
nir le  développement  de  (ax*  —  Sa'y)',  on  fera  d'abord 
celui  de  (x  —  a)%  qui  est 

on  remplacera  ensuite  x  par  ax',  et  a  par  3a'j^,  ce  qui 

donnera 
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On  peut  disposer  le  calcul  comme  on  le  voit  ci-dessous: 

54  s  n  i 

7  î  ï  4  5 


1 

5 

10 

10 

5 

1 

3a  X»» 

i6x" 

8x« 

4x' 

ax» 

1 

I 

3aV 

gaV 

27  a  V* 

81  «"j^ 

24*5  fl'y 

Sax'»—  a^oaVjr"-H7'2o<iV*Jr*—  io8o«i  V-+-8ioflV*'  — a43flV. 

La  première  ligne  se  forme  en  écrivant  une  suite  de  fra 
lions  dont  les  numérateurs  sont  les  nombres  naturels 
croissants ,  depuis  Texposant  5  de  la  puissance  que  Ton  y 
former,  jusqu'à  Tunité,  et  dont  les  dénominateurs  sont  kl 
nombres  naturels  croissants  à  partir  de  i. 

La  deuxième  ligne  comprend  les  cocflicients  numériquei 
du  développement  de  (j:  -h  a)*.  Pour  former  ces  coefficients, 
on  écrit  d'abord  le  premier  d'entre  eux  qui  est  i  ;  on  mol^ 
tiplie  ensuite  i  par  la  première  fraction  7  de  la  premiènj 
ligne-,  puis  on  multiplie  5  par  la  seconde  fraction  7  dek 
première  ligne;  ainsi  de  suite. 

La  troisième  ligne  se  forme  en  écrivant,  de  droite i 
gauche,  les  diverses  puissances  de  2x',  depuis  la  puissance! 
dont  l'exposant  est  zéro  et  qui  est  égale  à  i ,  jusqu'à  II' 
cinquième  puissance. 

La  quatrième  ligne  se  forme  en  écrivant ,  de  gauche  à 
droite,  les  puissances  de  3  a^j^  depuis  la  puissance  dont  Tex- 
posant  est  zéix),  jusqu'à  la  cinquième. 

Enfin,  on  obtient  la  cinquième  ligne,  qui  est  le  déve- 
loppement de  (ix^  —  3^*/)%  ^"  multipliant  entre  eux  1» 
termes  placés  les  uns  au-dessous  des  autres  dans  les  trois 
lignes  précédentes.  On  donne  alternativement  aux  produits 
les  signes  -f-  et  — ,  parce  que  le  second  terme  da  biDÔroe 
proposé  a  le  signe  — . 

334.  En  appliquant  la  formule  du  binôme  au  développa* 
ment  de  la  puissance  m*'"*''  de  chacune  des  expressions  ima- 
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ginaires  a  -f-  6  sj — i ,  a  —  S  ^ —  i ,  et  en  ayant  égard  à  ce 

quî  a  été  dît  sur  les  puissances  de  y' — i  {o9  206),  on  trouve 
les  deux  formules  ci-après  : 

Im{m—  \)                   mi'm  —  i)  (m  —  a)  (m  —  3) 
i-'^                                      I  .  a  .  3  .  4 
r                 m  (m  —  0  (h»  —  a)         ,  ^.  1  .    / 

+  [»-- 4^3 —  «-'«•+  ...J  6  V=r, 

(  «-  _  '«("'-<)  ,._.g.^  m(m-0(m-^)(m-3)  ^_^  ^,  _  _ 
i  r  m  (m  —  I  )  (m  —  a)  .  ^.  1       > 

Puissances  des  polynômes. 

335.  Soit  le  polynôme  a-+-i-hc-hrf-f-  etc.,  qu^on  doit 
élever  à  la  m'*""  puissance,  si  l'on  fait  b+c-^d-^. .  .=:a:^ 
on  aura  à  développer  (a-f-jr)"».  Si  l'on  fait  ensuite 
c  -H  fiî  -f- . . .  =  J^)  les  puissances  de  x  seront  celles  du  bi- 
nôme h-\-y'^  ainsi  de  suite.  On  parviendrait  ainsi  au  dé- 
veloppement de  (a  -f-  i  -4-  c  -h  ^-H . .  .)"•;  et  on  pourrait 
trouver,  par  ce  moyen ,  l'expression  d'un  terme  quelconque, 
ou  le  terme  général  du  développement.  Mais  on  parvient 
aussi  à  reconnaître  la  composition  des  puissances  d'un  po- 
lynôme par  une  autre  considération  fort  simple,  et  sans 
passer  par  les  puissances  d'un  binôme. 

Si  Ton  formait,  par  la  multiplication,  le  produit  de  m 
polynômes  égaux  à  a-f-ft+c-h^H-  etc.,  sans  faire  aucune 
réduction  de  termes  semblables,  les  termes  du  produit 
seraient  tous  les  produits  formés  avec  un  terme  quelconque 
du  premier  facteur,  un  terme  quelconque  du  second  fac- 
teur; ainsi  de  suite  jusqu'au  m'*'"*  facteur;  c'est-à-dire,  tous 
les  arrangements  m  a  m  des  lettres  <i,  6,  c,  </,  etc.,  avec 
répétition  des  lettres  (n^  325) .  Après  la  réduction  des  termes 
semblables,  les  termes  du  produit,  abstraction  faite  des 
coeflicients ,  seront  les  combinaisons  m  km  des  lettres  a ,  i , 
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c,  ri,  elc,  prises  chacune  une  ou  plusieurs  fois;  et  le  coe(- 
ficieut  de  chaque  combinaison  sera  le  nombre  des  permuta- 
tions qui  pourront  être  cfTcctuées  entre  toutes  les  lettres  (pi 
s'y  trouveront  contenues.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  trouver 
Tcxpression  de  ce  nombre  de  permutations. 

Considérons  à  cet  elFet  unj)roduit  quelconque «"ft'c^... 
de  m  facteurs.  Si  les  facteurs  étaient  tous  différents,  le 
nombre  des  permutations  serait  P=i.2.3...m.  Quand  n 
facteurs  deviennent  égaux ,  les  permutations  qui  ne  diffî- 
raicnt  entre  elles  que  par  la  disposition  de  ces  facteon 
sont  rendues  identiques.  Or,  le  nombre  des  permutations 
différentes  seulement  les  unes  des  autres  par  la  disposition 
de  n  facteurs ,  est  celui  des  permutations  de  ces  n  facteurs; 
donc  il  est  i .  2  3 . . .  ra.  Donc,  en  nommant  P'  le  nombre 

des  permutations  dans  le  cas  de  l'égalité  de  n  facteurs ,  tou 

p 

les  autres  étant  différents ,  P'  = •  Si  d'autres  fac- 

1 .2.  •  ./i 

teurs ,  en  nombre  p,  deviennent  égaux  entre  eux ,  sans  être 

égaux  aux  premiers ,  le  nombre  des  permutations  se  réduin 

p/ 

de  la  même  manière ,  de  sorte  qu'il  deviendra ,  ou 

I .2. . .p 

P 
:  ainsi  de  suite.  Le  nombre  des  permn- 

tations  qui  pourront  être  effectuées  dans  le  produit  pi-oposé 
a^'b^cf . . .  est  donc 

I .2.3.    ,m 


1 .2. .  ./i  X  1  .2. .    /?X  I  .2 


(  *  )  Si  Ton  prend  pour  exemple  le  produit  a»&*,  ou  aaahh ,  le  nombre  d« 

permutations  diflcrentes  de  ce  produit  sera  ^'    '^      ou   10    On  ncui  le 

vérifier,  en  formant  ces  permutations.  A  cet  effet,  on  écrira  d*abord  la 
lettre  b  à  foutes  les  places,  dans  le  produit  aaa;  on  mettra  ensuite,  tlin!» 
tous  les  résultats,  la  seconde  lettre  &  à  la  gauche  de  la  première,  et  on  la 
fera  successivement  avancer  jusqu'à  la  première  place. 
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11  suit  de  là  que  le  terme  général  de  (a+ÉH-c-f-rf-K  •••)*"  c*^ 

i)  « — a'^bPct,,.. 

avec  la  condition 

(2)  /i4-/>-ï- ^  4-. .  .=r  m. 

Pour  obtenir  tous  les  termes  de  («  H-  A  H-  c  -h  £;?-f- . .  .J^^ 
on  devra  donner  aux  exposants  fij  p^  q^  etc.,  dans  la  for- 
mule (i),  toutes  les  valeurs  entières  positives,  y  compris 
zéro ,  qui  vérifieront  l'équation  ('2)  5  et  si  /i  =  o ,  par 
exemple ,  il  faudra  ne  pas  tenir  compte  de  la  suite  i  .2.3. .  ./i  ; 
car  les  nombres  par  lesquels  on  doit  diviser  1.2. 3... m 
sont  seulement  les  nombres  de  permutations  correspon- 
dants aux  di£rérents  groupes  de  facteurs  égaux  contenus 
dans  le  produit  «"i'^c^. . . .  On  pourra  aussi  former  toutes 
les  combinaisons  diiférentes  m  km  des  lettres  a,  6,  c,  etc., 
prises  chacune  une  ou  plusieurs  fois,  comme  cela  a  été 
expliqué  dans  le  n°  324,  et  donner  ensuite  à  chacune  de 
ces  combinaisons  le  coefficient  déterminé  parla  formule  (i). 

Si  N  est  le  nombre  des  termes  différents  du  poly- 
nôme a  H-  i  -f-  c  -i-  rf-h  etc.,  le  nombre  des  termes  de 
(a-hi-+-c-hrf+. .  .)■•  sera  donné  par  la  formule  du  n®  323, 
dans  laquelle  il  faudra  remplacer  m  par  N  et  ;t  par  m.  La 
somme  de  tous  les  coefficients  sera  N". 

336.  Si  Ton  avait  à  former  une  puissance  d^un  polynôme 
ordonné  suivant  les  puissances  de  x 

a-^  bx  -\-  cx^  -I-  dx^  -}-..., 
fe  terme  général  deviendrait 

I  2.3.  .  ./n  X  fl"^''^  .  . 

I.2.../IXI     2.  .  ./>  X  1.2.  .  .9  X.  .  . 

lour  obtenir  tous  les  termes  dans  lesquels  x  aurait  un 
5*  édit.  23 
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mênic  exposant  k^  il  faudrait  déterminer  les  exposants  n, 
/^,  ^,  /',  etc.,  au  moyen  des  deux  équations 

/? -h  ;? -4- Ç-+- r -h . . .  =/ii ,    /?-|-2^-f-3r-+-...  =  X. 

Mais,  si  l'on  voulait  avoir  tous  les  termes  de  la  puissance, 
ou  même  seulement  tous  ceux  dans  lesquels  Texposant  de  x 
ne  surpasserait  pas  une  limite  donnée,  il  y  aurait  peu  d*a- 
vantage  à  se  servir  des  formules  générales  que  nous  venons 
d^établir-,  et  il  serait  plus  commode  d'opérer  par  la  multi- 
plication . 

Extraction  des  racines  des  polynômes. 

337.  On  a  vu,  dans  TArithmétique^  comment  la  compo- 
sition du  carré  et  du  cube  de  la  somme  de  deux  nombres  con- 
duit aux  règles  relatives  à  l'extraction  de  la  racine  carrée  et 
de  la  racine  cubique  des  nombres.  On  déduit  pareillement, 
de  la  connaissance  des  deux  premiers  termes  x^  -4-  max^~^ 
du  développement  de  (x  -h  a)"*,  les  procédés  qu  il  faut  suivre 
pour  extraire  les  racines  de  degrés  quelconques  des  nombres  ^ 
et  Ton  parvient  à  des  règles  analogues  à  celles  qui  concer- 
nent les  racines  carrée  et  cubique;  mais  comme  ces  règles 
trouvent  peu  d'applications ,  nous  passerons  immédiate- 
ment à  Textraction  des  racines  des  polynômes. 

338.  Supposons  qu'on  ait  à  extraire  la  racine  m*'*"' d'un 
polynôme  P. 

Le  polynôme  P  étant  le  produit  de  m  facteurs  égaux  à  la 
racine  cherchée,  si  l'on  conçoit  que  ce  polynôme  et  la 
racine  soient  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes 
d'une  lettre  x ,  le  premier  terme  du  polynôme  P  sera  le 
produit  de  m  facteurs  égaux  au  premier  terme  de  la  racine^ 
par  conséquent,  le  premier  terme  de  la  racine  sera  la 
Racine  m*""'"  du  premier  terme  de  P. 

Afin  de  ne  pas  avoir  à  feire  plusieurs  explications  sem- 
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blables,  supposons  que  l'on  ail  obtenu  un  nombre  quel- 
conque de  termes  de  la  racine ,  et  cherchons  comment  on 
pourra  obtenir  le  terme  suivant. 

Soient  Â  la  somme  des  termes  connus  de  la  racine,  et  H 
la  somme  des  autres  termes  ^  on  aura  P  =  (A  ^-  B)'",  d'où, 
en  nommant  R  le  reste  P  —  A'", 

R  =  ;wA-    'BH î A  — 'B'4-  .... 

I  .9. 

Désignons  par  a  le  premier  terme  de  la  racine ,  et  par  À 
le  terme  de  B  qui  contient  le  plus  fort  exposant  de  x,  et  qui 
est  celui  que  Ton  veut  trouver.  Le  terme  qui  contient  le 
plus  Haut  exposant  de  x,  dans  le  produit  mA'"~*B,  sera 
ma""'^'k.  Les  termes  de  plus  fort  exposant,  dans  les  pro- 
duits A"'-*B%  A'"-'B%  etc.,  seront  a"-'X%  a'"-'X%  etc. 
Or,  Fexposant  de  x  dans  a"*""*i  surpasse  celui  de  cette  lettre 
dans  a™~*X*,  puisque  l'un  des  facteurs  a  du  premier  pro- 
duit est  remplacé  dans  le  second  par  A  qui  contient  x  à  une 
moindre  puissance  que  a.  Par  une  raison  semblable,  l'ex- 
posant de  X  dans  a'"~'  X'  est  moindre  que  dans  a'"~*X*  ;  ainsi 
de  suite. 

Il  suit  de  là  que  le  terme  de  R  qui  contient  le  plus  fort 
exposant  de  x  est  égal  à  ma'""~*X.  Par  conséquent,  pour 
obtenir  le  terme  X ,  il  faut  diviser  le  premier  terme  de  R 
par  »!«"•""*. 

D'après  ces  explications ,  qui  ne  changeraient  pas  si  le 
polynôme  P  et  sa  racine  étaient  ordonnés  suivant  les  puis-^ 
sauces  croissantes  de  x ,  on  est  conduit  à  la  règle  suivante  : 

Pour  extraire  la  racine  m^*"**  iVun  polynôme  P,  ordon- 
nez-Je  suivant  les  puissances  décroissantes  ou  croissantes 
ftune  lettre.  Prenez  la  racine  m**™*  du  premier  terme, 
vous  aurez  le  premier  terme  de  la  racine,  Di%fisez  le 
2'  terme  de  P  par  m  fois  /a  (m  —  ij'èmc  puissance  du  pre- 
ïïiier  terme  de  la  racine,  vous  aurez  le  i*^  terme  de  cette 

23. 
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racine.  Retranchez  de  P  la  m'*-'*"*  puissance  de  la  somme 
des  deux  termes  iroui^és,  et  dwisez  le  premier  terme  du 
reste  par  m  fois  la  (m  —  i)i*"«  puissance  du  premier  terme 
de  la  racine,  vous  aurez  le  3*  terme,  ^insi de  suite. 

Lorsque  le  polynôme  proposé  est  une  puissance  m''""" 
exacte,  ces  opérations  conduisent  à  un  reste  nul.  Réci- 
proquement ,  quand  on  parvient  à  un  reste  nul ,  le  poly- 
nôme proposé  est  une  puissance  m*^"*"  exacte^  et  la  quantité 
qu'on  a  trouvée  est  la  racine  m*''"*  de  ce  polynôme. 

339.  Quand  le  polynôme  proposé  n'est  pas  une  puissance 
m***"'  exacte,  on  doit  continuer  l'opération  jusqu'à  ce  qu'il 
en  i*ésulte  un  caractère  qui  fasse  reconnaître  qu'elle  ne  se 
terminera  pas.  Or,  si  l'on  a  ordonné  suivant  les  puissances 
décroissantes  d'une  lettre,  les  degrés  des  restes  successifs 
iront  constamment  en  diminuant.  En  effet,  en  considérant 
seulement  l'opération  pour  les  polynômes  qui  ne  con- 
tiennent que  des  puissances  entières  de  la  lettre  principale , 
supposons  le  polynôme  P  du  degré  mp.  L'extraction  de  la 
racine  m'*"*''  du  premier  terme  donnera  un  terme  a  du  degré 
;;.  Le  reste  P  —  a*"  sera  au  plus  du  degré  mp  —  i  ;  et  la 
division  du  premier  terme  de  ce  reste  par  m  a"****  donnera  un 
terme  dont  le  degré  sera  au  plus  mp  —  i  —  (m  —  i)^,  ou 
p  —  1.  Désignons,  comme  ci-dessus,  par  A  la  somme  d'un 
nombre  quelconque  de  termes  consécutifs  résultant  de  l'o- 
pération ,  par  R  le  reste  P  —  A",  et  par  X  le  terme  qui 
proviendra  de  la  division  du  premier  terme  de  R  par 
ma"*"*.  La  quantité  qu'on  devra  soustraire  de  R  sera 
(A-hX)'" — A",  ou  mA^^'X-hetc.  Cette  quantité  con- 
tiendra le  terme  ma""^^},^  qui  sera  égal  au  premier  terme 
de  R;  et  ses  autres  termes,  d'après  les  explications  précé- 
dentes, auront  des  degrés  moindres.  Donc,  après  la  sous- 
traction ,  le  degré  du  reste  sera  inférieur  k  celui  de  R.  II 
suit  de  là  que,  si  l'on  ne  peut  obtenir  un  reste  nul,  on 
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{Kinricudra  à  un  reslc  après  lequel  ou  aura  uu  lerme  donl 
Texposant,  multiplie  par  m,  donnera  un  produit  moîndie 
que  Texposant  du  dernier  terme  du  polynôme;  on  sera 
alors  assuré  que  le  polynôme  n'est  pas  une  puissance  m**^'"" 
exacte,  et  que  Toperation  ne  peut  pas  ôtre  terminée;  car 
lorsqu'elle  se  termine ,  le  dernier  terme  dû  polynôme  est 
la  puissance  m'*"*'  du  dernier  terme  de  la  racine;  par  consé- 
<|aent  l'exposant  d'aucun  terme  de  la  racine  n'est  inférieur 
à  celui  de  la  racine  m"'"'  du  dernier  terme  du  polynôme. 

Quand  le  polynôme  P  est  ordonné  suivant  les  puissances 
croissantes  de  la  lettre  principale,  on  est  averti  que  l'opé- 
ration ne  se  terminera  pas ,  lorsqu'on  est  conduite  mettre 
à  la  racine  un  terme  dans  lequel  l'exposant  de  cette  lettre , 
multiplié  par  m ,  donne  un  produit  plus  grand  que  l'expo- 
sant de  la  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme. 
Dans  le  cas  où  le  polynôme  proposé  ne  contient  aucun 
dénominateur  littéral  ou  numérique,  s'il  est  uue  puissance 
m""',  sa  racine  ne  peut  pas  être  fractionnaire  ;  par  consé- 
quent on  est  assuré  que  l'opération  ne  se  terminera  pas 
lorsqu*on  parvient  à  un  reste  dont  le  premier  terme  n'est 
pas  divisible  par  m  fois  la  (m  —  ij"^"»»'  puissance  du  premier 
terme  de  la  racine. 

340.  Quand  le  premier  terme  du  polynôme  proposé  n'est 
pas  une  puissance  exacte  du  degré  m ,  la  racine  m**'"*'  dç 
ce  polynôme  n'est  pas  une  quantité  rationnelle;  mais  on 
peat  encore  appliquer  la  règle  ci-dessus  en  exprimant  la 
racine  m'"**'  du  premier  terme ,  au  moyen  du  signe  ^  ,  ou 
avec  des  exposants  fractionnaires.  On  peut  aussi  midtiplier 
le  polynôme  par  un  facteur  a  tel ,  que  le  premier  terme 
devi(înne  une  puissance  m'^'"'  ;  si  le  polynôme- qui  en  résulte 
a  une  racine  m'^""*  exacte  Q,  la  racine  m''""'  du  polynôme 

donné  est     -• 

tn 

fa 
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Lorsque  le  premier  terme  du  polynôme  est  une  puissance 
^ihme  exacte,  les  termes  qu^on  obtient  i  la  racine  sont  tous 
rationnels  ;  par  conséquent ,  pour  que  l'opération  puisse  se 
terminer,  il  faut  que  le  dernier  terme  du  polynôme  soit 
une  puissance  m**""  exacte. 

341 .  Le  polynôme  P  étant  Ax"''  -f-  Bx"''"*  +  etc. ,  Topé- 
ration  fait  trouver  des  termes  entiers  par  rapport  à  x,  jus- 
qu'à ce  que  Ton  soit  parvenu  à  un  reste  R  du  degré 
mp  —  p —  I ,  ou  d'un  degré  moindre.  Ainsi,  on  peut  dé- 
composer un  polynôme  du  degré  mp  en  deux  parties ,  dont 
l'une  est  la  puissance  /n'^'"'  d'un  polynôme  entier  par  rap- 
port à  X ,  et  l'autre  est  du  degré  mp  —  p  —  i ,  ou  de  degré 
moindre.  On  ne  peut  obtenir  qu'une  seule  décomposition 
semblable  d'un  polynôme  donné  \  car  les  termes  qui 
résultent  de  l'opération,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  parvenu 
au  reste  R,  ne  dépendent  pas  des  termes  du  polynôme  P 
dont  le  degré  est  moindre  que  mp  —  p\  par  conséquent,  si 
Q  est  Fensemble  des  termes  qu'on  a  trouvés ,  et  si  Z  est  un 
polynôme  d'un  degré  moindre  que  mp — /?,  et  tel,  que  P — Z 
soit  une  puissance  m*'""',  la  racine  m'""'  de  P  —  Z  sera  Q  : 
et,  par  suite,  on  aura  Z  =  R. 

342.  On  n'a  pas  eu  égard,  pour  l'extraction  de  la  racine 
nV""'  des  polynômes ,  à  ce  qui  a  été  dit  des  diverses  racines 
d'un  même  degré  d'une  quantité  quelconque  (n°  214); 
mais  ou  verra  dans  la  suite  que  ces  racines  se  déduisent  de 
l'une  d'entre  elles  ;  et  on  les  trouverait  toutes  par  la  règle 
ci-dessus,  si  Ton  considérait  successivement  toutes  les  racines 
m'"'**''  du  premier  terme  du  polynôme. 

Triangle  arithmétique  et  nombres  figures. 

343.  D'après  la  loi  des  exposants  de  x  et  de  a  dans  le 
développement  de    (x  -f-  «)'",  et  sans  connaître  celle  des 
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coefficients,  on  peut  poser 

[j  -h  a)*  =  ^  H-  A«x"-'  -f-  Bn'x«-'4-  Ca'ar*-^-f-  .... 

Eu  multipliant  par  x  4-  a,  il  vient 

(x-h  a)"»-^'  =  x*+'  -f-  Aax"  4-  Ba'x"-«  -f-  Cn^x*-»  +  .  .  . 

-f-     ajT"  4-  Afl'x"-»  4-  Ba'x"-»  -h 

On  conclut  de  là  que  le  coefficient  d'un  terme  de  la 
(m  -f-  i)  »•■"•'  puissance  de  x  -j-  a^  est  la  somme  du  coefficient 
du  terme  de  même  rang  et  de  celui  du  terme  précédent 
dans  la  puissance  m*^"'. 

344.  En  se  fondant  sur  celle  proposition ,  on  peut  former 
les  coefficients  des  puissances  successives  de  x  4-  a ,  comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  suivant  : 

1 ,      1 ,     1 ,     I ,.     I ,     I ,      I ,      I ,     I , .  . . 

I,       2,       O,       i\y       O,       O,        "y,       O,  .  .  . 
I  ,       3  ,       (i ,     !  o ,     1 5  ,     21,    28 ,  .  .  . 

1 ,     4>    'o>  ^^>  »^5,  56, . . 

1 ,     5,   i5,  35,  7c), . . 

I ,     6 ,  2 I ,  56 , . . . 

I ,  7,  28,    . . 

■  I   •         O  ^  •    •    • 

I   *  •    •  •   • 

La  première  colonne  est  formée  d'un  seul  terme  qui  est  i . 
U  deuxième  colonne  est  formétî  du  nombre  1  écrit  deux 
fois.  On  forme  la  troisième  colonne  en  plaçant,  à  côté  de 
Aaque  terme  de  la  deuxième  colonne,  le  nombre  qu'on 
obtient  en  ajoutant  à  ce  terme  celui  qui  est  au-dessus  :  on 
trouve  ainsi ,  pour  le  premier  terme  de  la  troisième  colonne, 
i  +  o  ou  1  ^  le  deuxième  terme  est  1  4-  i  ou  2  ;  et  le  troi- 
sième terme  est  o  4-  i  ou  1 .  La  quatrième  colonne  se  déduit 
'Je  la  troisième .  <'omme  celle-ci  de  la  deuxième.  Ainsi  de 
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suite.  Les  deux  termes  de  la  deuxième  colonne  pouvant  ètic 
considérés  comme  les  coefBcicnts  de  la  première  puissance 
de  a:  +  a ,  il  résulte  de  la  règle  ci-dessus  que  les  termes  de 
la  troisième  colonne  sont  les  coefficients  du  développement 
de  (x  +  a)'  ;  que  ceux  de  la  quatrième  colonne  sont  la 
coefficients  du  développement  de  (x  -4-  a)*,  etc. 

Ce  tableau ,  inventé  par  Pascal ,  a  reçu  le  nom  de  trian^ 
arithmétique  ;  il  peut  être  prolongé  indéfiniment. 

345.  Il  suit  de  la  composition  du  triangle  arithmétique, 
que  lep'^""'  terme  d'une  ligne  horizontale  quelconque  est  h 
somme  des  p  premiers  termes  de  la  ligne  horizontale  précé-. 
dente.  Car,  si  Ton  considère,  par  exemple,  le  sixième  terme 
de  la  quatrième  ligne,  qui  est  56^  il  a  été  formé  en  ajon- 
tant  les  deux  nombres  21  et  35 ,  qui  sont  placés  à  sa  gancbe 
dans  la  troisième  ligne  et  dans  la  quatrième;  mais  35  est  la 
somme  des  termes  1 5  et  20  de  ces  deux  lignes  \  20  est  la 
somme  des  termes  10  et  10  des  mêmes  lignes;  le  terme  10 
de  la  quatrième  ligne  est  la  somme  des  termes  6  et  4; 
enfin ,  4  <^^  1^  somme  des  termes  3  et  i  ;  on  a  donc 
56=ai-h  iS-h  10-1-6-4-3-4-  i. 

346.  Le  principe  sur  lequel  est  fondée  la  construction  du 
triangle  arithmétique ,  et  la  propriété  que  nous  venons  de 
faire  remarquer,  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des  com- 
binaisons. En  effet,  lé  coefficient  du  (w -h  i )"•"••  terme  de 
la  (m  H-  i)*^"""  puissance  de  x  -i-  a  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons  de  m  H-  i  lettres  prises  n  h  n.  Or,  ces  combi- 
naisons peuvent  être  considérées  comme  composées  dedeai   i 
parties,  savoir:  des  combinaisons  qui  ne  renferment  pas 
une  des  lettit?s,  a  par  exemple,  et  dont  le  nombre  est  celui    , 
des  combinaisons  de  m  lettres  //  à  /i:  et  des  combinaison^    j 
qui  renferment  la  lettre  a,  et  dont  le  nombre  est  celui  de» 
combinaisons  de  tn  lettres  //  —  1  à  w  —  i .  D'après  cela,  <*n 
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faisant  usage  de  la  même  notation  que  dans  le  n*^  319 ,  on  a 

cette  égalité  démontre  la  proposition  qui  a  été  établie  dans 
le  n«  343. 

Pour  démontrer,  par  la  théorie  des  combinaisons ,  que  le 
piime  lemxe  d'une  ligne  horizontale  du  triangle  arithmétique 
est  la  somme  des  p  premiers  termes  de  la  ligne  norizontale 
précédente,  il  faut  remarquer  que  le  premier  terme  de  la 
(n  + 1)»*'"'  ligne  horizontale  du  triangl^e  arithmétique  appar- 
tenant à  la  (« -|- 1  )**"*•  colonne  verticale,  il  s'ensuit  que 
le  p"*"'  terme  de  la  (n  -h  i)""»'  ligne  horizontale  est  dans 
la  {n  -4-p)»'"*'  colonne  verticale,  de  sorte  qu'il  est  l'un  des 
coeiBcients  du  développement  de  (jr -h- a) ""*"''"*;  et  il  est  le 
coefficient  du  [n  -4-  i )'«'«*  terme  de  ce  développement,  puis- 
qu'il occupe  dans  la  colonne  verticale  le  [n  •+■  i )*'""'  rang. 
Ce  terme  est  donc  le  nombre  des  combinaisons  de  n-\-p — i 
letti^es  prises  n  à  n^  ou  (/*  -hp —  i)„. 

Cela  posé,  si,  dans  la  formule  (i),  on  remplace  m  par 
n  +  p  —  a,  on  obtient  la  suivante: 

et  en  remplaçant  successivement  dans  celle-ci  p  par  ^  —  i , 
par  p  —  a*, . . . ,  par  p  - —  [p  —  a)  ou  2 ,  on  forme  une  suite 
d'^alités  desquelles  on  conclut,  en  observant  que  (w)„  =  i , 

(«"♦-/>— l)„  =  (/H-/?  —  2)„_,-f(/i-i-/?--3)„_, -h..  .-+-(/?)«-, -H I. 

Cette  égalité  démontre  le  principe  qu'il  s'agissait  d*établir; 
car  le  p**'"'  terme  de  la  [n  -h  i )'*'«*•  ligne  étant  [n-^p  — 1)„, 
les  p  premiers  termes  de  la  n'*'"*  ligne  sont,  dans  Tordre 
décroissant,  [n+p  —  2)„_i,  {n-+-  p  —  3)„_i, . .  . ,  1 . 

347.  Les  nombres  qui  composent  les  différentes  lignes  . 
du  triangle  arilhraéliqur,  à  partir  de  la  2*^  ligne,  ont  roçu 


] 
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\c  nom  (le  uombœs  figiwés.  Les  nombres  de  la  2^  ligne,  on 
les  nombres  naturels,  sont  les  nombres  figurés  du  i^'ordit*, 
les  nombi^s  de  la  3^  ligne  sont  les  nombres  figurés  èi 
a*"  ordre  ;  les  nombres  de  la  4°  ligne  sont  les  nombres  figoio 
du  3'  ordre;  ainsi  de  suite.  Les  nombres  figurés  du  a* ordre 
sont  aussi  appelés  nombres  triangulaires^  et  les  nombres 
iigurés  du  3^  ordi^e  sont  appelés  nombres  pyramidaux  ni- 
angulaires\  On  appréciera  bientôt  la  raison  de  ces  dénomi- 
nations (*). 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^^  34o  et  346 ,  la  somme 
des  p  premiers  nombres  figurés  de  Tordre  n  est  égale  aa 
/)'•'"'  nombre  figui^  de  Tordre  n  -+-  i  ;  celui-ci  est  le  nombre 
des  combinaisons  de  n  -f-  p  lettres  w  4-  i  à  //  +  i ,  et  son 
expression  est,  diaprés  la  formule  du  n°318, 

■  21 ; • 

I  .  2  . 3 . . .  (/i  -f-  I J 

Pour  obtenir  la  somme  des  p  premiers  nombi*cs  naturels, 

on  fera  /i  =  1  dans  la  formule  (a)  :  elle  deviendi'a  ^-^ -1 

re  (jiii  s'accorilf»  avec  ce  que  nous  avons  vu  en  nous  cktii- 
|»ant  des  progressions  par  dîHerence. 

Sommation  des  piles  de  boulets. 

WWi.  Les  piles  de  boulets  sont  composées  d'une?  suite  de 
tranches  horizontales  disposées  de  telle  sorte,  que  les  boulets 
de  chaque  tranche  se  trouvent  placés  au-dessus  des  vides  des 


^*)  La  ilénomi nation  de  nombres  figurés  uo  s'appliqtie  pas  seulement 
aux  nombres  qui  composent  le  triangle  aritbihptique  do  Pascal;  elIeaeU 
itendue  à  beaucoup  d'autres  suites  de  nonilH^*»,  parmi  lesquelles  sont 
«.ompri^es  la  suite  dos  carres  des  nombres  naturels,  qu*on  nomme  ki 
•:%*mhrrs  vat rvs ,  el  la  ^uile  des  nombres  qui  se  forment  }»ar  Taddition  il<! 
plusieurs  termes  consecutits  de  la  vaiii*  des  eiirr^:^  di.s  nombres  naiurslft 
"i  pariii  de  i.  Mai>  l.i  llieorir  de  ee>  •li\rrsf*  suite*  d«*  nonibre>  figun-s  nV'si 
qu'un  simple  i»bjel  de  curiusite 
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boulets  de  la  trancbe  immédiatement  inférieure  ^  tous  les 
boulets  se  touebent  et  sont  de  même  calibre. 

La  pile  triangtdaxre  a  la  forme  d'une  pyramide  triangu* 
laire  dont  la  base  est  un  triangle  équilatéral  ;  cbaque  trancbe 
est  formée  d^une  suite  de  files  de  boulets  telles,  que ,  à  partir 
de  Fun  des  sommets  de  la  trancbe,  la  première  file,  qui 
est  le  sommet  lui-même ,  ne  contient  qu'un  seuV  boulet  ;  la 
deuxième  file  en  contient  2  \  la  troisième  file  en  contient 
3 ,  etc.  Il  résulte  de  cette  disposition  des  files  et  de  la  dispo- 
sition des  trancbes  horizontales  les  unes  à  Tégard  des  autres, 
qnc'les  nombres  de  boulets  des  difierentes  trancbes,  à  partir 
du  sommet,  sont 

I,     1-4-2,     I-H2H-3,      I -4- 2  H- 3  H-4j  ••   • 

Ces  nombres  sont  ceux  qui  composent  la  3*  ligne  du  tri- 
angle arithmétique,  ou  les  nombres  triangulaires.  Par 
conséquent,  si  le  nombre  des  boulets  d'un  des  côtés  de  la 
base  est  représenté  par  /?,  on  obtiendra  le  nombre  des 
boules  de  la  pile  en  faisant  dans  la  formule  (2)  /z  =  2  ^  ce 
qui  donne 

^  1.2.3 

La  pile  quadrangulaire  a  la  forme  d^une  pyramide  qua- 
drangulaire*dont  la  base  est  un  carré.  Cette  pile  est  compo- 
sée ,  à  partir  du  sommet ,  d'une  suite  de  trancbes  dont  la  pre- 
mière contient  un  seul  boulet,  la  deuxième  en  contient  2', 
la  troisième  en  contient  3' 5  ainsi  de  suite ^  de  sorte  que,  si 
le  nombre  des  boulets  d'un  des  côtés  de  la  base  est  p,  le 
nombre  des  boulets  de  la  pile  est 

H-2'-+-3'-f-4'-+-.    .-hp'^ 

Pour  obtenir  la  formule  qui  donne  la  valeur  de  cette 
somme,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  disposition  des 
boulets  dans  1rs  tranches  carrées  et  triangulaires,  on  voit 
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immédiatement  qu'une  tranche  carrée  dont  le  côté  contient 
n  boulets  se  compose  d'autant  de  boulets  qu'il  s'en  trouve 
dans  deux  tranehes  triangulaires  dont  l'une  contient  n  bou- 
lets sur  chaque  côté,  et  l'autre  en  contient  n —  i.  Cesi 
d'ailleurs  ce  qu'on  peut  vérifier  par  les  expressions  de  cvb 
deux  nombres  ;  le  nombre  des  boulets  d'une  tranche  trian- 
gulaire dont  le  côté  contient  n  boulets,  ouïe  «"'"*'  nombre 

1  •               n(n  -h  i)  , 

triangulaire ,  est *,  en  changeant  n  en  n  —  i ,  on 

obtient  —^  et  la  somme  de  ces  deux  quantités  est  /i*. 

On  conclut  de  cette  observation  que  la  somme  ci-dessus, 
ï  H-  2*  -f-  3'  -h ...  -4-  p',  est  égale  à  la  somme  des  p  pre- 
miers termes  de  la  suite  des  nombres  triangulaires ,  aug- 
mentée de  la  somme  des  p  —  i  premiers  termes  de  la  meino 
suite.  Or,  on  vient  de  voir  que  la  somme  des  p  premiers 

nombres  triangulaires  est  ^^ -^ -i  et  en  chan- 

I    •   2  •   O 

géant  dans  cette  expression  p  enp  —  i ,  on  trouve  celle-ci  : 
\Z Lj^ L  On  obtiendra  donc  le  nombre  des  boulets 

1.2.3 

de  la  pile  quadrangulaire  en  ajoutant  ces  deux  quantités, 
ce  qui  donne 

f/\  /^(/?H-  l)(2/?+l) 

La  pile  qu'on  nomme  rectangulawe  a  pour  base  un  rec- 
tangle et  se  termine  par  une  file  de  boulets.  Soit  /7  -h  i  le 
nombre  des  boulets  de  la  file  supérieure.  La  tranche  située 
immédiatement  au-dessous  sera  formée  de  deux  files  conte- 
nant chacune  p-{-i  boulets ,  de  sorte  que  le  nombre  des  bou- 
lets de  cette  tranche  sera  2  (/!7  -h  2)  ;  le  nombre  des  boulets 
de  la  tranche  suivante  sera  3  (p-f-3)  \  ainsi  de  suite.  Enfin* 
si  le  nombre  des  boulets  du  petit  côté  de  la  base  est  n,  le 
nombre  des  boulets  de  la  base  sera  //  {/?  -h  //).  Le  nombro 
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des  boulets  de  la  pile  sera  donc 

/?  -M  -h  2  (/>  -4-  2)  -h  3  (;?  4-  3)  -H . .  .  -f-  «  (a^  -H  «)• 

Cette  somme  se  compose  de  deux  parties,  dont  Tune  est 

p(H-2-f-3-|-...4-n),  et  Fautreest  i-f-2'-f-3'4-...4-n'. 

r             -^            .•                              .       /?X  «  X(/î  -h  i)      . 
Lia  première  partie  a  pour  expression ^;  et 

d'après  la  formule  (4) ,  la  seconde  partie  est  exprimée  par 

— ^ —^ -'  On  obtiendra  donc  le  nombre  des  boulets 

de  la  pile  rectangulaire  en  faisant  la  somme  de  ces  deux 
quantités,  ce  qui  donne 

.  «.  /?{«-+-  0(3;? -h  2/î  -+-  i) 

^^^  77^-^ 

Pour  évaluer  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  une 
yile  tronquée ,  il  faut  prendre  la  ditlércnce  de  deux  piles 
complètes. 

Sommation  {/es  puissances  semblables  et  entières 
d'une  suite  de  nombres  en  progression  par  diffé- 
rence. 

34r9.  Soit  la  progression  par  diflTérencc 

a  .h  .c.d.  .  .  /, 

€t  désignons  patr  r  la  raison  de  cette  progression ,  par  n  le 
nombre  des  termes.  On  a 

b  ■=  a  '\-  r^     c  =  b  -\-  Fy     ^  =  c  -f-'  r, . . .  ; 
d'où,  en  élevant  les  deux  mcnJîres  à  la  puissance  m  -f-  i, 

1.2 


,-^.       .  /  V    .  (m  -4-  I  )  w      , 


I   .    9. 


\ 
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On  a  pareillement 

(/  -4-  /-)»-♦-•=: /--^'-h  (m  -f-  i)  r/"  -H  — ^^  r»/*-*  -,-  . .  .4.;-+. 

I  •  'A 

Posons  généralement  Sp= a^'-h  bf-hC-h ...+/''.  En  ajou- 
tant toutes  les  égalités  précédentes,  on  obtient 

(i)    1/  +  't)""^'  =  «'^'  H-  (/w  4-1)  rS«-+-  ('^_±Lîl^  r»S^^,  -h. .  .-{-ni^\ 

L'équation  (1)  fait  connaître  S,„  quand  on  connaît  lessorames 
des  puissances  des  degrés  moindres,  S„,_|,  S«_i,  etc.;  eloa 
obtiendra  ces  difTérentes  sommes  en  faisant  successivement 
7«  =  I ,  :=  2 ,  =3,  etc. 

Si  Ton  résout  Téquation  (i)  par  rapport  à  S„,  elle  sera 

(7)  S«  = 7 ; — ^ "7  rSfl,.., 5 —  H  S,»— ï  •  • ;" 

^  -'  (w  4-  ijr  ?-  2     3  /«+ 

On  peut  écrire  S©  au  lieu  de  n  ]  car  a^-hb^-\-c^ . . .  -f-A=n. 
De  cette  manière  tous  les  termes  du  second  membre  de  la 
formule  {2)  sont  compris  dans  la  même  loi. 

Comme  application ,  considérons  la  suite  naturelle  des 
nombres  ;  on  a  r  =  1 ,  «  =  1 ,  /:=//;  et  en  faisant  d  aboix! 
///  =  I ,  on  trouve 

9.  9.  9. 

,,       ,.  .  .  1  .,  /l{//-f  I  .'■ 

Ln  taisant  ensuite  m  =  2,  et  remplaçant  îi,  par 

il  vient 

(/i  4-  ij- —  I       //(//  -h  i)       // 

^■"=  3 r-  ~  3' 

d  où  l'on  conclut  aisément 

//(^-f-  i){9.n-+-  i) 
(31  b,— ^, 

350.  On  peut  déduire  (Je  la  forniule  (,))    la  soiniiialu»" 
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des  piles  de  boulets.  Le  second  membre  de  cette  formule 
exprime  le  nombre  de  boulets  de  la  pile  quadrangulaire, 
dont  le  pombre  des  boulets  du  côté  de  la  base  est  n. 

Pour  la  pile  triangulaire,  le  nombre  des  boulets  de  la 

tranche  inférieure  est ?  ou •  En  faisant  suc- 

cessivcment  n  =  i ,  =  2  =  3,  etc.,  on  obtient  les  nombres 
de  boulets  des  diiFérentes  trai^hes  à  .partir  du  sommet 

I  H- I»       2 -4- a'       3  4-3'       /H-/i' 
9     ï     j     — * — • 

2  2  2  2 

La  somme  de  tous  ces  nombres  se  compose  de  la  moitié 
de  la  somme  des  nombres  naturels  de  i  à  n ,  et  de  la  moitié 
de  la  somme  de  leurs  carrés.  On  retrouve  ainsi  la  for- 
mule (3)  {n°348). 

Le  calcul  du  nombre  de  boulets  de  la  pile  rectangulaire 
s'effectue  de  la  même  manière  que  dans  le  n^  348. 


CHAPITRE  DOUZIÈME. 

I>IVISIBILITÉ    DKS   QUANTITES   ALGÉBRIQUES.   THÉOBIF.  DU  PLUS  ClAITD 

COMMUN    DIVISEUB. 


De  la  décomposition  des  quantités  algébriques  en 

facteurs  premiers. 

« 

351 .  On  nomme  quantités  entières  les  quantités  algé- 
briques rationnelles  qui  ne  contiennent  aucun  dénomina- 
teur numérique  ou  littéral,  et  Ton  dit  qu'une  quantité 
entière  est  ou  n'est  pas  divisible  par  une  autre,  suivant  que 
le  quotient  de  la  première  quantité  par  la  seconde  est  on 
n*cst  pas  une  quantité  entière. 

Lorsqu'une  quantité  entière  n'est  divisible  par  aucune 
quantité  entière  autre  qu'elle-même  et  Tunité,  on  dit 
([u'elle  est  première.  Ainsi ,  a  —  t*  est  une  quantité  pre- 
mière ;  il*  en  est  de  même  du  trinôme  x*  —  x  4- 1 ,  car  ce 
trinôme  est  équivalent  à  [x — t)'-t-7i  et  il  n'admet  pour 
diviseur  aucune  quantité  entière  autre  que  lui-même.  On  dit 
que  deux  quantités  entières  sont  premières  entre  elleSy  lors- 
qu'il n*existe  aucune  quantité  entière  autre  que  l'unité  qui 
les  divise  exactement  Tune  et  l'autre.  Ainsi  les  quantités 
a' — i'  et  4  û' — 9  ft*  sont  premières  entre  elles ,  car  a' — 4' 
n'admet  pour  diviseurs  que  a  —  b  ci  a  4-  i,  et  4  «'  —  9  4* 
n'admet  que  les  deux  diviseurs  la-^i  b  et  ia  —  3i. 

Les  quantités  premières  algébriques  donnent  lieu  à  des 
théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  fait  connaître 
dans  le  chapitre  MIT,  au  sujet  des  nombres  premiers 
(n^^  216  et  217).  Pendant  longtemps  on  s'est  contenté  d'ad- 
mettre ces  théorèmes  sans  les  démontrer;  mais  M.  Lefé- 
BURE  DE  FouRCY  cu  a  douué  Ics  démonstrations  en  18271 
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dans  un  ouvrage  intitulé  :  Traité  sur  le  plus  grand  commun 
diviseur  et  la  théorie  rie  r  élimination.  Ce  sont  ces  dénions - 
irations  que  nous  allons  exposer. 


I.  Théorème  i*"^.  —  Toute  quantité  première  P  r/ui 
dîme  le  produit  de  deux  quantités  entières  A  e^  B,  doit 
dimer  l'une  d'elles. 

Nous  avons  déjà  démontré  ce  théorème  pour  le  cas  où 
A,B,  P  sont  des  nombres  (n°216).  Supposons  que  ces 
quantités  ne  contiennent  pas  plus  d'une  lettre^  il  y  aura 
quatre  cas  à  examiner. 

Premier  cas.  A  contient  la  lettre  x,  B  et  P  sont  numé- 
riques. 

Soit 

A  =  ûx'^-  4-  à.T'^  -h  .  .  . , 

a,  i,  etc.,  étant  des  nombres  entiers ,  ainsi  que  a,  (3,  etc. 
En  multipliant  A  par  B,  on  a 

AB  =  BaT""  H-  Bkr'-  -h 

Puisque  le  produit  AB  est  divisible  par  le  nombre  P,  il  faut 
que  P  divise  chacun  des  coefficients  Ba,  Bi,  etc.-,  par  con- 
séquent, si  P,  qui  est  un  nombre  premier,  ne  divise  pas  B, 
il  devra  diviser  chacun  des  nombres  a,  fe,  etc.  Or,  s'il 
divise  tous  ces  nombres,  il  divise  le  polynôme  A.  Donc  P 
doit  diviser  A  ou  B. 
Deuxième  cas.  A  et  B  contiennent  x^P  est  numérique. 
Supposons  que  P  ne  divise  ni  A  ni  B.  Nommons  A'  Ten- 
\     semble  de  tous  les  termes  de  A ,  dont  les  coefficients  sont 
1     des  multiples  de  P,  et   A''  l'ensemble  de  tous  les  autres 
I     termes;  on  aura  A  =  A' H- A".  Décomposons  B  de  la  même 
■     manière;  et  soit  B  =  B'-h-  IV;  on  aura 


ABzr  (A'-+-A")(B'-}-  B";  =z  A' B' -h  A' B" -4- A'' B' -^  A''B". 

Ips  trois  premières  parties  de  vv  produit  sont  divisibles 
5  Vf///.  >î 
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par  P;  et  puisque,  suivant  renoncé  du  théorème,  Pdirisc 
AB,  il  faut  que  P  divise  A"B'',  ce  qui  exige  qu'il  divise  tous 

les  termes  de  A"B''.  Soient  ax^  et  hx^  les  termes  de  A"  et 
de  B'',  dans  lesquels  la  lettre  x  a  le  plus  haut  exposant  ;  le 

terme  ahx^'^^  fera  partie  du  produit  A"B",  et  il  ne  pourra 
se  réduire  avec  aucun  autre  terme  de  ce  produit;  or,  le 

terme  ahx^'^^  n'est  pas  divisible  par  P,  puisque,  d*après 
les  suppositions,  P  ne  divise  ni  a  ni  &.  Il  est  donc  impos- 
sible d'admettre  que  P  divise  AB  et  ne  divise  ni  A  ni  B. 

Troisième  CAS.  K  contient  x,  B  est  numérique,  et  P 
contient  x. 

Représentons  par  Q  le  quotient  de  AB  par  P,  qui,  par 
hypothèse,  est  une  quantité  entière,  et  nommons  F,  F\ 
F^',  etc.,  les  facteurs  premiers  du  nombre  B;  on  aura 

AFF'F''...=PQ. 

Le  premier  membre  de  celte  égalité  étant  divisible  par  F,  le* 
produit  PQ  doit  l'être  aussi;  mais  P  est  une  quantité  pre- 
mière qui  contient  x  ;  donc  elle  n'est  divisible  par  aucun 
nombre;  donc  Q  est  divisible  par  F,  sans  quoi  le  produit 
PQ  ne  pourrait  pas  être  divisible  par  F  (a*  cas).  Soit  Q' 
le  quotient  de  Q  par  F,  on  aura 

AF'F"...  =PQ'. 

On  prouvera  de  la  même  manière  que  Q'  doit  être  divisible 
par  F';  et,  en  nommant  Q^'  le  quotient,  on  aura 

AF"...  =  PQ". 

En  continuant  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  premier  membre  ne 
renferme  plus  que  A ,  on  arrivera  à  une  égalité  telle  que 

A  =  PQ.; 

et,  comme  Qi  sera  encore  une  quantité  entière ,  on  conclut 
de  cette  dernière  égalité  que  P  divise  A. 
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Quatrième  cas.  A,  h  et  P  contiennent  x. 

Supposons  que  P  ne  divise  pas  A.  Si  le  degré  de  P  ne  sur- 
passe pas  celui  de  A ,  elFecluons  la  division  de  A  par  P,  aiin 
de  parvenir  à  un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Le  quotient 
pourra  contenir  des  coefficients  fractionnaires ,  mais  il  sera 
entier  par  rapport  à  x.  Représentons  par  M  le  nombre  par 
lequel  il  faudra  multiplier  ce  quotient  pour  que  tous  les 
dénominateurs  disparaissent,  par  Q  le  polynôme  entier  qui 
résultera  de  cette  multiplication ,  et  par  A'  le  polynôme 
qu  on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par  M  le  reste  de  la 
division;  il  est  clair  que  Q  et  A'  seront  le  quotient  et  le 
reste  qu'on  trouverait  si  l'on  divisait  MA  par  P,  de  sorte 
que  Ton  aura 

MA  =  PQ  -+-  A'. 

A'  ne  sera  pas  nul  *,  autrement  le  produit  MA  serait  divisible 
par  le  polynôme  premier  P,  ce  qui  est  impossible  (3®  cas)  5 
déplus  A'  sera  une  quantité  entière,  puisque  MA  et  PQ 
sont  des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  Tégalité  ci-dessus 
parB,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  il  vient 

,.AB       „^       A'B 

On  conclut  de  cette  dernière  égalité  que  P,  qui  divise  AB , 
doit  diviser  aussi  A'B. 

Supposons  que  A'  soit  algébrique  ;  en  divisant  P  par  A',  on 
parviendra  à  un  reste  de  degré  moindre  que  A',  et  en  repré- 
sentant par  M' le  nombre  par  lequel  il  faudra  multiplier  le 
quotient  pour  que  les  dénominateurs  disparaissent ,  par  Q' 
Itî polynôme  entier  qui  résultera  de  cette  multiplication,  et 
P^r  A''  le  produit  qu'on  obtiendra  en  multipliant  aussi  par 
M' le  reste  de  la  division ,  on  aura 

M'P  =  A'Q'-fA". 


f 
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A''  ne  sera  pas  nul;  rar,  si  v.cla  élail,  il  faudrail  que  M'P 
lui  divisible  par  cliaquc  facteur  premier  algébrique  de  A'. 
<e  qui  est  impossible;  de  plus,  A"  sera  une  quantité  entière, 
puisque  M'P  et  A'Q'  seront  des  quantités  entières. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  dernière  égaille 
par  R,  et  les  divisant  ensuite  par  P,  on  aura 

A'B     ,       A"B 
M'B:=  — Q'4-— . 

On  conclut  de  celle-ci  que  P,  qui  divise  A'B,  doit  divise» 
aussi  A" H. 

Si  A"  est  encore  algébrique ,  on  divisera  P  par  A";  il  en 
l'ésultera  tine  nouvelle  égalité  semblable  aux  précédentes, 
savoir  : 

M"  P  =  A'Q  "  -h  A";     iVoix     M"B  =  ^?  Q  '  4-  ^- 

P  P 

La  dernière  égalité  montre  que  P,  qui  divise  A"B,  doit  divi- 
ser aussi  A'" H. 

Eu  continuant  ainsi,  on  parviendra  nécessairement  à  un 
reste  numérique  Aj,  puisque  Ton  ne  saurait  avoir  un  restr 
nul  immédiateriient  après  un  reste  fonction  de  .r  ;  et  corann 
on  voit  par  les  raisonnements  ci-dessus  que  le  produit  A|H 
devra  encore  être  divisible  par  P,  il  s'ensuit  que  P  doit  divi- 
ser B  (3*"  cas). 

Si  le  degré  de  P  surpassait  celui  de  A,  la  démonstration 
se  ferait  de  la  même  manière;  seulement  on  diviserait 
d'abord  P  par  A ,  au  lieu  de  diviser  A  par  P. 

Si,  au  lieu  de  supposer  que  les  quantités  A ,  B  et  P  nr 
contiennent  pas  plus  d'une  lettre,  on  siipposc  qu'il  peut  y 
avoir,  dans  ces  quantités ,  deux  lettres  .r  et  j,  on  aura  encore 
quatre  cas  à  examiner,  savoir  : 

Lorsquun  seul  ffcs  facteurs  A  e/  B  contient  la  lettre  x. 
et  que  P  ne  la  contient  point  ,• 
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Lorsque  les  deux  facteurs  A  et  W  contiennent  la  lettre\^ 
el  que  P  ne  la  contient  point; 

Lorsqu'un  seul  des  J acteurs  A  e/'B  contient  la  lettre  x  , 
et  que  P  la  contient  aussi; 

Enfin,  lorsque  les  deux  facteurs  A  ef  B  contiennent  In 
lettre  x ,  et  que  P  la  contient  aussi. 

Les  démonstrations  sont  semblables  à  celles  qui  viennent 
d'elre  exposées  5  la  seule  difïërence  consiste  en  ce  que  les 
quantités  qui  précédemment  étaient  supposées  numériques, 
peuvent  être  ici  des  quantités  algébriques  dépendantes  de  la 
lettre  y. 

De  même  que  les  cas  où  les  quantités  A ,  B ,  P  ne  ren- 
ferment pas  plus  d^une  seule  lettre  servent  à  démontrer  la 
proposition  pour  les  cas  où  ces  quantités  peuvent  contenir 
deux  lettres,  de  même  ceux-ci  serviront  à  passer  aux  cas 
où  ces  quantités  pourraient  contenir  trois  lettres;  et  ainsi 
de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  lettres.  Le  théorème 
général  doit  donc  être  regardé  comme  démontré. 

353.  Théorème  ii.  —  Une  quantité  littérale  ne  peut  pas 
.  être  décomposée  en  facteurs  premiers  de  plusieurs  ma-- 
nîères. 

Soit  ABCD. .  .  un  produit  de  facteurs  premiers,  et  sup- 
posons qu^il  soit  égal  à  un  autre  produit  abcd,  .  . ,  les  fac- 
teurs a,  i,  c,  d^  etc.,  étant  aussi  premiers.  Le  facteurs  divi- 
sant abcd.  .  . ,  il  faudra  qu'il  divise  aussi  ABCD. . . .  Or,  si 
la  quantité  première  a  est  diflerente  de  chacune  des  quan- 
tités premières  A,  B,  C,  D,etc.,  elle  ne  pourra  diviseï* 
aucune  d'elles;  ne  divisant  ni  A  ni  B,  d'après  le  théorème 
précédent,  elle  ne  divisera  pas  le  produit  AB-,  ne  divisant 
ni  AB  ni  C,  elle  ne  divisera  pas  ABC;  ainsi  de  suite.  11  faut 
donc  que  le  facteur  a  soit  égal  à  l'un  des  facteurs  A  ,  B,  C  . 
D,  etc.  Supposons  a  =  A.  En  divisant  les  deux  produits 
par  A,  les  produits  restants  BCD n  hcd soni 


1 
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encore  égaux ,  et ,  en  leur  appliquant  le  raisonnement  pré- 
cédent, on  conclura  que  b  doit  être  égal  à  Tun  des  facteurs 
du  produit  BCD. . .;  ainsi  de  suite.  Il  faut  donc  que  les 

deux  produits  ABCD et  abcd soient  composés 

des  mêmes  facteurs  premiers  ^  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

On  doit  remarquer  que  cette  démonstration  ne  difi%re  pis 
de  celle  que  nous  avons  donnée  pour  les  nombres  {jaP  217). 

Corollaire.  —  Au  moyen  du  théorème  ci-dessus ,  il  est 
facile  de  prouver  la  proposition  que  nous  avons  admise  dans 
les  n^'  169  et  339  :  que  la  racine  d'un  degré  quelconque 
d'une  quantité  entière  ne  peut  être  une  quantité  fraction- 
naire. La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  i  celle 
qui  a  été  donnée  pour  les  nombres  (n^  225). 

Du  plus  grand  commun  dluiseur  des  quantités 

algébriques  entières. 

354.  On  nomme  plus  grand  commun  diinseur  de  plu- 
sieurs quantités  algébriques  entières ,  le  produit  de  tous  les 
facteurs  premiers,  numériques  ou  littéraux,  communs  à 
ces  quantités. 

355.  Il  résulte  de  cette  définition  que  Ton  obtiendra  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  monômes,  en 
cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 
numériques ,  et  en  écrivant  à  la  suite  de  ce  nombre  chaque 
lettre  commune  K  tous  les  monômes  avec  le  plus  petit  expo- 
sant dont  elle  est  affectée.  Ainsi ,  pour  trouver  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  monômes  432rt*i'j:',  ayort'ft'x*, 
poû'Jo:',  on  cherche  d'abord  celui  des  nombres  43^,  270 
et  90;  comme  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  i8 ,  celui 
des  monômes  proposés  est  1 8  a^  bx^ . 

35<>.   Pour  ohtenii    \v  plus  grand  rommun  diviseur  (l< 
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deux  polynômes  entiers  M  et  N ,  on  détermine  d'abord  les 
facteurs  monômes  de  chaque  polynôme,  en  cherchant, 
comme  il  vient  d'être  dit,  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  termes  de  chacun  d'eux.  Soit  a  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  termes  de  M,  et  £  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  termes  de  N.  En  divisant  M  par  a  et  N  par  b ,  on 
anra  des  quotients  Â  et  B.  Les  facteurs  monômes  communs 
à  M  et  N  devront  être  communs  à  a  et  & ,  et  les  facteurs 
polynômes  communs  à  M  et  N  devront  être  communs  à  A 
etB;  par  conséquent  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  M  et  N  sera  le  produit  du  plus  grand  commun 
difiseur  des  monônes  aeib^  par  celui  des  polynômes  Â  et  B. 
Soient,  par  exemple, 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  M  est  ayx^; 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  termes  de  N  est  à^x*'^ 
et  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  quantités 
est  ax*.  En  divisant  M  par  ayx^^  et  N  par  a*  j?* ,  on  trouve 
les  quotients 

B  =  —  a^jp*  -\-ax^'h  2x'H-  a^x —  2«'. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynôn&es  M  et  N 
sera  donc  égal  â  celui  des  polynômes  A  et  B  multiplié 
par  ax*. 

357.  Cherchons  actuellement  comment  il  faut  opérer 
pour  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  poly- 
nômes entiers  A  et  B  qui  ne  contiennent  plus  de  facteurs 
nionômes. 

Supposons  que  Ton  ait  ordonné  ces  polynômes  par  rap- 
port à  une  lettre  x ,  et  ({ue  le  degré  de  B  ne  surpasse  pas 
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celui  de  A.  Si  B  divisait  exaciement  A ,  le  polynôme  B 
serait  lui-même  le  plus  grand  commun  diviseur;  on  est 
donc  conduit  à  diviser  A  par  B.  Supposons  que  la  division 
ne  se  fasse  pas  exactement;  si  Von  obtient  un  quotient  entier 
Q ,  et  un  reste  R  d'un  degré  moindre  que  B  par  rapport 
à  a:,  on  aura  Tcgalité 

A  =  BQ  +  R. 

D'aprè§  cette  égalité ,  tous  les  facteurs  communs  à  A  et  B 
doivent  se  trouver  dans  R ,  et  tous  les  facteurs  communs  à  B 
et  R  doivent  se  trouver  dans  A  ;  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  A  et  B  est  donc  le  même  que  celui  de  B  et  R. 

Cette  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q  con- 
tenait des  dénominateurs.  Or,  dans  le  plus  grand  nombre 
de  cas,  on  ne  pourra  pas  eflectuer  la  division  de  A  par  B 
jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  un  reste  de  degré  moindre 
que  A ,  sans  que  les  multiplicateurs  des  puissances  de  x dans 
le  quotient  soient  fractionnaires;  et  Ton  se  trouvera  arrêté 
dès  la  première  division  partielle,  quand  le  multiplicateur 
de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  A  ne  sera  pas  exacte- 
ment divisible  par  celui  de  la  plus  haute  puissance  de  .r 
dans  B. 

On  évitera  les  fractions  si,  avant  dé  faire  la  division,  on 
multiplie  le  dividende  A  par  le  multiplicateur  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  B ,  ou  par  les  facteurs  premiers 
de  ce  multiplicateur  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  celui  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  A  -,  mais ,  pour  que  cette 
préparation  n'altère  pas  le  plus  grand  commun  diviseur,  il 
faudra  que  la  quantité  par  laquelle  on  multipliera  le  divi- 
dende A  ne  soit  point  un  des  facteurs  de  B. 

Quand  les  polynômes  A  et  B  ne  contiennent  qu'une  seule 
lettre  x,  les  coefficients  des  puissances  de  cette  lettre  dans 
Ithaque  polynôme  sont  premiers  entre  eux,  puisque,  par 
hypothèse,  on  a  supprime,  dans  chacun  des  polynômes  , 
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tons  les  facteurs  monômes.  11  en  résulte  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A  et  B,  qui  est  le  produit 
des  facteurs  premiers  communs  h  ces  polynômes ,  ne  chan- 
gera pas ,  si  Ton  multiplie  le  dividende  A  par  le  cocfGcient 
da  premier  terme  de  B  ou  par  un  facteur  quelconque  de  ce 
coefïcient.  De  cette  manière,  la  première  division  partielle 
s'ellectuera  sans  fraction  ]  et  en  recourant  à  une  préparation 
semblable,  chaque  fois  que,  dans  le  cours  de  la  division  de 
Âpar  B,  on  parviendra  à  un  dividende  partiel  dans  lequel 
le  coefficient  du  premier  terme  ne  sera  pas  exactement  divi* 
sible  par  le  coefQcient  du  premier  terme  du  diviseur,  ou 
pourra  pousser  les  calculs  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à 
un  reste  R  de  degré  moindre  que  B.  Il  ne  s'agira  plus  alors 
que  de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes B  et  R.  A  cet  effet,  on  divisera  B  par  R,  en  observant 
d'abord  que ,  s'il  y  a  dans  R  des  facteurs  monômes,  on  pourra 
les  supprimer,  puisqu' il  n'en  existe  plus  de  t^els  dans  B.  En 
continuant  ces  opérations ,  comme  les  degrés  des  restes  iront 
toujours  en  diminuant,  on  parviendra  nécessairement  à 
un  reste  indépendant  de  x.  Quand  ce  reste  sera  zéro ,  le 
reste  précédent  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
polynômes  A  et  B.  Quand  le  dernier  reste  ne  sera  pas  nul . 
les  polynômes  A  et  B  n'auront  aucun  diviseur  commun  ; 
car  tout  diviseur  commun  à  ces  polynômes  devrait  diviser 
le  dernier  reste,  par  conséquent  il  ne  pourrait  être  qu'un<* 
quantité  indépendante  de  .r,  c'est-à-dire  un  nombre,  cl 
par  hypothèse  A  et  B  n'ont  plus  de  facteurs  numériques. 
Voici  un  exemple  de  ces  opérations  : 

A=3j:*  —  io.r*-f-  iSjc  -f-8, 
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Première  division. 

3a:*-l-6x^  +  i8j:^--i2a:»— 39x~i8(3 


-f-6jc*-|-  8x* — I2J:* — iL^x — 10 
3^-+-  4^ —  6^'  —  I2ar —  5. 


Avani;  de  passer  a  la  seconde  division,  on  supprime, 
dans  le  reste  de  la  première ,  le  facteur  1 ,  et  l'on  multiplie 
le  polynôme  B  par  3. 

Deuxième  division. 

3a:*—  6jc*  — i8j:»-f-i2J?^-4-39g-n8f3x«-h4^--6x*—  tax-i 
—  3**—   4^"+"   6d7*-+-i2x'-h    5a:  j      ;r, — 5 

—  lOJr*  —  t2jr'-t-24a?*-+-44"^+''8 

—  5.r^ —   6^-f-i2x'-h22x+   g 

—  i5x<  — i8:e  +  36a?*-+-66x+27 

-h  i5ar*-|-2oa:3  —  3oj:' — 60  a:  —  25 


2:f*4-    bx'-h    bx 
a:^+    3j:*-h    3x-+-     I. 

On  a  divisé  le  premier  reste  de  cette  deuxième  division 
par  2;  on  a  multiplié  le  résultat  par  3,  afin  d'obtenir  un 
quotient  entier,  et  on  a  supprimé ,  dans  le  second  reste ,  le 
facteur  2. 

Troisième  ^vision, 

Zx^'\-^a^ —  6** — V7.X  —  5J    x^-f-3x'-H3j;4-i 
—  Zx^  —  gx^ —   gx* —    3ar         \Zx — 5 


—  5x*  —  i5x'  —  iSx  —  5 

-f-5x»-f-i5x'-4-i5x  +  5 

fl 
o. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  est  x^  -h  3  jc*  -4-  3  x  -f- 1 . 
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358.  Avant  de  passer  aux  cas  où  les  polynômes  con- 
tiennent  plusieurs  lettres ,  il  faut  montrer  comment  on  peut 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs  quan- 
tité, cpiand  on  sait  trouver  celui  de  deux  quantités. 

Supposons  que  l'on  demande  le  plus  grand  conmiun  divi- 
■eor  de  quatre  quantités  A ,  B,  C ,  D.  Soient  d  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  A  et  B ,  ^'  celui  de  J  et  C ,  et  d"  celui 
de  d!  et  D.  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  quatre 
quantités  A ,  B ,  C ,  D  sera  d^'\  car  d  contenant  tous  les  fac- 
teurs premiers  communs  à  A  et  B ,  et  J'  contenant  tous  les 
bcteurs  communs  k  d  elQ^  d'  est  le  produit  des  facteurs 
p'emiers  communs  à  A ,  B  et  C  ^  et  puisque  d"  contient 
■ons  les  facteurs  premiers  communs  à  ^'  et  D ,  il  est  le  pro- 
mût de  tous  les  facteurs  premiers  communs  aux  quatre 
quantités  A,  B,  C,  D. 

359.  Considérons  actuellement  deux  polynômes  M  et  N 
qui  contiennent  deux  lettres  xcX  y\  et  supposons ,  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n"  356 ,  que  ces  polynômes 
4ient  été  d'abord  débarrassés  de  leurs  facteurs  monômes. 
£  Ton  ordonne  les  deux  polynômes  par  rapport  aux  puis- 
mnces  décroissantes  d'une  des  deux  lettres ,  x  par  exemple , 
^coefficients  de  cette  lettre  pourront  être  des  polynômes, 
!Wis  ils  ne  contiendront  que  la  seule  lettre  j-^  et  tout  divi- 
:*ear  indépendant  de  x  de  l'un  des  polynômes  M  et  N  devra 
tM^essairement  diviser  les  coefficients  de  toutes  les  puis- 
-iinces  de  x  dans  ce  polynôme  (n°  70). 

Nommons  a  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coeffi- 
;  cienis  des  diverses  puissances  de  x  dans  M,  et  i  celui  des 
coefficients  des  puissances  de  x  dans  N.  En  divisant  M  par 
^îCtN  par  i,  on  obtiendra  des  quotients  entiers  A  et  B,  et 
:  le  plus  grand  commun  diviseur  demandé  sera  égal  au  plus 
t  S^nd  commun  diviseur  des  quantités  a  dh  multiplié  pai* 
I  '^lui  (les  polynômes  A  et  B.  Or,  on  pourra  appliquer  aux 
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polynômes  A  et  R  tout  ce  que  nous  avons  dit  relalivemeni  à 
deux  polynômes  qui  ne  contiennent  qu'une  seule  lettre; 
seulement  les  observations  qui  se  rapportaient  aux  coeffi- 
cients numériques  et  aux  facteurs  numériques  que  1  on 
devait  introduire  dans  les  dividendes ,  ou  supprimer  dan< 
les  restes  successifs,  s'appliqueront  à  des  facteurs  algé- 
briques qui  pourront  être  des  polynômes  en  y. 


KXKMPLE. 


M=2{7^ — 27'— / -h  2)0:^ -f  3(7' — i)x' — (2^ — y'^ — 2  v-f-i  ' 
N=:3{7^— 4j'-h5jr— 2)x'4-7(7'— 2/H-  i)x— (3j'— S/'-hj-h  1;. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  des  puis- 
sances de  X  dans  M  est  a  =y*  —  1 5  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  coefficients  des  puissances  de  x  dans  !N  est 
h  =j^'  —  iy  +  \=.[y  —  i)';  et  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a  et  de  i  est  j^ —  1. 

On  divise  M  par  y^  —  i ,  et  N  par  y*  —  2j>  -+-  *  j  ^^  <I**' 
donne  les  quotients 

A  =  2(j^  —  2)^-'  +  3  a-' —  (2/  —  i), 
B=:3(^—  2)x'-f-7.r  —  (3j-f-  1). 

On  divise  A  par  B;  et,  afin  de  n'avoir  que  des  quantité» 
entières  au  quotient,  on  multiplie  d'abord  A  par  3.  On 
obtient  un  premier  reste  qui  est 

—  5x'-i-  2  (3/  -h  1)  .r  —  3  (27  —  1). 

Pour  continuer  la  division ,  on  multiplie  ce  polynôinc  j>ai 
3  (  j'  —  2).  Le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  x  esi 

(i8/'  —  3oj  -f-  23)  X  —  (187'  —  3o  r  -+-23^. 

On  supprime,  dans  ce  reste ,  le  facteur  18;}^* —  3o  )  -f  23- 
par  là  on  obtient 

R  =  X  ^-  I. 
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La  division  de  B  par  R  donnant  le  reste  zéro ,  le  plus  grand 
commun  divîseur  des  polynômes  A  et  B  est  x  —  i  ;  par  con- 
séquent ,  celui  des  polynômes  proposés  M  et  N  est 

360.  De  même  qu'on  passe  du  cas  où  les  polynômes  ne 
contiennent  qu^une  lettre,  a  celui  où  ils  en  contiennent 
deux ,  de  même  on  s'élèvera ,  de  ce  second  cas ,  à  celui  des 
polynômes  qui  renferment  trois  lettres;  et  ainsi  de  suite. 
Par  conséquent,  on  pourra  toujours  déterminer  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  plusieurs  polynômes  renfer- 
mant un  nombre  quelconque  de  lettres. 

361.  Prenons  pour  dernier  exemple  les  polynômes  A 
et  B  que  nous  avons  obtenus  dans  le  n°  3S6 , 

An: —  ^a^x*  -H  i^ax^  —  12a:'  —  7  û^^  -+-  i4t» 
B  =  —  a^ar*     -H       ax^  ^    :tx'-^-     a^x —    ia\ 

Comme  B  ne  contient  pasj>%  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  polynômes  doit  être  indépendant  de  cette  lettre  \ 
par  conséquent,  il  doit  diviser  les  coefficients  de  A  ordonné 
par  rapport  à  j',  savoir, 

—  ^a} x^ -^  i^axi^ —  i2j:%     et     — 7/1x4-14. 

On  cherche  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
deux  derniers  polynômes.  Après  avoir' divisé  le  premier 
par  2 ,  le  second  par  7,  on  a  ceux-ci  : 

—  2  à^x"^  -h  ']ax  —  6,      et     —  fl,r  H-  2. 

Leur  plus  grand  commun  diviseur  est  — aj:-f-2  5  et; 
comme  il  divise  exactement  B,  il  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  polynômes  A  et  B. 

TVous  indiquerons  comme  exercices  les  deux  exemples 
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suivants  : 

1°.  A=    Sx^—-    6jjr'H- 2^'x  —  27*, 

B=:  I2X*  —  iSjj:  -h  3j'. 

Le  plus  grand  commun  dîvîscur  est  x  — jr. 

2°.  A  =:  (6  —  r)  a:*  H-  (2  a^  —  2  flc)  x  +  a^b  —  fl'c , 

B  =z  {ab  —  ac -\-  b^  —  bc)  x  -+-  a^c  -+-  ab*  —  a^b—  ahc. 

Le  plus  grand  commun  diviseui*  est  &  — c 

De  la  décomposition  des  fonctions  entières. dmt 
quantité  x  en  facteurs  du  premier  degré. 

362.  On  dit  qu'une  quantité  algébrique  est  une  fonctioi 
entière  d'une  ou  de  plusieurs  lettres ,  lorsqu'elle  ne  con 
tient  que  des  puissances  entières  et  positives  de  ces  lettres 
les  coefficients  de  ces  puissances  étant  des  quantités  qud 

X  w  2  I 

conques.  Ainsi ,  le  trinôme  oc* r — h  -  est  une  fonctio 

3  XY^  2  b 

entière  de  x  :  de  même  x^ ; est  une  km 

tion  entière  des  deux  quantités  x  et  y.  On  dit  aussi  qu'un 
fonction  entière  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  est  diifi 
sible  par  une  autre  fonction  entière  des  mêmes  quantité 
quand  le  quotient  est  entier  par  rapport  à  ces  quantités. 
La  résolution  des  équations  du  second  degré  a  fait  vo: 
que  le  premier  membre  d'une  semblable  équation  est  1 
produit  de  deux  facteurs  du  premier  degré  en  x\  ainsi,  1 

trinôme  x* r — h  -  ^  par  exemple ,  est  le  produit  de 

deux  facteurs  x ^-^ '  x  — 5_I 

6  6 

On  verra,  dans  le  c\iapitre  suivant,  que  la  proposilio 
que  nous  venons  de  rappeler  est  comprise  dans  une  auti 
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us  générale,  qui  consiste  en  ce  que,  une  fonction  entière 
î  X,  telle  que  af^  -f-  Ax^"*  -f-  Bx*"*  -h  etc.  *(m  désignant 
1  nombre  entier  qui  est  le  degré  de  la  fonction ,  et  le  coef- 
Mcnt  du  premier  terme  étant  l'unité) ,  est  le  produit  de  m 
ctcursdu  premier  degré  x — a,  x — h^x — c,  etc.;  «,  6, 
etc.,  désignant  des  quantités  quelconques  indépendantes 
!7,  qui  peuvent  être  des  expressions  imaginaires  de  la 

rme  a  -|-  6  v' —  i. 

Quand  le  coefficient  du  premier  terme  de  la  fonction 
est  pas  l'unité,  en  la  divisant  «par  ce  coefficient,  on  a  un 
lotient  du  même  degré  qui  se  décompose  comme  nous 
înons  de  le  dire-,  et,  en  représentant  par  A  le  coefficient 
i  premier  terme,  la  fonction  proposée  est  égale  à  un  pro- 
lit  de  la  forme  A  (x  —  ci){x  —  i) . . . . 

363.  Les  propositions  qui  ont  été  établies  dans  les  n^'  352 
3S3  8^ appliquent  aux  facteurs  du  premier  degré  des  fonc- 
)ns  entières,  en  apportant  quelques  modifications  ;aux 
loncés  et  aux  démonstrations. 

Théorème  i®'.  —  Un  facteur  du  premier  degré  x  —  a , 
m  divise  le  produit  de  deux  fonctions  entières  A  ef  B, 
inse  nécessairement  Vune  d'elles. 
En  effet,  si  A  n'est  pas  divisible  par  x  —  a,  la  division 
onncra  un  quotient  Q  entier  par  rapport  h  x,  avec  un  reste 
i  indépendant  de  x,  et  l'on  aura  Fégalité 

A=:(jr  — «)XQ4-R; 

où  Ton  conclut 

AB         „       ^         BR 
-=BXQ-»- 


X  —  a  j:  —  a 


'ar  hypothèse , doit  être  une  fonction  entière  de  x^ 

oiïc,  puisque  R  est  une  quantité  indépendante  de  x,  il 
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faut  que soit  une  fonction  entière  de  x.  Donc ,  si  x — a 

ne  divise  pas  À,  il  faut  qu*il  divise  B. 

Théorème  ii.  —  Une  fonction  enlière  de  x  nadnwi 
quun  seul  système  de  facteurs  du  premier  degrés 

Pour  le  démontrer,  considérons  le  produit 

k[x  —  a)  [x  —  b)[x  —  c), .  .[x  —  /•) , 

A  désignant  un  facteur  indépendant  de  x.  Supposons  que 
ce  produit  puisse  être  égal  à  un  autre  produit  de  la  même 

formo 

A'  (.r  —  a')  [x  —  b')  (.r  —  r') .  .  .  (x  —  /'), 

Le  facteur  x  —  a'  qui  divise  le  second  produit  devra  diviser 
aussi  le" premier;  donc,  d'après  la  proposition  précédente, 
il  faudra  qu'il  divise  un  des  facteurs  x — a,  x — i,  etc.,  ce 
qui  exige  qu'il  soit  égal  à  l'un  de  ces  facteurs.  Soit  a!  =  a\ 
en  supprimant  les  facteurs  égaux  x  —  a  et  x  —  a',  les  quo- 
tients devront  être  égaux;  et  de  là  on  conclura  que  le 
facteur  x  —  b'  doit  être  égal  à  Tun  des  facteurs  x  —  i, 
X — c,etc.  En  continuant  ainsi,  on  reconnaîtra  que  les 
facteurs  en  x  des  deux  produits  doivent  être  égaux  chacun 
à  chacun.  Par  suite,  on  devra  avoir  aussi  A' =  A. 

364.  Soient  A  et  B  deux  fonctions  entières  de  x;  si, 
parmi  les  facteurs  du  premier  degré  de  A ,  il  s'en  trouve  qui 
divisent  B ,  le  produit  de  tous  ces  facteurs  communs  sera  ce 
que  Ton  appellera  le  plus  grand  commun  divi^ur  en  x  des 
fonctions  A  et  B. 

Supposons  que  le  degré  de  B  ne  surpasse  pas  celui  de  A. 
Si  B  divisait  A ,  B  serait  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché.  Supposons  que  la  division  ne  se  fasse  pas  exacte- 
ment; soient  Q  le  quotient  etR  le  reste,  le  degré  de  R  étant 
moindre  que  celui  deB;on  aura  A  =  BQh-R.  D'après 
cette  égalité,  les  facteurs  communs  à  A  et  B  seront  les  mêmes 
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que  les  facteurs  communs  à  B  et  R  ^  on  devra  donc  opérer 
sur  B  et  R  de  la  même  manière  que  sur  A  et  B.  En  conti- 
nuant ainsi ,  on  parviendra  enfin  à  un  reste  indépendant 
de  X.  Si  ce  reste  est  nul ,  le  reste  précédent  sera  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché 5  s'il  n'est  pas  nul,  les 
polynômes  Â  et  B  n'auront  aucun  facteur  commun  en  x. 

Dans  cette  recherche,  on  pourrait  se  dispenser  d'em- 
ployer les  préparations  dont  il  a  été  parlé  dans  le  n°  357, 
afin  d'éviter  les  quotients  fractionnaires^  mais,  pour  la 
simplicité  des  calculs,  il  sera  préférable  d'y  avoir  re- 
cours ,  après  avoir  préalablement  fait  disparaître  les  déno- 
minateurs dans  A  et  B.  De  cette  manière,  les  calculs  ne 
différeront  pas  de  ceux  dont  nous  avons  donné  un  exemple 
dans  le  n°  357.  D'ailleurs,  ces  préparations  ne  pourront 
influer  que  sur  les  facteurs  indépendants  de  x,  de  la  quan- 
tité à  laquelle  on  parviendra 5  et,  pour  l'objet  dont  il  s'agit 
ici ,  on  peut  n'attacher  aucune  importance  à  ces  sortes  de 
facteurs. 


r>-  cfiit.  '^ 
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PROPOSITIONS  CÉTCÉnALKS  SUR  LRS  ÉQUATIONS  d'uN  DECaL  QUEIXOKQQl 

A    UNE    SP.iri.K    INCONNUE. 


Explications  préliminaires. 

«{65.  Les  équations  n  une  seule  inconnue,  dans  lesqaellt^ 
celle»  inconnue  ne  se  trouve  poinl  sous  des  radicaux ,  peuvent 
èlre  ramenées,  par  les  simplifications  ordinaires,  à  la  fomM' 

ar«  -f  A  x"*-'  -f-  B  jr"~'  -f-  C  x*"''  -f-  . . .  -H  K  =  o  ; 

m  désignant  un  nombre  entier  qui  est  le  degré  de  Téqua- 
lion ,  vl  les  lettres  A  ,  B,  C, .  .  . ,  K  représentant  des  quan- 
tités connues. 

On  ne  donne  pas  d(^  coefficient  au  premier  terme,  parce 
(|ue,  s'il  avait  un  coefficient  di fièrent  de  Tunité,  on  n'allé 
rerait  pas  Téquation  en  la  divisant  par  ce  coefficient. 

H()0.  C)n  désigne  abriévalivemcnt  les  fonctions  d'une 
quantité  .r  pai-  des  notations  telles  que  celles-ci  :  f[x]' 
V  [x]^  (f  (.r),  etc.  On  représente  de  même  les  fonctions  de 
deux  quantités  x  et  y  par  f(x^j) ,  F  (x,  j) ,  etc.  La  lettre 
(jneTon  place  devant  les  parenthèses,  comme  signe  de  fonc- 
tion ,  doit  être  difierenle  pour  des  fonctions  difierentes  ^  mais 
lorsque  la  mùrae  lettre ,  employée  de  cette  manière ,  se  repro- 
duit plusieurs  fois  dans  le  cours  d'un  calcul  ou  d'une  expli- 
cation ,  elle  indique  des  fonctions  composées  absolument 
de  la  môme  manière  :  ainsi ,  quand  une  fonction  a  été  repré- 
sentée pary^(x) ,  la  notation  f(a)  représente  ce  que  défient 
cette  fonction  lorscju'on  y  remplace  x  par  fi\f{^y  —  2) 
exprime  ce  que  devient  la  même  foncivpn  quand  on  rem- 
place X  par  y  —  -^  \  J  {^) ,  ce  qu'elle  devient  quand  on  fait 
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0::=  3.  Pareillement, /(r,  3)  représente  ce  que  devient  la 
fonction /(x,j)  quand  on  fait  7^  =:  3,  sans  attribuer  aucune 
valeur  à  x. 

367.  Pour  calculer  la  valeur  que  prend  une  fonction 
entière  de  x,  lorsque  l'on  donne  à  x  une  valeur  numérique, 
on  opère  comme  on  le  voit  dans  l'exemple  suivant. 

Soit  le  polynôme 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  la  valeur  de  ce  polynôme, 
quand  on  fait  x  ^  3. 

On  exécutera  le  calcul  ainsi  : 

4x3  — i3=— I,  — 1  x3-|-5  =  -h2,  -4-2X3  — 4  =  -+-2, 
-f-2x3  =  H-6,   -f-6x  3  —  8=-f- 10. 

Le  nombre  10  est  le  résultat  cherché;  car,  diaprés  les  opé- 
rations qui  y  ont  conduit,  ce  nombre  est  égal  à 

4  X  3*  —  1 3  X  3*  -h  5  X  3*  —  4  X  3'  —  8. 

368.  On  appelle  racine  d'une  équation  toute  quantité 
positive  ou  négative,  ou  toute  expression  imaginaire  qui , 
mise  à  la  place  de  l'inconnue,  réduit  Téquation  à  une 
égalité. 

La  résolution  générale  des  équations  consisterait  à  trou- 
ver, pour  toutes  les  équations  d'un  même  degré,  les  expres- 
sions des  racines  en  fonction  des  coefficients.  Les  analystes 
ont  longtemps  dirigé  leurs  efforts  vers  ce  but;  nous  avons 
montré ,  dans  le  chapitre  VII ,  comment  ils  y  sont  parvenus 
pour  l'équation  du  troisième  degré,  et  nous  ferons  voir, 
dans  le  chapitre  XYI,  comment  on  peut  y  parvenir  aussi 
pour  l'équation  du  quatrième  degré.  Mais  les  formules 
qu'on  obtient  ainsi  se  présentent  sous  une  forme  telle, 
qu'elles  ne  peuvent  servir  à  trouver  les  valeurs  numériques 

25. 


\ 
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(les  racines  par  la  substitution  des  valeurs  des  coefficients, 
à  moins  que  ceux-ci  ne  satisfassent  à  certaines  conditions 
particulières,  comme  on  Ta  vu  lorsqu'on  a  traité  Téquation 
du  troisième  degré. 

La  même  difficulté  aurait  li(»u  à  plus  forte  raison  pour 
les  équations  des  degrés  supérieurs ,  si  l'on  parvenait  à  les 
résoudre  par  des  formules. 

11  a  donc  fallu  chercher  des  méthodes  au  moyen  des- 
quelles ,  tous  les  coefficients  d'une  équation  étant  des 
nombres  connus,  on  pût  calculer  directement  ses  racines. 

Nous  allons  exposer  les  propositions  générales  sur  les- 
(juelles  ces  méthodes  sont  fondées. 

Développement  d'une  Jonction  entière  rfu  binôme 

\-{-  y. 

369.  Soit  la  fonction  entière  de  x 

cîi  écrivant  x  -\-y  au  lieu  de  x,  il  vient 

et  si  Ton  développe  les  puissances  du  binôme  x -f- > ,  en 
ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on 
trouve 


A  X*     -h  m  A  JT*—* 
+  Bx— ' -f- (/w  —  I  )  Bx*--' 


L-2 


1  .2 


■ l"   •  •  •  • 


X    : 

X': 
X" 


y  4-  ffi  [m  —  I  )  A  x*"* 

-|-(/7i—  i)(/;/  — ^jBx"-** 
-t-  [m  —  2)  {m  —  3)Cx--* 


Posons,  pour  abn^ger, 

Ax"'  •+-  Bx«-'  -4- Cx---^  -h  ..., 

:wAx**-'-|-(w  —  i)Bx«-M-  >w  — 2)Cx"-*-h..., 

:  m  (m—  i)Ax'"-'-4-  (w—  I  ]  [m  —  •^.)Ra^-"»H-  [m  —2)  {m  — 3)C4:*"*+. 
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Alors  le  résultat  précédent  sera  exprimé  eoiiime  il  suit  : 

VA/  V  /// 

I .2  I .2.3 

X  est  le  polynôme  donné  lui-même^  X'  se  déduit  du  poly- 
nôme X  en  multipliant  chaque  terme  par  Texposant  de  .r 
dans  ce  terme,  et  diminuant  l'exposant  d'une  unité ^  et  cha- 
cun des  polynômes  X",  X'",  etc.,  se  déduit  de  celui  qui  le 
précède,  comme  X'  se  déduit  de  X. 

Le  polynôme  X'  est  appelé  la  Jonction  dériv^ée^  ou  sim- 
plement la  dérivée  de  X.  Le  polynôme  X'^  est  pareillement 
la  dérivée  de  X'  ;  le  polynôme  X'",  celle  de  X'',  etc.  ;  et  l'on 
dit,  par  cette  raison,  que  X"  est  la  dérivée  du  deuxième  oixlre 
de  X,  que  X'"  en  est  la  dérivée  du  troisième  ordre,  etc. 

Quand  une  fonction  a  été  désignée  pary'(x),  on  représente 
ses  dérivées  successives  par  f^  [x) ,  f"  [x)  ,  f"^  [x) ,  etc.  Au 
moyen  de  cette  notation,  on  a,  suivant  ce  qui  vient  d'être 
dit, 

/(x  +7)  =/(.r)  -h/'  {x)x  -f-/"  W  ^  ^r[x)      ^' 


1.2    3 


Comme  le  plus  haut  exposant  de  x  diminue  d'une  unité 
en  passant  du  polynôme  donné  à  sa  première  dérivée,  ou 
d'une  dérivée  à  la  suivante ,  un  polynôme  du  degré  m  four- 
nit m  dérivées  successives,  dont  la  dernière  ne  contient 
plus  X.  Il  est  facile  de  voir  en  outre  que,  si  le  premier 
terme  du  polynôme  est  représenté  comme  ci -dessus  par 
Ax"*,  la  dernière  dérivée  ou  la  dérivée  de  Tordre  m  est 

I  X  2X  3. .  .  m  X  A. 

Par  conséquent ,  la  loi  des  termes  qui  composent  le  déve- 
loppement àef[x  -\-j)  donne ,  pour  le  dernier  terme,  A  )^"'. 
C'est,  en  efTel,  ce  (jue  Ton  voit  l\  priori;  car  il  est  clair 
qu'après  la  substitution  de  x  -f-  y  au  lien  (1<*  .r  dans  le  poly- 


I 
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nômc  A  j:'"  4-  Bx"*"*  +  etc.,  la  quantité  Koc^^  qui  devient 
A  (j?-f-/)"*»  donne  le  terme  A;^"*,  et  il  n*y  a  aucun  autre 
terme  dans  lequel  l'exposant  de  y  ^oit  égal  à  m  ou  plus 
grand  que  ni, 

370.  Pour  appliquer  à  un  exemple  ce  qui  vient  dVtre  dit 
sur  remploi  des  dérivées ,  soit 

f[x)  =  x*  -}-  5 or*  rh  ^^ —  x6  J?'  —  20 x  —  16. 

Si  Ton  veut  trouver  ce  que  devient  ce  polynôme  quand 
on  remplace  x  par  y  —  i ,  on  calculera  les  dérivées  succes- 
sives. La  première  dérivée  est 

f  [x)  =  5ar*  -h  20X*  -H  3x'  —  32 X  —  20. 

En  formant  la  seconde  dérivée,  et  la  divisant  par  2,  on  a 

f"(x\ 

•i— ^=  iox*-|-  3ox»-h3x—  16. 
1 .2 

La  dérivée  de  cette  dernière  fonction  ,  divisée  par  3 ,  esl 

* 4  =  I  o  x'  -+-  20  j:  -f-  I . 

1.2.0 

La  dérivée  de  celle-ci,  divisée  par  4 9  ^*st 

-^  =  5.^-5. 

1.2.3.4 

On  a  enfin 

I   2.3.4»5 

Eu  remplaçant  dans  ces  diverses  fonctions  x  par  —  i ,  on 
trouve 


=  O. :; — r— z  =rz  I  ; 


»     2  .  3  .  /f  *     12.34-5 


CHAPITRK  TREIZIKMK  391 

par  suite, 

/(  V  —  I   =  r-  — 9  V'  -+-  V'  —  9. 

En  employant  le  même  procédé  [X)ur  trouver  ce  que 
devient  le  polynôme  9.x^  —  5a:'-+-3.r —  i,  quand  on  y 
remplace  x  par  y —  2,  on  obtient 

•ijr*  —  i6j^  -h  43r'  —  4'r  -+-  5f. 

Valeurs  tV une  jonction  entière  de  x  y^oi/r  des  valeurs 
très-grandes y  ou  très-petiteSj  de  x.  Continuité  des 
Jonctions  entières  d'une  variable. 

371 .  Si  dans  le  polynôme  A  x*"-t-  Bx"-|-  Cx^-h  etc. ,  les 
exposants  m,  n,  p,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  posi- 
tifs qui  forment  une  suite  décroissante ,  on  attribue  à  x 
des  "Valeurs  numériques  suffisamment  grandes,  positivées 
ou  négativfes,  les  valeurs  du  polynôme  auront  le  menu; 
signe  que  celles  du  premier  terme  Ax™^  et  ton  pourra 
donner  à  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  la  valeur 
(lu  polynôme  soit  aussi  grande  quon  le  voudra. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit  : 

Aj:*     I  -+-  -7 1 h  . 

\  A  X*-"        A   jr"-/' 

Pour  une  valeur  très -grande  de  x,   les  fractions 


—  î  etc.,  auront  toutes  des  valeurs  très-petites.  Par  suite. 

la  somme  des  termes  -•  • 9  1  '-zr-  '  etc.,  dont  le  nombre 

A    X™-"     A    af^-P 

est  nécessairement  limité,  aura  aussi  une  valeur  très-petite; 
de  sorte  que,  si  Ton  fait  croître  suffisamment  x,  le  poly- 
nôme renfermé  dans  les  parenthèses  Gnira  par  prendre  des 
Valeurs  très-peu  dillcrcntcs  de  Tunilé,  et  cjui  seront  par 
«Conséquent  positives.  Le  polynôme  donné  prcndia  donc  des 
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valeurs  de  même  signe  que  celles  du  terme  Ax".  On  voit, 
de  plus ,  que  la  valeur  du  polynôme  pourra  devenir  aussi 
grande  qu'on  le  voudra ,  puisque  le  facteur  A  xT  croit  indé- 
fini ment  avec  X. 

372.  Si  dans  le  polynôme  A x"  -H  Bx**-!-  C  x'-H  etc.,  fa 
exposants  m  y  n,  p,  etc.,  étant  des  nombres  entiers  posi- 
tifs  qui  forment  une  suite  croissante  y  et  le  polynôme  étant 
composé  d^un  nombre  fini  de  termes,  on  attribue  à  x  une 
très'petite  valeur,  positii^  ou  négatii^e,  le  polynôme  aura 
une  valeur  très-petite,  de  même  signe  que  celle  du  premier 
terme  Ax°*. 

On  peut  écrire  le  polynôme  donné  comme  il  suit: 


B  C 

A  jr*  (  1  -h  -  .r»-'"  -4-  -  xP~'^  -f- 

A.  A, 


•  •  •    I  • 


Pour  une  valeur  très -petite  de  x,  les  quantités  j:""*, 
jjP-m^  etc.,  dont  les  exposants  sont  positifs,  auront  toutes 
des  valeurs  très-petites  5  de  sorte  que,  si  l'on  fait  con- 
verger X  vers  zéro ,  le  polynôme  renfermé  dans  les  paren- 
thèses finira  par  prendre  des  valeurs  très-peu  différentes  de 
Tunité ,  et  qui  seront  par  conséquent  positives.  Le  polynôme 
donné  prendra  donc  des  valeurs  de  morne  signe  que  celles 
du  terme  A  a:"*.  On  voit,  de  plus ,  que  la  valeur  du  polynôme 
pourra  devenir  aussi  petite  qu'on  le  voudra,  puisque  le 
facteur  Koc"^  décroît  indéfiniment  avec  x, 

373.  Étant  données  une  fonction  entière  f  (x)  et  une 
valeur  particulière  a  Je  x,  on  peut  trouv^er  une  quantité  h 
assez  petite  pour  que  la  différence  f  (a  -f-  h)  —  f  (a)  soit  plus 
petite  qu'une  quantité  donnée  aussi  petite  que  Von  voudra. 

Kn  eflet ,  d'après  le  n"  369 , 

f\a  -f-  h)  -f[a)  -^f  Ui)  li  ^r  (^')  —  -f-r  {n)      '"' 


1.2  1.2.3 

Or,  si  l'on  donne  à  h  une  valeur  très-petite,  chacun  des 
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termes/  (a)  A,  — ^— ^ — »  etc.,  aura  une  valeur  très-petite; 

et  comme  le  nombre  de  ces  termes  est  limité ,  on  peut  con- 
cevoir que  h  soit  assez  petit  pour  que  la  sonune  de  ces  termes 
devienne  aussi  petite  qu'on  le  veut^  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

Remarque,  Soient  a  et  6  deux  nombres  donnés ,  6  étant 
plus  grand^que'a.  Si  l'on  veut  déterminer  la  quafntité  h  de 
manière  que ,  pour  une  valeur  quelconque  a  de  x ,  com- 
prise entre  a  et  6 ,  on  ait  f{a  -{-  K)  — f[à)  <^  e ,  en  dési- 
gnant par  e  une  quantité  aussi  petite  que  Ton  voudra,  on  y 
parviendra  comme  il  suit. 

Soit  C  un  nombre  plus  grand  que  tous  les  coefficients 

qui  entrent  dans  les  polynômes  f  [x)'^  - — ^»  — ^>  etc. 

Chacun  des  termes  de  ces  polynômes ,  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  6,  s^ra  plus  petit  que  CS"*"*,  si  6  >  i  ^ 
et  plus  petit  que  C ,  si  6  <[  1 5  par  conséquent ,  la  valeur  de 
chaque  polynôme  sera  plus  petite  que  mC  S*""' ,  ou  que  mC , 
selon  que  l'on  aura  6  ^  i  ou  6  <[  i . 

Cela  posé ,  désignons  par  K  le  nombre  mCê'"~*,  si  ê>>  i, 
et  le  nombre  /nC  si  6  <^  i.  D'après  le  développement  de 
f[a  -f-  h)  — f['^  9  on  aura ,  pour  une  valeur  quelconque  a 
de  a:,  comprise  entre  a  et  6, 

/(fl  4-  h)  —/(a)  <  K^(i  -f-  //  -4-  ^^  .  .+  ^— ').  ' 

Le  second  membre  de  cette  inégalité  est  égal  a  ^— -r —  ; 

par  conséquent ,  si  Ton  suppose  A  <^  i ,  ce  second  membre  ' 

sera  moindre  que y-  Donc,  si  Ion  pose  ■ T'^^t  ^^ 

aura  à  fortiori  y*  (a  -4-  h)  — f{a)  <[6.  Or  la  première  condi- 
tion est  satisfaite  quand  on  a  A  <[ Ainsi,  en  don- 
nant à  X  des  valeurs  croissantes  depuis  a  jusqu'à  6,  et  telles, 
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que  la  diflërence  de  deux  valeurs  consécutives  soit  égale  à 

jr— — ,  ou  moindre  que  cette  quantité,  on  obtiendra  pour 

J(x)  une  suite  de  valeurs  telles,  que  la  différence  de  deux 
valeurs  consécutives  sera  plus  petite  que  £. 

Propositions  par  lesquelles  on  recotinait  quune 
équation  a  une  racine  réelle,  —  Théorème  qui 
établit  que  toute  équation  a  une  racine. 

374,  Théorème  i**^.  — Lorsque  deux  nombres  aetêy  sub- 
stitués dans  le  premier  membre  d'une  équation  f  (x)  :=  o , 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  F  équation  a 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  aet  ë. 

En  effet,  d'après  ce  qui  a  été  établi  dans  le  numéro  précé- 
dent, on  peut  attribuer  à  x  des  valeurs  croissantes  depuis  a 
jusqu^à  6,  telles,  que  la  différence  entre  chacune  des  valeurs 
correspondantes  de  J(x)  et  la   suivante  soit  plus  petite 
qu'une  quantité  £  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Il  y  aura 
nécessairement  deux  valeurs  consécutives  de  y  (j?)  qui  seront 
de  signes  contraires,   puisque,   par  hypothèse,   les  deux 
valeurs  extrêmes  y  (a)  et  (o)  sont  de  signes  contraires.  Ces 
deux  valeurs  consécutives  dey  (x),  qui  seront  de  signes  con- 
traires, ayant  entre  elles  une  différence  moindre  que  e. 
chacune  d'elles  sera  numériquement  plus  petite  que  e.  Or, 
cette  conclusion  subsistant  quelque  petite  que  soit  la  quan- 
tité 6,  il   s*ensuit  qu'il  existe  entre  a  et  6  au  moins  une 
.valeur  de  x  pour  laquelle  y  (j?)  est  zéro. 

ScoLiE.  — Comme  il  est  possible  que  le  polynôme  y' (x) 

passe  plusieurs  fois  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au 

positif,  pendant  que  x  varie  depuis  a  jusqu  à  6,  Téquation 

f(x)  =  o  peut  avoir  plusieurs   racines    réelles  comprises 

entre  a  et  6. 

375.  l'iiÉORÈME  II.  —  f^nc  cq nation  de  degré  impair  a 
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au  moins  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à  son  der- 
nier tenue. 

Soit  l'équation 

et  supposons  que  m  soit  un  nombre  impair. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est  négatif. 
Si  F  on  fait  j:  =  o  dans  le  premier  membre  de  Téquation , 
on  aura  un  résultat  négatif,  puisque  ce  résultat  ne  sera 
autre  que  le  dernier  terme.  Si  Ton  donne  ensuite  à  x  une 
valeur  positive  assez  grande  pour  que  le  signe  du  premier 
membre  soit  le  même  que  celui  de  son  premier  terme 
(n^  371  ) ,  on  aura  un  résultat  positif.  L'équation  aura  donc 
au  moins  une  racine  positive. 

Supposons  actuellement  que  le  dernier  terme  soit  positif. 
En  faisant  a:=  o;  on  aura  un  résultat  positif,  et  si  Ton 
donne  ensuite  à  x  une  valeur  négative  suffisamment  grande, 
on  aura  un  résultat  négatif;  Téquation  aura  donc  au  moins 
une  racine  négative. 

376.  Théorème  m. — Une  équation  de  degré  pair,  dont 
le  dernier  terme  est  négatif  j  a  au  moins  deux  racines 
réelles,  Vune  positive  et  Vautre  négative. 

Car  en  faisant  x  =  o,  on  aura  un  résultat  négatif*,  et  si 
Ton  donne  ensuite  à  x  une  valeur  suffisamment  grande, 
positive  ou  négative,  le  résultat  sera  positif,  puisqu'il  aura 
le  signe  du  premier  terme,  lequel,  étant  de  degré  pair, 
sera  toujours  positif. 

377.  Théorème  iv.  —  Lorsque  le  premier  membre  d*tme 
équation  est  composé  d'une  siâte  de  termes  positifs,  après 
lesquels  tous  les  antres  termes  sont  négatifs  [le  second 
membre  étant  zéro) ,  V équation  a  une  racine  positivée,  cl 
elle  ncn  a  qu'une. 
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Soit  l'cqualion 
X"  4-  A  x-^  •  -h .  . .  -h  N  JT^""  —  P  J?*-"-  '  —  ...  —  R  =  0 , 

dans  laquelle  les  termes  sont  tous  positifs  jusqu'au  terme 
Na:""",  et  les  termes  suivants  sont  tous  négatifs. 

Le  dernier  terme  de  cette  équation  étant  négatif,  elle 
aura  une  racine  positive  5  il  s*agit  de  prouver  qu'elle  nen 
aura  qu'une.  Or  on  peut  mettre  le  premier  membre  sons 
cette  forme  : 

/  P  R  \ 

x«-»  (  JF»  -h  A  j:"-'  .  . .  -h  N ...  —  -^^J  • 


Si  Ton  fait  croître  x  h  partir  de  zéro,  la  quantité 
X"  +  A  a:"-* ...  -h  N  ira  en  augmentant,  sauf  le  cas  où  elle 
serait  constante,  ce  qui  aurait  lieu  si  le  premier  terme  de 

.  ,  P  R 

l'équation  était  seul  positif.   La  quantité  — H--'H-;^ 


ira-,  au  contraire,  en  diminuant.  Donc,  si  x  croît  jusque 
l'infini ,  le  premier  membre  de  l'équation  ne  changera  de 
signe  qu'une  seule  fois.  L'équation  n'aura  donc  qu'une 
seule  racine  positive. 

On  voit  en  outre  que ,  si  x  croit  à  partir  d'une  valeur 
qui  rende  le  premier  luenibre  de  Téquatiou  positif,  la 
valeur  de  ce  polynôme  croîtra  avec  celle  de  x. 

378.  Théorème  v. — Une  équation  a  toujours  une  racine 

(le  la  forme  a  -f-  b  \/ —  i  ,  a  e^  b  étant  des  quantités 
réelles  (*). 

Considérons  d'abord  les  (|uatre  équations 

ar"  =  H-i,      a:"  =  —  I,      af'zzz  -^  ^/ZT^  ,      x^  z=  —  \j'^\. 
L'é(juation  x"'  =  -f-  i  admet  toujours  une  racine;  car  cm 


(*)  Le  lecteur  pourra  admeUrc  Ci^  Ihéorème  bans  s'arrélcr  à  la  deuioos 
dation. 
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la  vérifie ,  quel  que  soit  /n ,  en  posant  a:  =  i .  A  Fégard  des 
trois  autres  équations,  ou  sait,  par  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
cliapitre  VU ,  que  l'équation  af"^=  —  i  a  toujours  au  moins 
une  racine  réelle  ou  imaginaire,  et  que  chacune  des  deux 

dernières,  x"*  =  H-  y —  1 ,  x"*  =  —  v^ —  i  ?  a  tles  racines 
imaginaires  toutes  les  fois  que  m  est  un  nombre  de  la 
forme  2*.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où,  dans  les  deux  der- 
nières équations,  m  est  un  nombre  impair,  ou  le  produit 
d^un  nombre  impair  quelconque  par  une  puissance  de  2. 
A  cet  effet,  soit  m  =  2*  X  /*,  n  étant  un  nombre  impair^ 

en  posant  x^  ==Tî  on  aura  les  deux  équations 

Or,  on  a  (n^>206) 

par  suite, 

Ces  égalités  montrent  que  chacune  des  deux  équations  ci- 
dessus,  dans  lesquelles  n  est  un  nombre  impair,  admet 
toujours  une  racine  égale  à  -I-  sl —  1  ou  à  —  V —  i.  D'ail- 
leurs, si  dans  l'équation  x^  =Jî  on  fait  y  =  -f-  sj —  i  ou 
y  =  —  \J —  1 ,  cette  équation  donnera  toujours  pour  x  des 
valeurs  de  la  forme  p-^q  ^ —  i .  U  existe  donc  des  valeurs 
imaginaires  de  x  qui  vérifient  les  équations  x^  =  -i-  V^— i 

et  x"  =  —  V —  1- 

Considérons  actuellement  l'équation 

(j)         x"-|-A,j?"-'-h  A,x'"-\  .  .-h  A«.-,x-+- A«  =  o; 

les  coefficients  Aj,  A,,. . .,  A„..., ,  A,„,   pouvant  être  dos 
quantités  réelles  ou  des  expressions  imaginaires. 

Si  Ton  fait  dans  le  premier  membre  de  cotte  équation 
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X  =  p  -^  (f  \J —  I ,  />  et  <7  représentant  des  quantités  réelles, 

le  résultat  sera  une  expression  imaginaire  P-hQ^— 1, 
P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  et  entières  de  p  et  ^. 
Pour  que  l'équation  soit  satisfaite,  il  faudra  que  Ion  ail 
P=  o  et  Q  =  o ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  P'-h Q'=o. 
Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  toujours  un  couple  de 
valeurs  réelles  de  p  et  (/  qui  satisfait  à  cette  condition 
P'  H-  Q*  =  o.  Pour  cela ,  nouîs  prouverons  d*abord  que  la 
pins  petite  valeur  que  peut  recevoir  la  quantité  P*  -H  Q*, 
lorsqu'on  fait  varier  p  et  g^  correspond  k  des  valeurs  finies 
de  p  et  <7^  nous  ferons  voir  ensuite  que  cette  plus  petite 
valeur  est  zéro. 

Rappelons,  avant  tout,   que  la  quantité  ^P'  -h Q*  esl 
re  qu'on  nomme  le  module  de  l'expression  imaginaire 

P4_Q^/ir7(no20t). 

Pour  démontrer  que  la  plus  petite  valeur  du  module 

V  P'  -h  Q*  correspond  à  des  valeurs  finies  de  />  et  17,  il  suffit 
de  prouver  que,  lorsqu'on  fait  croître  i  ndéûniment  les  quan- 
tités p  et  </  ou  seulement  Tune  d'elles,  le  module  VP*-+-Q* 
croît  indéfiniment.  Or  le  premier  membre  de  l'équation 
peut  être  écrit  sous  cette  forme 


Kn  })osant  .r  =/?  -4-/7  \/ —  i ,  on  au  m 

P  H-  Q  V  ~ 

/  ,  / Nil  I         .  A"  .  Aa  A« 

=  [p-hf/\'—i)      I  H 7=-+; 7^^-=v^""^/ ^ 

On  a  vu  que  le  module  du  produit  de  plusieurs  expres- 
sions imaginaires  est  le  produit  des  modules  des  facteurs, 
et  le  module  du  quotient  de  deux  expressions  imaginaires 
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est  le  quotient  du  module  du  dividende  par  le  module  du 
diviseur  (n^' 203  et  207). 

Cela  posé,  les  modules  des  coefficients  Aj,  A|,..., 
A„,  étant  des  quantités  finies,  si  Ton  fait  croître  indéfini- 
ment les  deux  quantités  /;  et  17,  ou  seulement  Tune  d'elles , 

les  modules  des  fractions  '  ,  ^  9  •  •  • , 

/>  -h  7  V  —  '     (y?  -f-  7  V^^  y 
A 
^^7=_-r-,  décroîtront  indéfiniment:   ces  fractions  se 

réduiront  donc  à  des  expressions  imaginaires  cxi+6]  ^ — i , 

«i-hOjV^ — I,  etc.,  dans  lesquelles  les  quantités  cr, ,  6,, 
a,,  cj,  etc.,  pourront  devenir  toutes  aussi  petites  qu'on  le 
voudra.  II  suit  de  là  que  la  somme 

A.  A, 

1  H ^=  H- 


sera  une  expression  imaginaire  1  -I-  y-f-cî  \/ — ri ,  dans  laquelle 
les  quanti  tés  y  et  â  pourront  être  rendues  aussi  petites  qu'on 
le  voudra  5  et  par  conséquent  le  module  de  cette  somme,  ou 

la  quantité  /(i  -I-  yY  -h  ^*»  aura  une  valeur  très-peu  diffé- 

renle  de  l'unité.  Mais  le  module  de  {p-\-  (f  y' —  i  )"*  croîtra 

indéfiniment.  Par  conséquent,  le  modiJe  de  P-f-Q\/ — i 

croîtra  lui-même  indéfiniment  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  faut  actuellement  prouver  que  la  plus  petite  valeur 

du  module  v/P* -h  Q*  est  zéro;  or  cette  proposition  sera 
démontrée ,  si  Ton  fait  voir  que ,  toutes  les  fois  que  le  module 

v'P'  -h  Q*  aura  une  valeur  différente  de  zéro ,  on  pourra 
assigner  une  valeur  imaginaire  de  x  telle,  qu'en  représen- 
tant le  résultat  de  la  substitution  de  cette  valeur  dans  le 

premier  membre  de  Téqualion  par  P'  +  Q'v^ — i,  on  ait 
Désignons  la  valeur  de  x  qu'il  s'agira  de  trouver  par 
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p-{-q  si — i-l-  €  M,  e  représentant  un  nombre  qu'on  pourra 
supposer  aussi  petit  qu'on  le  voudra ,  et  u  étant  une  indé- 
terminée qui  pourra  recevoir  des  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires. 

Pour  obtenir  le  résultat  de  la  substitution  de 


/>  -f-  <7  V — I  -\-tu  h  la  place  de  x  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i),  nous  remplacerons  d'abord  ar  par x  + A; 

nous  ferons  ensuite  x^p  -\-  q  sj —  i  et  /i  =  e m. 

Le  résultat  de  la  substitution  de  x  4-  /*  à  la  place  de  x 
dans  le  premier  membre  de  Téquation  peut  être  exprimé 
par 

i'i)  X  -I-  X7/  H /*'  H /i\  .  .-+-  i^"; 

^  1.2  1.2.3 

X  désigne  alors  le  premier  membre  de  Téquation.,  ctX', 
X",  X'",  etc.,  sont  les  dérivées  successives  de  ce  polynôme. 

Quand  on  fait  x  =  p  -h  q  ^ —  i  dans  le  polynôme  (2), 
le  premier  terme  X  devient  P  -f-  Q  v/ —  i . 

Quant  aux  coefficients  des  puissances  de  h  dans  les  termes 
suivants ,  il  peut  arriver  que  quelques-uns  deviennent  nuls; 
mais  ils  ne  peuvent  pas  s'évanouir  tous  en  même  temps, 
puisque  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  h  est 
l'unité. 

Soit  h"  la  plus  faible  puissance  de  k  dont  le  coefficiein 

ne  devient  pas  zéro.quand  on  suppose  x  =:p  -^^  n  v'^^.  G 

coefficient  sera  de  la  forme  R  -f-  S  s/ — i .  et  l'on  n'aura  pas 
en  même  temps  R  =  o,  S  =:  o. 

D'après  cela,  si  Ton  représente  par  P'-+-Q'y'^  la 
valeur  que  prend  le  polynôme  (n)  ^  quand  on  v  remplace  i 
parp-f-y  V  —  I,  ri  h  par  £//.  on  aura 


[3      P'  -H  Q'  v/-  I  -  I»  -f-  Q  V  -  ,  -u  i;r  ^  s  V  -  f    .'  // 

-I-  ((frs  frr/ficx  vn  e''  *  ',  î'*"  -,    ..,■'". 
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tient  et  R  le  reste,  on  aura 

X  =  (a:  — rt)  XQ-hR. 

Si  Ton  fait  dans  cette  égalité  j:  =  a,  le  premier  membre 
deviendra  nul,  puisque,  par  hypothèse,  a  est  racine  de 
Féquation  X  =  o;  le  produit  (x  —  a)  X  Q  deviendra  aussi 
nul,  car  le  facteur  x  —  a  est  réduit  à  zéro ,  et  le  facteur  Q 
lie  peut  pas  devenir  infini  ;  d'ailleurs  le  reste  R  ne  changera 
pas,  puisqu'il  est  indépendant  de  x.  U  suit  de  la  que  R  est 
nul.  Donc  le  polynôme  X  est  divisible  par  .r  —  a. 

ScoLiE  i*'.  —  Réciproquement ,  lorsque  le  binôme  x^-  ^ 
divise  le  polynôme  X ,  a  est  racine  de  V équation  X  ==  o. 
Car  on  a ,  par  hypothèse ,  X  =  ( x  —  a)  X  Q ,  le  quotient  Q 
étant  entier  par  rapport  à  x\  or,  si  Ton  fait  dans  cette  ^a- 
lité  a:  =  a,  le  second  membre  devient  nul^  le  premier 
membre  doit  donc  aussi  être  réduit  à  zéro. 

ScoLiE  II. — Quelle  que  soit  la  quantité  a,  lorsqu'on 
fait  a:  =  a,  dans  les  deux  membres  de  Tégalité  ci-dessus, 
X  =  (x  —  a)  X  Q  4-  R ,  le  produit  [x  —  a)  X  Q  est  réduit 
i  zéro,  et  le  reste  R  ne  change  pas.  Donc  le  reste  R  est  égal 
à  la  valeur  que  prend  le  polynôme  X  lorsqu'on  remplace  x 
para.  Cette  dernière  proposition  renferme  le  théorème  vi^ 
car,  lorsque  a  est  racine  de  l'équation  X  =  o,  le  résultat 
de  la  substitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  X  étant  zéro , 
le  reste  de  la  division  de  X  par  x  —  a  est  aussi  zéro;  le 
polynôme  X  est  donc  divisible  par  x  —  a. 

380.  Dans  le  Traité  de  la  résolution  des  équations  numé- 
^uesy  Lagrangc  déiyiontre  le  théorème  vi  comme  il  suit  : 
Soit  l'équation  généiale 

Si  a  est  une  racine  de  cette  équation ,  on  aura  l'égalité 

fl-  -f.  A,  û*-'  -h  Ajû'»-'  -h .  . .  +  A«„,  /?  -4-  A«  =  o. 

ïû  tirant  de  cette  égalité  la  valeur  de  Â^ ,  et  en  la  reportant 

26. 
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dans  l<^  prttniior  membn»  clr  réquation  (i),  o€»  pcilynonH- 
devienl 

x^  -H  Ai-r-- '  -f-  A. jr"--  -!-...-<-  A«_,  .r 

—  ^^  —  A,  fz*"-'  —  Aj  n""-  —  ...  —  \m^\  «  j 

ou  bien 

a:"  — fl"H-  A,  (r*^'  —  a""' )-+-A,(x--'~fl"-»).  .  .  H- A«-,  Ix— a. 

Mais  X — a  divise  exactement  chacun  des  binômes  x"^<f, 
^-1  — a'^-^y  etc.  (n"  71  ).  Le  premier  membre  de  Yétpa- 
lion  (i)  est  donc  aussi  divisible  par  x  — a. 

Pour  obtenir  le  quotient,  il  suffit  d'effectuer  la  division 
de  chacun  des  binômes  x'"  —  «'",  x^'^  — a"*""*,  etc.,  par 
X  —  a ,  et  d'ajouter  ensuite  les  quotients  partiels,  en  molli-   ; 
pliant  le  second  quotient  par  A,,  le  troisième  par  A„  etc.: 
on  trouve  ainsi  le  résultat  ci-dessous  : 


.r*~'  -f-  a 
A. 


.r 


fli— j 


4-/1' 


Ai  a 
A 


j/^-^  -h  a- 


A.fl' 

A. 


x" 


—4 


I 

I 


.-hA./i""* 
.  4-  A,  «•- » 


-h  A 


m-  I' 


On  obtient  le  coejfficient  de  chaque  terme  du  quotient,  (^ 
partir  du  second,  en  multipliant  le  coefficient  du  terme 
précédent  par  a ,  et  en  ajoutant  au  produit  le  coefficient 
du  terme  qui  a  y  dans  le  polynôme  proposé,  le  même  rang 
que  le  terme  du  quotient  que  l'on  veut  former.  Le  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  quotient  est  le  même  que  celui 
du  premier  terme  du  polynôme  proposé. 

381 .   Quelle  que  soit  la  quantité  a,  le  premier  membre 
de  l'équation  (i)  peut  être  écrit  sous  cette  forme 


fi' 


A,  a* 


I— I 


-H  A,  flr"  -'    ...  -H  A;„^,  a  -f--*-- 
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Celte  expression  est  foiinée  de  deux  parties,  dont  Tune 
est  divisible  par  x  —  a,  et  l'autre  est  indépendante  de  x; 
celle-ci  exprime  donc  le  reste  de  la  division  du  polynôme 
proposé  par  x  —  a.  On  est  ainsi  ramené  à  la  conclusion 
qui  a  été  établie  dans  le  scolie  ii  ci-dessus. 

Au  reste,  on  peut  aussi  établir  les  divers  principes  con- 
tenus dans  les  trois  numéros  précédents ,  en  eirectuant  la 
division  du  polynôme  x"*  4-  AiX'"""*  -f-  A, x'"""*  H-  etc.  par 
le  binôme  x  —  a. 

382.  THÉonÈME  vu.  —  Une  équation  du  degré  m  a  m 
racines  réelles  ou  imaginaires,  et  elle  nen  a  pas  un  plus 
grand  nombre. 

Représentons  IVqualion  proposée  par  X  =  o.  D'après  le 
théorème  v,  cette  équation  a  une  racine  réelle  ou  imagi- 
naire. ISommons  a  cette  racine^  le  premier  membre  sera 
divisible  par  x  —  «,  et  le  quotient  sera  un  polynôme  du 
degré  m  —  i  ;  on  aura  donc 

X  =  (x  — fl)(x— '-h.  .  .)• 

Si  l'on  égale  h  zéro  le  polynôme  oC"^^  -h  etc.,  on  obtiendra 
une  équation  qui  aura  aussi  une  racine.  INommons  b  cette 
racine-,  le  polynôme  a?"*"'  -h  etc.  sera  divisible  par  x  —  i, 
et  le  quotient  sera  un  polynôme  du  degré  m  —  2  ^  de  sorte 
que  Ton  aura,  à  cause  de  l'égalité  ci-dessus, 

X  =  (a:  —  <i)  (j;  —  *)  (j:«-'  -H  .  .  .). 

Si  Ton  égale  à  zéro  le  polynôme  jc*""*' -h  etc.,  il  en  résul- 
tera une  équation  qui  admettra  une  racine  c  ;  le  polynôme 
.r"*~*  -h  etc.  sera  divisible  par  x  —  c-^  le  quotient  sera  du 
degré  m  —  3,  et  Tégalité  précédente  deviendra 

X  =  (j:  —  (i)  (j:  —  6)  (j;  —  c)  (.r*--^  -h.  .  .)• 

On  pourra  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  le  dernier  quo- 
tient soit  un  binôme  du  premier  degré  x  —  k\  et  il  en 
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résultera 

X  =  (4?  —  a)  (x  —  6)  (x  —  r) .  .  .  (x  —  /•). 

Mais,  d'après  cette  égalité,  le  polynôme  X  sera  réduit  à 
zéro  si  l'on  met  à  la  place  de  x  une  des  m  valeurs  a,  i, 
c, . . . ,  A  ;  donc  l'équation  X  =  o  a  m  racines.  Elle  n'admet 
que  les  m  racines  a,  &,  c,...,Xl;  car,  si  elle  en  a?ait 
d'autres ,  le  polynôme  X  pourrait  être  décomposé  de  plu- 
sieurs manières  en  facteurs  du  premier  degré;  et  cela  est 
impossible  (n^363)  (*). 

Il  peut  arriver  que  quelques-uns  des  facteurs  x  —  a, 
z  —  bjX — c,  etc.,  soient  égaux;  dans  ce  cas  on  dit  que 
Téquation  X  =  o  a  des  racines  égales.  Par  exemple,  si  le 
polynôme  X  a  trois  facteurs  égaux  à  x  —  a,  on  dif  que 
l'équation  a  trois  racines  égales  à  a.  C'est  dans  ce  sens  qu'on 
doit  entendre  qu'une  équation  du  degré  m  a  toujours  m 
racines. 


(*)  On  peat  prouver,  indépendamment  de  la  propoiition  du  n® 
qu^une  équation  du  degré  m  n*a  pas  plus  de  m  racines.  En  effet,  repreiMtf 

Pégalilu 

X    -  [x  —  a]  {x    ~  h)  [x  —  c) .  .  .(or  —  À). 

Si  Ton  donne  à  x  une  \alcur  a  difTércnte  de  chacune  des  quaalitci 
a,  by  c,...,  ky  aucun  des  lacteurs  du  second  membre  n^étant  nul ,  leorpro- 
duit  no  sera  pas  nul  (noSOtf);  donc  a  no  sera  pas  racine  de  TéquitiM 

X  =  Q.  S'il  y  a  des  racines  égales,  en  sorte  qu^on  ait  X  =  {x — «)"  {x—h'f^t 
le  ))olynôme  X  ne  pourra  ôlru  égal  à  aucun  autre  produit  formé  des  nétn» 
l'acteurs  avec  des  exposants  différents.  Car  soit,  sMl  est  possible, 

(x  -  tf  :"  {x-^bf  ...=z{x-af  {x-h/.... 

Si  l'on  suppose  w>  n',  on  pourra  diviser  les  deux  membres  |>&r  (Jc  — r  » 
et  il  viendra 

(x  -  a)"-"'  {x-bf  ...:=^{x-b/  .... 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  réduit  à  zéro  par  Mrj^ 
thèse X  =  a,  et  il  n^en  est  pas  do  même  du  second  membre,  puisque  ton* 
ses  facteurs  sont  différents  de  x  —  a.  Légalité  est  donc  impassible. 

Une  équation  da  degré  m  n'admet  donc  qu^un  seni  système  de  m  racine» 
légales  on  inégales. 
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383»  Si  Ton  multiplie  entre  eux  les  facteurs  du  premier 
degré  du  polynôme  X ,  deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  etc. ,  les 
produits  qu'on  obtiendra  seront  des  diviseurs  de  X.  De 
plus,  le  polynôme  n^admettra  pas  d'autres  diviseurs  que  ceux 
qui  résulteront  de  ces  multiplications.  Le  nombre  des  divi- 
seurs du  deuxième  degré  est  donc  — ^ ;  celui  des  divi- 


1 .2 


1          .  .,         1        .         m(m  —  i){m  —  2) 
seurs  du  troisième  degré  est -^ ;  etc. 


I    2.3 


384.  Théorème  viii. — Lorsqu'une  équation,  dont  les 
coefficients    sont    réels,    admet   une   racine   imaginaire 

a  H-  6  ^ —  I ,  elle  a  aussi  la  racine  conjuguée  a —  6  ^ —  1. 

Concevons  que  l'on  substitue  a-f-ê^ —  i  à  la  place  de  x 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  ;  les  termes  dans  les* 

quels  S  ^ —  I  sera  élevé  à  une  puissance  paire  seront  déli- 
vrés du  symbole  y —  1 ,  tandis  que  ce  symbole  se  conservera 

dans  tous  les  termes  où  la  même  quantité  6  v^ —  1  sera 
élevée  à  une  puissance  impaire  (n°206);  de  sorte  que,  ùï 

l'on  représente  le  résultat  de  la  substitution  par  P-hQ  ^— i , 
P  et  Q  seront  des  quantités  réelles,  P  ne  contiendfa  que 
des  puissances  paires  de  S,  et  Q  ne  contiendra  que  des 
puissances  impaires  de  cette  quantité. 

Si  Ton  remplace  dans  la  même  équation  x  par  a — o  si — i , 
le  résultat  ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  puis- 
sances impaires  de  S  auront  des  signes  contraires^  par  c^on- 

séquent,  ce  résultat  sera  P  —  Q  y/ —  i .  Mais  puisque,  par 

hypothèse,  a-|-6v— 1  est  racine  de  l'équation,  il  faut 

que  l'expression  P  -f-  Q  y' —  i  soit  zéro,  ce  qui  exige  que 

Y  on  ait  séparément  P=  o,  Q  =  o.  L'expression  P —  Q  ^ — 1 

sera  donc  aussi  zéro,  a  —  £  V —  i  sera  donc  une  racine  de 
Téquation. 
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Corollaire  i.  —  IJans  une  équation  dont  les  coeflicients 
sont  réels,  les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair. 

Corollaire  ii. — Les  facteurs  correspondants  aux  racines 
imaginaires  conjuguées  d'une  équation  dont  les  coefficients 
sont  réels,  produisent  des  facteurs  réels  du  second  degré  en  J. 
Car  les  facteui*s  correspondants  à  deux  racines  imaginaires 

conjuguées  étant  x  —  a  —  S  v/ —  i  et  j?  —  a  +  S  y' —  i ,  le 
produit  de  ces  deux  facteurs  est 

(x  —  a)-  -H  C%      ou     x'  —  2  ax  -h  a'  -H  ê-. 

On  conclut  de  là  que  le  premier  membre  d'une  équation 
de  degré  pair,  dont  les  coefficients  sont  réels,  est  décom^   , 
posable  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

Si  Téquation  est  de  degré  impair,  elle  a  un  facteur  réel  du 
premier  degré  (n®  37S)  \  et,  en  la  divisant  par  ce  facteur, 
on  n'a  plus  à  considérer  qu'une  équation  de  degré  pair. 

Relations  entre  les  coefficients  d'une  équation  et  les 

racines. 

385.  Théorème  ix.  —  Dans  une  équation  ramenée  à  h 
forme  X'"  -I-  A\'"-'  -+-  Hx"'-*  -f-  Cx"-'  -+-...  -h  K  =  o  (fc 
coejjicient  de  la  plus  haute  puissance  de  F  inconnue  étant 
V unité)  ^  le  coefjicient  du  deuxième  terme  pris  auec  un  signe 
contraire  est  égal  à  la  somme  des  racines.  Le  coefficient 
du  troisième  terme  est  égal  à  la  somme  des  prodtdts  des 
racines  deux  ii  deux.  Le  coefficient  du  quatrième  teivw 
pris  ay^ec  un  signe  contraire  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits des  racines  trois  à  trois  ;  ainsi  de  suite.  Le  dernier 
tenne  pris  av^ec  son  signe,  ou  avec  le  signe  contraire,  sui- 
v^ant  que  le  degré  de  V équation  est  pair  ou  impair^  est 
égal  au  produit  de  toutes  les  racines. 

Soient  «,   fc,  c*,.  .  . ,  fc,  les  m  racines  de  Téquation;  !«' 
premier  membre  devra  être  identique  avec  le  produit 

(,f  —  fi)  (.r  —  b\  (x  —  r).  .  .(a-  —  /). 
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Or,  on  a  vu  (n"  326)  que,  dans  le  produit  de  m  facteurs 
j-f  a,  jrH-i,  xH-c,oic.,  le  coefficient  de  ocf^'^  est  la 
somme  des  quantités  a^  b^  c^  etc.;  le  coefficient  de  x"*^^ 
est  la  souime  des  produits  des  mêmes  quantités  deux  à 
deux;  celui  de  x^~*  est  la  somme  des  produits  de  ces  quan- 
lilés  trois  à  trois,  etc.;  et  le  dernier  terme  est  le  pro- 
duit de  toutes  ces  quantités.  D'ailleurs,  pour  passer  du 
produit  des  facteui*s  x  -^  a^  jc  -f-  5,  etc.,  à  celui  des  fac- 
teurs X  —  a,  X  —  i,  etc.,  il  suffit  de  changer  les  signes  des 
quantités  a,  6,  c,  etc.;  et  par  là  les  produits  dans  lesquels 
ces  quantités  entrent  en  nombre  impair  changent  tous  de 
signe,  et  ceux  dans  lesquels  elles  entrent  en  nombre  pair 
ne  changent  pas.  On  conclut  de  là  le  théorème  énoncé. 

ScoLiE.  —  La  proposition  qui  vient  d'être  établie  don- 
nant ni  équations  entre  les  m  racines  et  les  coeHicients , 
on})ourrait  penser  qu'il  y  aura  quelque  avantage,  pour 
déterminer  les  racines,  à  remplacer  Téquation  proposée 
par  le  système  de  ces  m  équations.  Mais,  comme  les 
racines  entrent  toutes  de  la  même  manière  dans  ces  équa- 
tions, en  sorte  que  celle  que  l'on  a  représentée  par  a, 
par  exemple,  exprime  indiiléremment  l'une  quelconque 
d'entre  elles,  il  faudra  nécessairement  que,  si  Ton  parvient 
i  déduire  des  relations  dont  il  s  agit  une  équation  qui  ne 
contienne  plus  que  r/,  cette  équation  donne  indistincte- 
ment toutes  les  racines;  par  conséquent,  elle  sera  exacte- 
ment semblable  à  Téquation  proposée. 

Considérons,  par  exemple,  Téijuation  du  troisième  degré 

En  représentant  les  trois  racines  par  a,  /»,  c,  on  a 

—  /ï  —  b  —  r  =  A ,      nb  -\-  ac  -\-  bc  -=.  là  y      —  abc  =  C. 

Pour  éliminer  b  et  c  entre  ces  trois  équations,  il  suffit  de 
substituer  dans  la  deuxième  les  valeurs  de  b  -f-  c  et  de  bc 
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déduites  de  la  première  et  de  la  troisième.  On  parvieni 
ainsi  à  Téquation 

a' -f- A«» H- Ba -h  C  =  o. 

Celle-ci  ne  diffère  de  la  proposée  que  par  le  chaflgeiiient 
de  a:  en  a. 

Transformation  des  équations. 

386.  11  est  souvent  utile,  pour  faciliter  la  détermination 
des  racines  d'une  équation,  de  faire  subir  à  FéquatioD 
quelque  transformation  qui  ait  pour  effet  d'augmenter  ou 
de  diminuer  les  racines  d'une  certaine  quantité,  de  les  mul- 
tiplier ou  de  les  diviser  par  une  certaine  quantité,  etc. 

Soit  Téquation 

(l)  j:*-f- Aj:^'-f-  B-r*-'-}-.  .  .-hK  =  o. 

Pour  changer  cette  équation  en  une  auti*c  dont  les  racine> 
soient  égales  à  celles  de  la  première,  augmentées  dW 
quantité  A,  on  posera 

r  =  ^  -f-  /< ,      d'où     X  '=■  jr  —  h\ 

la  substitution  Ae  y  —  /t  à  la  place  de  x  dans  réqualion  (i) 
doimera  l'équation  cherchée. 

En  eflTectùant  la  substitution,  il  vient 

W  [y  — A)"-h  A(^  — A)'--M-B(7— //)— ^-|-...4-K=:o. 

Il  est  facile  de  rcconnaitrc  à  posteriori  que  cette  équation 
satisfait  à  la  condition  proposée;  car  le  résultat  de  la  sub' 
stitution  de  a  à  la  place  de  x  dans  Téquation  (i)  est  \c 
même  que  celui  de  la  substitution  de  «  +  A  à  la  place  Acy 
dans  Téquation  (ît);  par  conséquent,  si  a  est  une  racine  di' 
la  première  équation,  a -h  h  t»st  une  racine  de  la  seconde. 
On  pi'Ut  aussi  parvenir  à  cette  conclusion  en  mettau' 
le  premier  membit;  de  l'équation  sous  la  forme  d'un  pro^ 


CHAPITRE  TREIZIÈME.  4ii 

luil  de  facteurs  du  premier  degré;  car,  si  a,  &,  c, . . . ,  X[ 
iont  les  racines,  le  premier  membre  sera  ëquivalent  au 

produit 

(j:  —  a){x  —  b)  (x  —  c). ,  ,{x  —  A). 

Or,  en  mettant  j-  —  A  à  la  place  de  x ,  on  change  ce  produit 
dans  le  suivant 

[y-{a  +  h)][jr-{b-i-A)][jr-lc  +  h)]...[x-{A  +  A)]; 

les  racines  de  l'équation  en  y  formée  par  cette  substitution 
seront  donc  a-f-A,  A-4-A,...,  k  -hh. 

387.  Quand  on  veut  diminuer  toutes  les  racines  de 
Téquation  (i)  d^une  même  quantité,  la  question  ne  diilere 
de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  qu'en  ce  que  h 
doit  être  une  quantité  négative;  si  Ton  représente  cette 
quantité  par  — A,  l'équation  transformée  est 

(3)  ix  4-  ^)-  -h  A  ix  -h  A)—'  -h  B  (7  -h  A)—'  4-  .  .  .  -h  K  =  o. 

On  se  sert  ,de  cette  trai^formation  pour  changer  une 
jquatitm  en  une  autre  qui  ne  contienne  pas  une  puissance 
désignée  de  l'inconnue.  En  développant  les  diverses  puis- 
sances du  binôme j'  +  A  dans  l'équation  (3) ,  elle  devient 


(4) 


jT  -h  mh 

y*~'-^\m{m--\)h} 

^-,. 

..-4- A* 

H-A 

-4-(/w  —  i)AA 

-h  A  A--' 

4-B 

4-BA— » 

=  o. 


Si  l'on  veut  que  cette  équation  ne  contienne  pas  la  puis- 
wnce  m  —  i  de  j^,  il  faudra  poser 

mh  4-  A  =  o ,     d'où     /*  = • 

m 

^  relation  x^r^y-hh  deviendra  par  là 

A 

j:  =  r • 

m 
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Ainsi ,  pour  iraiisforiucr  une  équatioQ  en  une  aulrc  qui 
manque  du  second  ternie,  il  faut  remplacer  rineoti nue  jr 
par  une  autre  inconnue  y  à  laquelle  on  ajoute  le  cocflicienl 
A  du  second  terme  dans  Téquation  proposée,  pris  eu  sigue 
contraii*e  et  divisé  par  le  degré  de  réqualion.  Les  racines  de 
Téqualion  transformée  sont  alors  égales  à  celles  de  la  pro- 
posée augmentées  de  —  • 

On  peut  s'expliquer  cette  règle  par  celles  qui  ont  éiv 
exjK)sées  relativement  à  la  composition  des  coeftîcients  avec 
les  racines.  Lorsque  les  racines  sont  toutes  augmentées  de 

—  t  leur  somme  est  aimmentée  de  niX  —  ?  ou  de  A;  mais 
/;/  ^  /// 

cette  somme  était  d'abord  égale  à  —  A  ^  la  somme  des  raciues 
de  la  nouvelle  «kjuation  (»st  donc  égale  à  zéro.  Le  coeffi- 
cient du  second  terme  doit  donc  être  nul. 

Si  Ton  voulait  faire  disparaître  le  troisième  terme  de 
Téquation  (4) ,  on  égalerait  le  coefficient  de  ce  terme  à 
zéro ,  ce  qui  donnerait  une  équation  du  second  degré,  d'où 
l'on  tirerait  deux  valeurs  de  A.  L'évanouissement  du  qua- 
trième terme  dépendrait  d'une  équation  du  troisième  de- 
gré, etc.;  et  si  l'on  voulait  faire  évanouir  le  dernier  terme, 
on  aurait  à  résoudre  une  équation  toute  semblable  à  la 
propostV. 

11  est  facile  de  s'expliquer  cette  dernière  particularité: 
car,  lorsijue  le  dernier  ternie  de  rétjualion  (4)  sera  nul, 
une  (les  racines  de  cette  équation  sera  égale  à  zéro;  or  a*^ 
racines  sont  celles  de  la  prtipostV,  diminuées  de  h  ;  par  con- 
stMjuent,  j>our  que  Tune  d'elles  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffil 
que  h  soit  une  des  racines  de  l'injuation  proposée. 

t{88.  Pour  donner  un  exenq>le  de  1  évanouissement  du 
second  terme,  prenons  I  tH] nation 

5  r-h5x'-f-r" — ibwT  — 20  x — i6  =  o. 
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11  faudra  remplacer  x  par  y  —  i  ;  ce  qui  donnera 

/'  —  gr' H- 7'  — 9=^0. 

On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

aloi's  on  voit  qu'elle  se  partage  en  deux  autres ,  savoir  : 

r'  —  9  =  o ,     j^  -4-  I  =  o. 

On  conclut  de  la  première  j^  =  -f-  3  et  j^  = — 3  5  et  la  seconde 
donne  (n^âi2) 

Il  suit  de  là  que  Féquation  (5)  a  trois  racines  réelles  et 
deux  racines  imaginaires  ;  et  d'après  la  relation  x^^y  —  i , 
ces  racines  sont 

j:  =  2,      X  z=.  —  4»      .r=:  —  2, 


Dans  cet  exemple,  Téquation  transformée  ne  contient  ni 
la  quatrième  puissance  de  Finconnue ,  ni  la  première.  Mais 
on  ne  doit  pas  généralement  compter  sur  la  possibilité 
de  faire  évanouir  à  la  fois  plusieurs  termes;  et,  quand  il 
manque  des  termes,  si  l'on  fait  évanouir  un  de  ceux  que 
l'équation  contient ,  il  arrive  le  plus  ordinairement  que  cette 
transformation  fait  reparaître  les  termes  qui  manquaient 
d'abord. 

389.  Pour  transformer  une  équation  en  une  autre  dont 
les  racines  soient  égales  à  celles  de  la  proposée  multipliées 

par  une  même  quantité  h ,  on  posera  y=zhx^  d'où  x  =  j-^ 
la  substitution  de  y  à  la  place  de  x  donnera  Téquation 
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demandée.  Si  les  racines  devaient  être  divisées  par  A,  on 

poserait  j^  =  -»  d'où  x  =  hy. 

390.  Pour  transformer  une  équation  donnée  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  égales  à  celles  de  la  première  prises 
avec  des  signes  contraires,  il  faut  remplacer  x  par  —j. 

Soit  Téquation 

j:"  +  Ax*-'  -h  Bx— »  -h  Caf^^  -h .  . .  H-  K  =  o. 

Si  m  est  un  nombre  pair,  la  substitution  de  — J^"  à  la  place 
de  X  changera  les  signes  de  tous  les  termes  de  rangs  pairs, 
à  partir  du  premier,  et  les  termes  de  rangs  impairs  ne  chan- 
geront pas.  Si  m  est  impair,  les  termes  de  rangs  impain 
changeront  de  signes  ,  et  les  termes  de  rangs  pairs  ne  chan- 
geront pas;  mais  alors  il  faudra  changer  les  signes  de  tons 
les  termes  dans  Téquation  résultante ,  afin  que  le  premier 
terme  devienne  positif.  Par  conséquent,  si  Féquation  est 
complète,  c'est-à-dire  si  elle  renferme  tous  les  termes  qoe 
son  degré  comporte ,  on  changera  les  signes  des  racines  en 
changeant  seulement  les  signes  des  termes  de  rangs  pairs. 
La  même  chose  a  encore  lieu  lorsqu'il  manque  des  termes, 
si  les  exposants  de  Tinconnue  sont  alternativement  pairs 
et  impairs. 

391 .  Lorsqu'une  équation  ramenée  à  la  forme  ordinaire 
a  tous  SCS  termes  de  même  signe,  elle  ne  peut  admettre 
aucune  racine  positive;  car  la  substitution  d'une  valeur 
positive  à  la  place  de  x,  dans  le  premier  membre,  donne 
une  somme  de  quantités  positives  qui  ne  peut  être  nulle. 

Une  équation  complète  dont  les  termes  sont  alternative* 
ment  positifs  et  négatifs  n'a  aucune  racine  négative;  car. 
après  le  changement  des  signes  des  termes  de  rangs  pairs, 
tous  les  termes  étant  positifs,  la  transformée  n*a  aucune 
racine  positive. 
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Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  et  posi- 
tives ,  elle  est  complète  et  ses  termes  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs.  Quand  toutes  les  racines  sont  réelles 
et  négatives,  Téquation  est  complète  et  tous  ses  termes 
sont  positifs.  Cela  résulte  évidemment  de  la  proposition  du 
n°  385. 

Quand  une  équation  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  Tinconnue,  les  racines  ne  diffèrent  deux  à  deux  que  par 
les  signes^  car,  la  substitution  de  — J^  à  la  place  de  x  n'ap- 
portant aucun  changement  dans  Inéquation ,  il  faut  qu£  les 
racines  ne  soient  pas  changées  quand  on  les  prend  toutes 
avec  des  signes  contraires^  par  conséquent,  s'il  y  a  une 
racine  -I-  a,  îï  y  21  aussi  la  racine  —  a.  On  parvient  égale- 
ment à  cette  conclusion  en  remarquant  que ,  si  Ton  pose 
jc*  =  j^,  l'équation  sera  ramenée  à  une  autre  de  degré  sous^ 
double,  et  pour  chaque  valeur  de  y  on  obtiendra  deux 
valeurs  de  x  qui  différeront  seulement  par  le  signe. 

Réciproquement,  lorsque  les  racines  d'une  équation  ne 
différent  deux  à  deux  que  par  les  signes ,  Féquation  ne  con- 
tient que  des  puissances  paires  de  l'inconnue.  En  effet,  les 
racines  pouvant  être  exprimées  par 


le  premier  membre  de  Péquation  est  le  produit  des  facteurs 

X  —  rt,      JT-Ha,      X — b^     x-\-bj      x  —  c,     x-f-c,,..; 

donc  il  est  égal  au  produit  des  facteurs  du  second  degré 

x'  —  a',     x*  —  ô%     x'  —  r% .  . .  . 

Comme  ceux-ci  ne  contiennent  que  des  puissances  paires 
de  or,  il  en  est  nécessairement  de  même  de  leur  produit 

Règle  des  signes^  de  Descartes. 
392.  Lorsque  Ton  considère  une  suite  de  termes  affectés 
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des  sîgiics  -h  et  — ,  les  chaiigenients  de  signe  qui  ont  lieu 
d'un  terme  au  suivant  se  nomment  "variations;  et  Fondit 
qu'il  y  a  permanence  toutes  les  fois  que  les  signes  des  deux 
termes  consécutifs  sont  les  mêmes.  Ainsi ,  dans  réquaiion 

jr*  —  3  07*  —  2  .r"'  -4-  x'  —  .r  —  i  =  « , 

il  y  a  trois  variations  y  qui  sont  du  premier  terme  au 
deuxième ,  du  troisième  au  quatrième ,  et  du  quatrième  au 
cinquième.  11  y  a  deux  permanences  :  une  du  deuxième 
terme  au  troisième,  l'autre  du  cinquième  au  sixième. 

Il  est  clair  que^  dans  toute  équation  complète,  le  nombre 
des  variations  et  des  permanences  est  égal  au  degré. 

La  proposition  qu'on  nomme  la  règle  des  signes,  de 
Descartes,  consiste  dans  le  théorème  ci-après. 

393.  Théorème  x.  — Dans  une  équation  complète  ou 
incomplète,  fe  nombre  des  racines  positii^es  ne  peut  pas 
surpasser  le  nombre  des  variations  (*). 

Supposons  qu'on  ait  d'abord  formé  le  produit  des  fac- 
teurs correspondants  aux  racines  imaginaires  et  aux  racines 
négatives  de  l'équation  \  il  ne  s'agira  plus,  pour  obtenir  le 
premier  membre,  que  de  multiplier  successivement  ce  pro- 
duit par  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines  posi- 
tives. Le  théorème  énoncé  sera  donc  démontré  si  l'on  fait 
voir  que,  lorsqu'on  multiplie  un  polynôme  par  un  fadeur 
X  —  a  dans  lequel  a  est  positif,  le  produit  contient  au 
moins  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande. 

Soit  le  polynôme 

.r«-f-.  .  .— Nx~-  "  — .  .  .-4-  Pjr^-P  -+- .  ..zbQj:*-?.  .  .±R; 


(*)  On  cnonçail  habitucllcmcnl  la  règle  des  si^rncs  comme  il  suit:  Da»f 
toute  éifuation  ,  le  nombre  des  racines  positives  ne  peut  pas  surpasser  le  norn^^ 
des  variations,  et  le  nombre  des  racines  nêtfatives  ne  peut  pas  surpasser  /' 
nombre  des  pet  manences.  Mais  la  seconde  parlit*  de  cet  énonce  c•^l  iuexacWi 
si  Ton  n'^ajonte  pas  que  les  termes  de  réquaiion  sont  alternativement  d^ 
degré  pair  et  de  degré  impair^  tandis  que  la  première  partie  n'exipe  p** 
cette  rt'striction. 
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Supposons  que,  s'il  se  trouve  des  termes  entre  af  et  — Nx"~", 
ils  ont  tous  le  signe  +5  que  s'il  y  en  a  entre  —  Nx""""  et 
H-Px^-P,  ils  ont  tous  le  signe  — 5  que  depuis  -l-Px^'"'' 
jusqu'à  dbQafr"-*'  les  signes  changent  un  nombre  quel- 
conque de  fois  5  et  que  depuis  le  terme  dz  Qjr'"'"'?,  de  signe 
contraire  à  celui  qui  le  précède,  jusqu'au  dernier  terme 
db  R ,  tous  les  termes  ont  le  même  signe.  Chacun  des 
groupes  composés  alternativement  de  termes  positifs  et  de 
termes  négatifs  pouvant  d'ailleurs  se  réduire  à  un  seul 
terme. 

Multiplions  ce  polynôme  par  x  —  «^  l'opération  sera 
teUe  qu'oti  le  voit  ci -dessous  : 

a:««...  —  Na:"-" -^-Vaf^^ ±Qx«-î dzR 

X  —  a 


x«'-^t    —  N'x^*-*-'...  4-P'j:-^a'-^'...±Q'x*-î^' rpRfl. 

D'après  les  suppositions  qui  ont  été  établies  sur  les  signes 
des  termes  du  multiplicande ,  les  termes  du  produit  de  ce 
polynôme  par  —  a  dans  lesquels  les  exposants  de  x  seront 
/M  —  n-^\^m  —  /?-hi,  m  —  q-^-  \^  auront ,  s'ils  ne  sont 
point  nuls ,  les  mêmes  signes  que  les  termes  aflectés  des 
mêmes  exposants  de  x  dans  le  produit  du  multiplicande 
par  x\  par  suite,  les  termes  aQectés  de  ces  exposants  dans 
le  produit  total  auront  aussi  les  mêmes  signes. 

Cela  posé,  dans  le  multiplicande  il  n'y  a  qu'une  seule 
variation  depuis  le  premier  terme  x^  jusqu'au  terme 
— Njc^-",  et  dans  le  produit  il  y  a  au  moins  ime  variation 
depuis  le  premier  terme  j::'""*'*  jusqu'au  terme  —  N'x'"~"+% 
puisque  ces  deux  termes  ont  des  signes  différents.  De  même, 
il  n'y  a  qu'une  seule  variation  dans  le  multiplicande, 
depuis  le  terme  —  IN  x"*""  jusqu'au  terme  -f-  P x'""'',  et  il 
5"  édit,  27 
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s'en  trouve  au  moins  une  entre  les  termes  —  N'x*""""*"* 
et  -f-  Vx^"^^  du  produit.  On  voit  par  là  que  le  nombre 
des  variations  qui  se  trouvent  dans  le  produit,  jusqu'au 
terme  ±:  Q' JC**'*"*"*,  est  au  moins  égal  au  nombre  des  varia- 
tions qui  se  trouvent  dans  le  multiplicande  jusqu'au  terme 
dz  Qx*""'"*'*.  Mais ,  à  partir  de  ce  terme,  le  multiplicande 
ne  contient  plus  aucune  variation,  et  il  s'en  trouve  au 
moins  une  dans  le  produit ,  du  terme  ifc  Q'j!:""^+'  au  der- 
nier terme  q=  Ra.  Le  produit  contient  donc  au  moins  une 
variation  de  plus  que  le  multiplicande. 

394.  Lorsque  la  multiplication  par  un  facteur  correspon- 
dant à  une  racine  positive  introduit  plusieurs  variations, 
elle  en  introduit  toujours  un  nombre  impair.  En  effet,  sup- 
posons d'abord  que  le  dernier  terme  du  multiplicande  ait  le 
signe  -I-  ;  il  faudra  que ,  si  les  signes  changent ,  ils  changent 
un  nombre  pair  de  fois,  c'est-à-dire  que  le  nombre  des 
variations  du  multiplicande  sera  zéro  ou  un  nombre  pair  9 
mais ,  dans  ce  cas ,  le  dernier  terme  du  produit  aura  le  signe 
—  ;  par  conséquent,  le  nombre  des  variations  du  produit 
sera  impair.  Si,  au  contraire,  le  dernier  terme  du  multi- 
plicande a  le  signe  — 9  il  J  aura  dans  ce  polynôme  un 
nombre  impair  de  variations  ;  dans  ce  cas ,  le  dernier  terme 
du  produit  aura  le  signe  -H  ;  par  conséquent,  le  nombre  de 
ses  variations  sera  pair.  Le  nombre  des  variations  du  pro- 
duit différera  donc  toujours  du  nombre  des  variations  du 
multiplicande  d'un  nombre  impair. 

D'un  autre  côté,  puisqu'une  équation  dont  le  dernier 
terme  est  négatif  a  toujours  une  racine  positive  (n®*  375 
et  376) ,  le  produit  des  facteurs  correspondants  aux  racines 
négatives  et  aux  racines  imaginaires  doit  avoir  son  dernier 
terme  positif;  par  conséquent,  s'il  y  a  des  variations  dans 
ce  produit ,  il  y  en  a  un  nombre  pair.  Donc ,  puisque  chacun 
des  facteurs  correspondants  au^  racines  positives  introduit 
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un  nombre  impair  de  variations,  si  le  nombre  desvaria^ 
tions  est  plus  grand  que  le  nombre  des  racines  positit^es, 
il  le  surpasse  d\tn  nombre  pair. 

395.  G>mme  les  racines  d'une  équation  changent  toutes 
de  signe  quand  on  change  x  en  —  x^  il  résulte  du  théorème 
précédent  que  le  nombre  des  racines  négatives  d'une  équa- 
tion ne  peut  surpasser  le  nombre  des  variations  de  l'équa- 
tion transformée  quon  obtient  en  remplaçant  x  par  —  x. 

Lorsque  les  termes  de  Téquation  sont  alternativement 
de  degré  pair  et  de  degré  impair,  le  changement  de  x  en 
—  X  ne  fait  que  changer  les  signes  des  termes  de  rangs 
pairs  (n^  390) ,  et  par  là  les  variations  deviennent  des  per- 
manences, et  vice  versé.  Donc,  dans  ce  cas,  le  nombre 
des  racines  négatives  ne  peut  surpasser  le  nombre  des 
permanences, 

La  même  chose  n'a  plus  lieu  quand  deux  exposants  con- 
sécutifs sont  tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs.  Ainsi 
l'équation  x^  —  2x4-1=0  n'offre  pas  de  permanence; 
cependant  elle  a  au  moins  une  racine  négative  (n"  375). 

396.  Soient  v  le  nombre  des  variations  d'une  équation , 
\^'  le  nombre  des  variations  de  la  transformée  qu'on  obtient 
en  changeant  x  en  — x.  Le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équation  ne  pourra  pas  surpasser  i'-4-v''.  Donc,  si  cette 
somme  est  moindre  que  le  degré  m ,  l'équation  atira  des 
racines  imaginaires. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  x*  —  ax4-i=o.  Ona 
1/  =  a,  et  en  changeant  x  en  —  x,  on  trouve  i''  =  i  ; 
donc  1^  •+-  (^^  =  3.  Il  y  a  donc  au  moins  deux  racines  ima- 


ginaires. 


•  La  somme  i^  +  u'  n'est  jamais  plus  grande  que  le  degré, 
et,  quand  elle  est  moindre,  la  différence  est  un  nombre 
pair. 

En  effet,  quand  l'équation  est  complète,  la  somme  f^H-^' 

27. 
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est  égalo  au  nombre  des  variations  et  des  permanences^ 
lequel  est  égal  au  degré;  il  ne  s'agit  donc  que  d'examiner  le 
cas  où  il  manque  des  termes.  Or,  si  Ton  considère  une  suite 
de  /?  -h  I  termes  consécutifs ,  telle  que 

±:^jf*±  P j:«-'  . .  .±:  Sx-^-P-^*  ±  Tx»-^ 

cette  suite  de  termes  donnera  dans  la  proposée  et  dans  la 
transformée  p  variations.  Si  Ton  sup2)rime  tous  les  termes 
de  cette  suite,  h  l'exception  du  premier  zh  Nx"  et  du  der- 
nier zh  T x"-'',  il  y  aura  deux  cas  à  distinguer  :  celui  où  p 
sera  pair,  et  celui  où  p  sera  impair.  Dans  le  premier  cas, 
lorsqu'on  changera  x  en  — x.  les  deux  termes  ztiNj:*el 
dt  Ta:""''  changeront  tous  deux  de  signe ,  ou  ils  n'en  chan- 
geront ni  l'un  ni  l'autre  ;  donc ,  s'ils  ont  des  signes  diffé- 
rents, ils  donneront  dans  la  proposée  et  dans  la  transformée 
deux  variations-,  et  s'ils  ont  le  même  signe,  ils  n'en  donne- 
ront aucune.  Dans  le  second  cas,  lorsqu'on  changera  xcn 
—  a:,  l'un  des  deux  ternies  gardera  son  signe  et  l'autre  en 
changera;  par  conséquent,  s'ils  donnent  une  variation  dans 
la  proposée,  ils  n'en  donneront  pas  dans  la  transformée, et 

îl  suit  de  là  que,  si  p  est  un  nombre  pair,  après  la 
suppression  de  tous  les  termes  compris  entre  ±  ^x*  <'t 
dz  Tx"~f\  la  somme  u -\-  v'  sera  égale  à  m  —  [p  —  2) ,  ou 
à  m  — /?,  suivant  que  les  deux  tonnes  dz  Nj?"  et  ±  Tx*'^ 
auront  des  signes  difterents,  ou  le  même  signe;  et  que,  h\f 
est  un  nombre  impair,  la  somme  v'-^-v^  après  la  suppres- 
sion des  termes  compris  entre  ii=  'Sx"'  et  ±:  Tx""'',  sera  égale 
à  m  —  p  +  i»  Donc,  dans  une  équation  incomplète,  la 
somme  t^  -+-  p''  est  toujours  au  plus  égale  au  degré,  et  quand 
elle  est  moindre,  elle  en  diffère  d'un  nombre  pair. 

S'il  ne  manque  qu'une  seule  puissance  de  x,  on  a  p^^^ 
et  si  les  deux  termes  dont  les  degrés  comprennent  celui 
de  la  puissance  qui  manque  ont  des  signes  contraires,  la 
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tomme  m  ■+- 1''  étant  égale  à  m,  Féquation  pourra  avoir  toutes 
>e$  racines  réelles^  mais  s'il  manque  une  puissance  de  x 
;ntre  deux  termes  de  même  signe,  il  y  aura  au  moins  deux 
racines  imaginaires  (*). 

397.  Quand  toutes  les  racines  d'une  équation  sont 
réeUeSy  le  nombre  des  racines  positivées  est  égal  au  nombre 
des  variations  y  et  le  nombre  des  racines  négativ^es  est  égal 
au  nombre  des  variations  de  la  transformée  quon  obtient 
en  changeant  xen  —  x. 

En  efTet,  soient  i^  le  premier  nombre  de  variations,  p»'  le 
second,  p  le  nombre  des  racines  positives,  n  celui  des 
racines  négatives,  et  m  le  degré  de  l'équation.  Puisque 
toutes  les  racines  sont  réelles ,  on  a  /?  -4-  /i  =  m ,  et  puisque 
la  somme  p-hn  ne  peut  surpasser  la  somme  u^u\  qui  est 
au  plus  égale  à  fii ,  il  faut  que  Fou  ait 

ç-{-p'  =  my     donc     tf-^t/^zp-hn. 

Cela  posé,  si  p  était  moindre  que  u^  il  faudrait  que  Ton  eût 
«]>*/,  ce  qui  ne  se  peut.  On  a  donc  p  =  u  et  n  =  v'. 

(*)  H.  Sturm  a  déduit  de  la  règle  des  signes  la  conséquence  suivante: 
qaand  la  multiplication  du  premier  membre  d*une  équation  par  uu  facteur 
'  —  a,  dans  lequel  a  est  une  quantité  positive,  introduit  aAr-f- 1  varia- 
tions f  ou  quand  la  multiplication  par  x  +  a  en  fait  disparaître  1  k ,  Téqua- 
(iooaau  moins  ik  racines  imaginaires.  En  effet,  soit  v  le  nombre  des 
variations  d^une  équation /(x)  =  0,  du  degré  m,  et  •''  =  p-+-2A:-f-i 
le  Dombre  des  variations  du  produit  f{x){x  —  a)  =  ^(x};  Péquatiou 
f{j)  =  o,  dont  le  degré  est  m -h  i ,  a  au  plus  m -h  1 — u'  racines 
négatives  ;  or  les  racines  négatives  de  9  (jr)  =  o  sont  les  mêmes  que  celles 
de/(«)  =  0;  et,  puisque  celle-ci  a  seulement  v  variations  ,  elle  a  au  plus 
•racines  positives;  elle  a  donc  au  plus  v  -f-  m -h  1  —  t^'  ou  m  —  ik  racines 
rèellei.  A  Tégard  de  la  multiplication  par  x  +  a,  si  le  nombre  des  varia- 
liona  du  produit  /"(x)  (x  h-  a)  est  t»  —  2  Ar  ^  *  ) ,  Téq nation  f{x)  ==  o  a  au  plus 
f  —  aÂT  racines  positives;  mais,  puisque»'  est  le  nombre  des  variations  do 
cette  équation,  elle  a  au  plus  m  —  v  racines  négatives.  Le  nombre  des 
racines  réelles  est  donc  au  plus  m  —  ik. 

(')  Il  ^st  faeile  de  reconnattre  que  la  diiïérence  entre  le  nombre  des  variations  du  pro* 
^oU/(x)  (X-»-  a)  et  celai  des  fariation»  de/(x)  est  un  nombre  pair,  «t  qoe  le  premier 
*«nbre  ne  peot  pas  tnrpaster  le  aecond. 
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Si  Téquation  est  complète ,  le  nombre  des  variations  de 
la  transformée  est  égal  au  nombre  des  permanences  de  U 
proposée.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  lorsque  toates  les  racines 
sont  réelles ,  le  nombre  des  racines  négatives  est  égal  an 
nombre  des  permanences. 

398.  Lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles,  on  peut 
connaître,  au  moyen  de  la  règle  des  signes,  de  Descartes, 
le  nombre  des  racines  qui  sont  comprises  entre  deux 
nombres  donnés  a  et  b.  Si  Ton  diminue  toutes  les  racines 
de  a,  en  posant  j'-  =  jc  —  a  (n°  387),  d'où  jp=j'-|-û, 
Téquation  eu  y  aura  aussi  toutes  ses  racines  réelles ,  et  k 
nombre  de  ses  racines  positives  sera  ^al  au  nombre  de  ses 
variations.  Or  le  nombre  des  racines  positives  de  Téquation 
en  y  est  celui  des  racines  plus  grandes  que  a  de  Téquation 
proposée.  On  connaîtra  de  même  le  nombre  des  racines  de 
Téquation  proposée  plus  grandes  que  i,  en  faisant  x==y 4-4; 
vl  si  a<Cj>'t  ^^  retranchant  le  nombre  des  racines  plus  grandes 
que  b  de  celui  des  racines  plus  grandes  que  a ,  la  difTérencc 
sera  le  nombre  des  racines  comprises  entre  a  cl  b. 

Quand  on  fait  x=:y-\-a^  Téquation  résultante  en j  est 

Donc ,  si  Ton  écrit  les  fonctions  f{x) ,  f  (x) ,  J  "[x) , . .  .. 
/^""^[x)^  et  si  l'on  fait  dans  toutes  ces  fonctions  x=rt,le 
nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  des  résultats  de 
cette  substitution  sera  Xn  nombre  des  racines  plus  grandes ({uc 
a  de  f(x)  =  o.  En  faisant  ensuite  x  =  b^  dans  les  mêmes 
fonctions,  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des  si^(^$ 
des  résultats  de  cette  seconde  substitution  sera  le  nombre 
des  racines  plus  grandes  que  b.  Donc  la  diflërence  dece> 
deux  nombres  de  variations  sera  le  nombre  des  racines  com- 
prises entre  a  et  i  (*). 

(*)  La  propo&ilion  du  n<>  5U8  a  elt*  indiquée  par  M.  Bn>A:i.  Ce{^ioèli^ 
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399.  Si  Ton  pose  y  =  > 9  les  valeurs  positives  de  y 

résulteront  des  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  i,  et  seront 
en  même  nombre  que  ces  valeurs.  Donc ,  en  formant  Téqua- 
tion  en  y^  le  nombre  des  variations  de  cette  équation  sera , 
dans  tous  les  cas,  une  limite  supérieure  du  nombre  des 
racines  de  la  proposée  comprises  entre  a  et  &  ;  et  il  lui  sera 
égal,  si  toutes  les  racines  sont  réelles.  Cette  remarque  est 
de  M.  Jacobi. 


n'a  pas  Mulemeni  considéré  le  cas  où  toutes  les  racines  sont  réelles  \  il  a 
démontré  y  de  plus ,  que ,  dans  tous  les  cas ,  le  nombre  des  racines  comprises 

^^.  entre  a  et  b  ne  peut  pas  surpasser  la  différence  des  nombres  de  variations  de 

la  transformée  en  y  +  a  e(  de  la  transformée  en  y  -f-  b;  et  que,  lorsqu'il  est 
moindre  que  cette  différence ^  il  est  moindre  d'un  nombre  pair,  FouRRiBa  est 

\i^  parvenu  au  même  théorème,  sans  le  faire  résulter  de  la  règle  des  signes,  et 

en  considérant,  au  Heu  des  transformées  en  j^  + a  et  j'  +  fr,  la  suite  des 
fonctions  J\x) ,/'(')....  On  verra  plus  loin  quelle  est  Tutilité  de  ce  théo- 
rème dans  la  recherche  des  racines,  et  ce  qu^il  fallait  y  «goûter  pour  le 

uj:  rendre  susceptible  d\ine  application  entièrement  générale. 

ri-: 
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RECHERCHE    DES  RACINES   REELLES    DES    lÉQUATIONS    NUMERIQUES 

A    UNE   INCONNUE. 


Des  limites  des  racines. 

400.  Les  méthodes  par  lesquelles  on  obtient  les  racines 
réelles  d'une  équation  ne  sont ,  à  proprement  parler,  qu^une 
suite  de  tâtonnements  bien  dirigés,  et  la  première  questiou 
à  résoudre  pour  restreindre  ces  tâtonnements  est  de  trouver 
des  nombres  entre  lesquels  on  soit  assuré  que  toutes  les 
racines  sont  comprises  5  c'est-à-dire ,  des  limites  des  racines . 

Si  rpn  détermine  un  nombre  tel,  qu'en  mettant  ce 
nombre ,  ou  tout  nombre  plus  grand ,  à  la  place  de  x,  dans 
le  premier  membre  d'une  équation,  on  ait  un  résultat 
positif,  il  est  clair  que  ce  nombre  sera  une  limite  supérieure 
des  racines. 

Soit  Téquation 

^±Aj?«-'rtBj:*-»±:C^-'.  ..±K  =  o, 

le  premier  terme  x"*  étant  positif,  et  les  autres  termes  pou- 
vaut  avoir  indifféremment  le  signe  -+-  ou  le  signe  — . 

Désignons  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coeffi- 
cient négatif;  on  rendra  le  premier  membre  de  l'équation 
positif  si  l'on  satisfait  a  Finégalité 

Or  le  polynôme  N  xT"^  H-  ]N  j:"-* . . .  +  N x  -h  N   est   la 

même  chose  que  N  (af"~*  -t-  x^"*  - .  •  -+- xH-i),  ou  --^ • 

La  condition  ci-dessus  est  donc 

^  N(x«—  i) 
x«>— i i^ 
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Celle-ci  sera  vérifiée  si  Ton  a  x  —  i=N  oux  —  i^N^ 
r  car  alors  le  quotient  de  N  par  a:  —  i  sera  égal  à  i  ou  moindre 
que  I  ;  et  comme  jc'"  est  plus  grand  que  jc^-^  i,  le  premier 
membre  sera  plus  grand  que  le  second.  Mais,  de  x— ^  i  = 
ou  >N  on  conclut 

X  =     ou     ^  I  -h  N. 

Donc ,  dans  toute  équation ,  on  a  une  limite  supérieure  des 
racines,  en  ajoutant  Vunité  à  la  valeur  absolue  du  plus 
grand  coeJJScienl  négatif', 

401 .  Quand  le  terme  du  degré  immédiatement  inférieur 
à  celui  de  Féquation  n'est  pas  négatif,  on  peut  obtenir  une 
limite  moindre  que  la  précédente.  Soit  Téquation 

a:*.  ..—  Fa:"-"±G.r"-"-'.  .  .±K  =  0, 

le  terme  —  Fo:"*""  étant  le  premier  terme  négatif,  et  les 
termes  suivants  pouvant  être  indiiléremment  positifs  ou 
négatifs. 

Désignons  encore  par  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand 
coeflScient  négatif;  on  rendra  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion positif  si  Ton  satisfait  à  Tinégalité 

x">Na:"-"  +  Nj:™-'»-'...-hN,      ou     j:*>N 

X  —  I 

Si  Ton  suppose  x  >  i ,  il  suffira  que  l'on  ait 

.r"  > 9     OU     ar^"'  Ix  —  i  )  }>  N. 

D'ailleurs  la  dernière  condition  sera  évidemment  remplie 
si  Ton  a 

(.r  —  i)"-'  [x  —  I  )  z=  ou  1>  N ,     ou  bien     (j:  —  i)"  =  ou  >•  N  ; 

d'où  j:  =  ou   >  I  4-  \/N  . 

Donc ,  on  a  encore  une  limite  supérieure  des  racines j  en 
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ajoutant  l'unité  à  la  racine  de  la  valeur  absolue  du  plus 
grand  coefficient  négatif ,  dont  l'indice  est  la  différence 
entre  le  degré  de  P  équation  et  Fexposant  du  premier  terme 
négatif. 

On  doit  observer  toutefois  que,  si  le  coefficient  N  ëuil 
plus  petit  que  Tuiiité,  la  limite  i  -hN  serait  préférable  à 
celle  qu^on  obtient  par  la  dernière  règle. 

402.  On  peut  encore  trouver  une  limite  supérieure  des 
racines  par  le  moyen  suivant,  qui  a  été  indiqué  par  Newton: 

Si  l'on  diminue  toutes  les  racines  de  Téquation  d'us 
même  nombre  A ,  et  si  Ton  détermine  h  de  manière  que 
Téquation  transformée  n^ait   aucune  racine  positive,  ce  ' 
nombre  sera  une  limite  supérieure  des  racines  de  la  jmh 
posée. 

Représentons  l'équation  proposée  pary(j:)  =  o.  Pour 
diminuer  toutes  les  racines  d'une  même  quantité  A,  ilikttl 
poser  j^  =  x  —  A ,  d'où  x  =jr  -h  h  ;  Téquation  transforma 
est  fij""  -I-  A)  =  o ,  ou 

(]claposé,  si  Ton  prend  pour  A  un  nombre  tel,  que  tooslcf 
termes  de  cette  équation  soient  positifs ,  elle  n^aura  ancoK 
racine  positive  (n**  391).  Ce  nombre  sera  donc  la  limiie 
cherchée. 

Pour  trouver  ce  nombre ,  on  considérera  d'abord  la  déri- 
vée de  l'oixln»  ju  —  i  de /'(a.) ,  qui  ne  contient  x  qu'au  pre- 
mier degré,  et  on  déterminera  la  plus  petite  valeur  entière 
de  X  qui  la  rendra  positive.  On  substituera  cette  valeur 
dans  la  dérivée  de  Tordre  m  —  2 ,  et  si  le  résultat  esl 
négatif,  on  augmentera  la  valeur  de  .r  successivement 
d'une  unité,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  nombre  qui 
donne  un  résultat  positif.  On  continuera  ainsi  pour  toute» 
les  fonctions  successives  jusqu'à  y  (x). 
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Lorsqu'un  nombre  k  rendra  positives  toutes  les  dérivées , 
depuis  Tordre  m  —  i  jusqu'à  Tordre  n^  s'il  faut  augmenter 
ce  nombre  k  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  en  passant  à  la 
dérivée  de  Tordre  n  —  i,  pour  qu'elle  soit  aussi  positive, 
on  sera  assuré  que  cette  nouvelle  valeur  de  x  rendra  encore 
positives  toutes  les  dérivées  depuis  Tordre  m  —  i  jusqu^à 
Tordre  n  ;  car,  en  considérant  une  dérivée  d'ordre  quel- 
conque, on  a 

/(F)  (A  -h  /i)  =zf(P)  (X)  -|-/(/^')  (A)  h  ^/iP^')  (k)  - 


2 


Donc ,  si  f^P^  (k) ,  /(H-i)  (Jç) ,  /<''+«^  (k),  etc.,  sont  des  quanti- 
tés positives,  h  étant  aussi  une  quantité  positive,  f^f^  (k-hh) 
sera  une  quantité  positive. 

403.  Quand  Téquation  proposée  a  toutes  ses  racines 
nelles ,  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  fait  trouver 
la  limite  la  plus  approchée ,  en  nombre  entier,  c'est-à-dire 
le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  la  plus  grande 
Tacine.  Car,  toutes  les  racines  étant  réelles ,  Téquation  en  y 
a  aussi  toutes  ses  racineis  réelles  ;  par  conséquent ,  pour 
€|a'elle  n'ait  aucune  racine  positive,  il  faut  que  tous  ses 
tmnes  soient  positifs.  Or,  en  ne  prenant  dans  les  essais  que 
^  nombres  entiers ,  on  déterminera  toujours  le  plus  petit 
nombre  entier  qui  fera  prendre  des  valeurs  positives  au 
premier  membre  de  Téquation  et  à  ses  dérivées. 

404.  Pour  obtenir  une  limite  inférieure  des  racines  posi- 
tives, on  remplace  x  par  -  :  si  L  est  une  limite  supérieure 

des  racines  de  l'équation  en  > ,  il  est  clair  que  --  est  une 

limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  en  or. 

En  eflectuaut  cette  transformation  sur  une  équation  lit- 
térale, on  reconnaît  que  Ton  peut  toujours  prendre,  pour 
Wite  inférieure  des  racines  positives,  la  valeur  absolue  du 
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dernier  terme ,  divisée  par  la  somme qu^on  obtient  en  ajou- 
tant à  la  valeur  absolue  du  dernier  terme  celle  da  phi 
grand  coefficient  de  signe  contraire  au  signe  du  dernier 
terme. 

Pour  trouver  des  limites  des  racines  n^atives,  on  rem- 
place X  par  — a:,  et  Ton  cherche  les  limites  des  racines  poô- 
tives  de  la  transformée. 

'105.  On  peut  souvent  tenir  compte  avec  avantage,  pour 
la  détermination  des  limites ,  des  dilFérents  termes  posidfr 
que  Téquation  renferme ,  en  partageant  les  termes  de  Téqu-^ 
tion  en  plusieurs  groupes,  comme  on  le  voit  dans 
exemples  suivants  : 

x*  —  l^x'  4-  i3x*  —  ^ —  i8x*  +  3x'  —  looa-  -h  looo  =oj 
on  écrit  cette  équation  comme  il  suit  : 

x'(x-4)4-i3x<(x»-^*-|l)-|-3[(x-Y)>-+-iit]  = 

On  voit  alors  que  le  premier  membre»  aura  une  valeor 
tîve  si  l'on  aa:  =  4  ou  x^  ^\  car  le  binôme  x  —  4 
positif;  d'ailleurs  le  trinôme  x'  —  -^^x  —  ■—  est  positif 
toutes  les  valeui^s  de  x  qui  surpassent  i  -h  f? ,  et  la  quantii 
\x  —  T^)'  -h  ^  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  ré 
de  X,  Le  nombre  4  <-*st  donc  une  limite  supérieure 
racines.  La  règle  du  n°  400  donnerait  pour  limite  loi. 
Soit  encore  Téquation 

2  x*  —  7  X*  -H  X*  -h  ia^  —  6o  X  —  48  ^=  o. 

On  peut  récrire  ainsi  :  \ 

i 

2  X*  (x  —  1)  4-  X*  -h  2  J?'  —  6o  X  —  48  =  O. 

Le  binôme  x —  \  sera  positif  pour  toute  valeur  de  x  pin*" 
grande  que  \\  et ,  d'après  la  règle  du  n"  iOi ,  le  polynôme 

x^  -f-  2 a'  —  6ox  —  48  sera  positif  pour  .r  =  i  -|-  v'fio,  et 
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pour  toute  valeur  plus  grande  de  x.  D'ailleurs  i  H-  >/6o  est 
compris  entre  4  6t  5 .  Le  nombre  5  est  donc  une  limite  supé- 
rieure des  racines  de  l'équation. 

On  peut  obtenir  une  limité  moindre  que  5  ;  car  le  poly- 
nôme X*  -h  2X*  —  60 X  —  48  n'offrant  qu'une  seule  varia- 
tion, si  X  croissait  à  partir  de  zéro ,  la  valeur  du  polynôme 
irait  toujours  en  croissant  et  ne  changerait  de  signe  qu'une 
seule  fois  (n°377).  Or,  on  trouve  qu'il  est  positif  pour 
a:  =  4  5  d'ailleurs  le  binôme  x  —  j  est  aussi  positif  pour 
a:  =  4.  Donc  4  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

En  faisant  x  =  3  dans  le  polynôme  x^-^ix^ — &ox — 48, 
on  obtient  un  résultât  négatif;  par  conséquent ,  ce  polynôme 
sera  aussi  négatif  pour  toute  valeur  de  x  plus  petite  que  3. 
D'ailleurs  x  —  \  est  aussi  négatif  pour  x  =  3 ,  et  pour  toute 
valeur  de  x  plus  petite  que  3.  Donc  le  nombre  3  est  une 
limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation. 

Si  l'on  a  l'équation 

jr'  -h  or'  —  2J:*  —  5x*  -h  I70jr*  —  20:^  —  8j:'  -\-  5ox  -H  60  =  o, 

on  pourra  obtenir  une  limite  inférieure  de  ses  racines  posi- 
tives ,  en  l'écrivant  comme  il  suit  : 

60  -f-  5oj: —  Sx' —  2d:'4-x*  (120  —  5x  —  2x')  +  0:'  -h  j:*=;o. 

Il  est  aisé  de  prouver,  en  imitant  la  démonstration  que 
nous  avons  donnée  dans  le  n°  377,  que,  lorsqu'un  poly- 
nôme ,  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x ,  est 
composé  d'un  ou  de  plusieurs  termes  positifs  suivis  de 
termes  tous  négatifs ,  s'il  est  positif  pour  une  valeur  positive 
de  x,  il  est  aussi  positif  pour  toute  valeur  positive  plus 
petite.  Or,  les  deux  polynômes  6o-|-5oa:  —  8x'  —  ix^ 
et  120  —  5x —  2X*  sont  positifs  pour  a:  =  4.  Donc  4  est 
une  limite  inférieure  des  racines  positives  de  l'équation. 
En  groupant  les  termes  de  cette  autre  manière 

jc* (.r' -h x'  —  2  j:  —  5)  -f-  ^'  ( 1 20a:'  —  2.r  —  8)  -H  5o j:  -+-  60  =  o , 
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on  reconnaît  que  2  est  une  limite  supérieure  des  racines;  pa 
conséquent  Tcquation  n'a  aucune  racine  positive.  G>iiiin 
elle  a  quatre  variations ,  elle  a  au  moiiis  quatre  racines  ima- 
ginaires. 

406.  Nommons  X  le  polynôme  jc*  -f-  A  x*"*  -h  etc.,  rt 

n 

L  la  limite  i  4-  N  ou  i  -f-  v^JN  des  racines  de  Téquation 
X  =  o.  Si  Ton  attribue  à  x  des  valeurs  qui  croissent  i 
partir  de  L,  la  valeur  du  polynôme  X  croîtra  avec  celle 
de  X  \  car,  si  Ton  considère  le  premier  terme  x*  et  l'en- 
semble des  termes  négatifs ,  ces  termes  formeront  un  poly- 
nôme qui  sera  positif  pour  x  =  L ,  et  qui  croîtra  lorsque z 
croîtra  à  partir  de  cette  limite  (n®3T7);  et  puisque  lei 
autres  termes  de  X  sont  positifs  et  croissent  avec  x,  k 
polynôme  X  croîtra  aussi.  La  même  chose  a  lieu  en  pre- 
nant pour  L  une  limite  obtenue  par  la  décompositi<m  (h 
polynôme  X  en  plusieurs  groupes  de  termes  de  degrés 
décroissants,  commençant  chacim  par  un  ou  plusieun 
termes  positifs  et  dans  lesquels  les  signes  ne  changent  qu'une 
seule  fois^  puisque  chacun  de  ces  groupes  croîtra  lorsque X 
croîtra  à  partir  de  L.  Il  en  est  encore  de  même  quand  L  estli 
limitedc Newton  (n° 402);  car,  si/(/i)  ,/'(/i), /"(A),etc., 
sont  des  quantités  positives,  et  si  k  est  aussi  une  quantité 
positive,  on  voit,  par  le  développement  de ^ (A -I- A) , que 
cette  quantité  augmentera  lorsque  k  augmentera.  Si  Lest 
une  limite  supérieure  quelconque  des  racines  de  X  =0. 
et  si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  le  polynôme  X  croîtri 
constamment  lorsque  x  croîtra  à  partir  de  L  ^  car  tous  les 
facteurs  du  premier  degré  de  ce  polynôme  croîtront;  nuit 
s'il  y  a  des  racines  imaginaires,  les  facteuis  réels  qui  leur 
correspondront  étant  de  la  forme  [x  —  «)*  -f-  6*,  pour  que 
Ton  soit  assuré  que  X  croîtra  lorsque  x  croîtra  à  partir  de 
L ,  il  ne  suffira  plus  que  le  nombre  L  soit  plus  grand  qitf* 
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toutes  les  racines  réelles,  et  il  faudra  qu'il  soit  aussi  plus 
grand  que  les  parties  réelles  des  racines  imaginaires. 

Si  Ton  doit  donner  à  x  des  valeurs  négatives ,  dans  le 
polynôme  X ,  on  changera  x  en  —  x\  on  pourra  ensuite 
déterminer  une  quantité  U  telle,  que,  pour  des  valeurs 
croissantes  à  partir  de  U,  la  valeur  absolue  du  polynôme 
sera  constamment  croissante. 

Méthode  des  racines  comtnensurables. 

407.  Les  racines  commensurables  peuvent  être  des 
nombres  entiers  ou  des  fractions.  Nous  allons  d'abord  nous 
occuper  de  la  recherche  des  racines  entières.  Il  suffirai t^  pour 
les  trouver,  de  substituer  successivement  tous  les  nombres 
entiers  compris  entre  les  limites  des  racines;  mais  cette 
opération  serait  trop  longue ,  et  on  a  dû  chercher  les  moyens 
de  Tabréger.  Nous  considérerons  seulement  les  équations 
dont  les  coefficients  sont  rationnels  ;  dans  ce  cas ,  lorsqu'on 
a  fait  disparaître  les  dénominateurs,  les  coefficients  sont 
des  nombres  entiers.  Soit  Téquation  générale 

(i)        A«j:*-H  A,  Jr"-^  .  .-H  A«_,j:»-+.  A«_,x -f- A«=  o. 

Si  un  nombre  entier  a  est  racine  de  cette  équation ,  on 
aura  l'égalité 

A^fl"  -4-  A, a*-' ...  -H  A,,_,û»  -f-  A«-,a  -h  A»  =  o; 

d*où  Ton  conclut 

A 

(2)  —  =  —  Ao ar"-'  —  A, «"-». .  . —  A«_, a  —  A^^x. 

a 

Le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier; 

donc  a  doit  être  un  diviseur  de  A,„. 

A 
Posons  —  =  Q,  ;  on  tirera  de  Tégalité  précédente 

(3)  ^''^'^"~'  =  -  A.  fl--'  -  A.  «— > . . .  -  A^_ ,  ; 
donc  a  doit  être  un  diviseur  de  Q,  -+-  A,„_,. 
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•^01 1 =  (^,  ;  Oïl  Irouvi 


era 


\4) ^^  =  —  Ao/ï""^  —  A,'tf*~* ...  ; 


donc  a  doit  être  aussi  un  diviseur  de  Q,  -f-  A^_,. 

En  continuant  ainsi ,  ou  parviendra  enfin  à  la  condition 

(5)  Q^-i-hA,  ^  _  ^^^ 

a 

Lorsque  la  dernière  condition  est  vérifiée ,  le  nombre  a 
est  racine  de  Téquation.  En  eflet,  si  Ton  divise  les  deux 
membres  de  l'équation  (i)  par  a:",  elle  devient 

(6)  —  H-  -^  -h  -^  4-  .  .  .  4-  —  -f-  A.  =  o . 

Or,  d'après  les  opérations  par  lesquelles  on  obtient  les  qoo- 

ticnts   Qi,  Qj,  etc.,  la  quantité   -^^^^^^ ^  -h  A,  est  le 

résultat  de  la  substitution  de  ^  à  la  place  de  x  dans  le  pre- 
mier membre  de  réquatioii  (6)  (n"  367);  donc,  si  celte 
quantité  est  nulle,  ce  qui  est  la  condition  (5),  réquation(i) 
est  vérifiée  quand  on  fait  a:  =  a. 

Ainsi,  pour  qu'une  quantité  entière  a  soit  racine  d'une 
équation  dont  les  coefficients  sont  entiers,  il  faut  et  il 
suffit  : 

Que  cette  quantité  soit  un  divnseur  du  dernier  ternie; 

Que  y  si  au  quotient  du  dernier  ternie  par  a  on- ajoute  le 
coefficient  de  la  première  puissance  de  x ,  la  somme  divisée 
par  a  donne  pour  quotient  un  nombre  entier; 

Que  y  si  Fon  ajoute  à  ce  second  quotient  le  coefficient 
de  X*,  la  somme  di\nsée  par  a  donne  pour  quotient  un 
nombre  entier; 

jiinsi  de  suite  ; 
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Enfin  <fuey  lorsijuon  est  parvenu  au  (m  —  i  )««"»«  quo- 
tient ^  en  lui  ajoutant  A?  coefficient  de  x""*,  et  diuisant  la 
somme  par  a ,  on  ait  un  quotient  égal  au  coefficient  du 
premier  terme  pris  en  signe  contraire. 

Quand  réquation  est  incomplète ,  il  faut  agir  comme  si 
eile  était  complète,  en  prenant  zéro  pour  coefficient  de 
chacune  des  puissances  de  x  qui  manquent. 

408.  Lorsque  les  conditions  cî-dessus  sont  vérifiées,  les 
quotients  Q,,  Qt, . .  . —  Aq  ,  pris  en  signe  contraire  et  dans 
l'ordre  inverse  de  celui  dans  lequel  on  les  obtient,  sont  les 
coefficients  du  quotient  du  premier  membre  de  Téquation  (  i  ) 
par  X  —  a  (n*  !i80).  Ce  quotient,  égalé  à  zéro ,  donne  une 
équation  du  degré  m  —  i ,  au  moyen  de  laquelle  on  déter- 
mine les  autres  racines.  Comme  Téquation  proposée  peut 
avoir  plusieurs  racines  égales  à  a,  il  faut  d'abord  recon- 
naître, par  le  même  mode  d'épreuve,  si  cette  quantité  est 
ou  n^est  pas  racine  de  la  nouvelle  équation  ^  on  passe  ensuite 
aux  autres  diviseurs  du  dernier  terme  qui  n'ont  pas  été 
essayés  ;  en  continuant  ainsi ,  on  détermine  successivement 
toutes  les  racines  entières  et  le  degré  de  multiplicité  de 
chacune  d'elles. 

On  commence  par  substituer  dans  Téquati on  -h  i  et  —  i, 
qui  sont  toujours  des  diviseurs  du  dernier  terme,  et  pour 
lesquels  les  opérations  qui  résultent  des  conditions  ci-dessus 
ne  diilèrent  pas  de  la  substitution  directe.  On  doit  aussi 
déterminer  des  limites  des  racines,  afin  de  n'essayer  que  les 
diviseurs  compris  entre  ces  limites. 

l*'  EXKMPLF..    .r*  -f-  5-r*  -h  î^^  —   I^-C'  —  20X  —  i6  =  o. 

Les  diviseurs  du  dernier  terme  sont  i ,  2,  4^  8,  i6.  La 
limite  supérieure  des  racines,  calculée  d'après  la  règle  du 

nP  401,  est  i  4-  V20,  qui  est  moindre  que  4;  ^t  en  chan- 
geant a:  en  —  x^  on  reconnaît  que  —  5  est  une  limite  des    . 
5«  édit.  28 


1 
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racines  négatives.  On  a  donc  à  essayer  -4-  i ,  H-  a ,  —  i . 
—  2,-4. 

H-  I  el  —  I  ne  sont  pas  racines,  -h  a  donne  les  résuhais 
suivants  : 

Q,=-  — =  -8,  Q,  =  __^  =  _,|, 


-_  ,4  _  ,6                            —  i.5h_  T 
Q,  = — =  —  i5,     Q,  = ^-^ —  —  -  ;, 


2 

2  est  racine,  et  la  division  de  l'équation  proposée  pr 
X  —  2  donne  Téquation  du  quatrième  degré 

X*  -i-  ']x^-h  i5j:' -H  14-^^4-  8  =  0. 

Celle-ci   n'a   plus  aucune  racine  positive  (n^  391).  En 
essayant  —  2 ,  on  a 


—  2  est  racine,  et  la  division  de  Téquation  par  a:-+-2  donne 
Féquation  du  troisième  degré 

j:'  H-  5  ar'  H-  5  J*  H-  4  =  o. 

En  essayant  de  nouveau  —  2,  on  trouve  que  le  quolienlQ! 
est  fractionnaire;  donc  —  2  n'est  pas  racine.  Pour  —  4* 
on  a 


—  4  —4 


-H-5^_^ 


—  4  <^st  racine ,  et  la  division  de  l'équation  par  x-i-j^^^^^^ 
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équation  du  second  degré 

x'  H-  JT  -h  I  =0 
^cUe-ci  n'a  que  des  racines  imaginaires. 
2*  Exemple.  2  x^  —  53  x  -h  io5  =  o. 

Les  nombres  +  1  et  —  i  ne  sont  point  racines.  Les  limites 

iont  H-  \ / —  et  —  (  I  -{-  t  / )  »  et  les  diviseurs  de  io5 

:ompns  entre  ces  limites  sont  S,   5  —  3,  — 5  et  — 7. 
Pour  3  ,  on  a 

o       '^^      of:     f\       35  —  53  ^     ^        — 6-ho 

Q.=  --j-  =  35,  Q,=  — ^ —  =—0,  Q3  =  ^ — ^ =  —  2. 

Le  nombre  3  est  racine ,  et  la  division  de  Téquation  par 
X —  3  donne  Téquation  du  second  degré 

2x'  -h  6x  —  35  =  o. 

Les  racines  de  celle-ci  sont  incommensurables. 

409.  Supposons  maintenant  qu'une  fraction  irréductible 
rsoit  racine  de  Téquation  (i).  En  substituant  t  à  la  place 
<le  X,  on  aura 

^•b^~^^'  i^'  "^  ^'  b^^  '"^  '^'-'  ^  -»-  A«  =  o; 
<i*où,  en  multipliant  par  />'", 
^ifl"  -+-  A.fl'"-'  b  4-  A,«'"-•'^^  .    -h  A«_,  rî6'"-'  -f.  Ai»  A"'  =  o. 

Mivise  tous  les  termes  du  premier  membre,  à  partir  du 
^ond-,  donc  il  doit  diviser  Aca"*-,  et  puisqu'il  est  premier 
^>eca,  il  doit  diviser  Ao-   Par  une  raison  semblable,  a 
<loii  diviser  A„. 
11  résulte  de  cette  proposition  que  les  racines  commen- 

28. 


436  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DALGÈBRE. 

surablcs  deviendraient  toutes  des  nombres  entiers,  si  Ton 
multipliait  toutes  les  racines  par  le  coefficient  Ao  du  pre- 
mier terme.  De  sorte  que,  par  cette  transformation,  la 
rrclierche  des  racines  fractionnaires  serait  ramenée  à  celle 
des  racines  entières;  mais  on  peut  aussi  trouver  les  racines 
fractionnaires  en  opérant  directement  sur  Téquation  pro- 
posée (*). 

410.  La  fraction  -j  étant  racine  de  Féquation ,  le  premier 

membre  est  divisible  par  x  —  .1  et  le  quotient  est  (n®  380) 

a  [  «M  «'""' 

Ao-r*-'    f-  A,  7  !.r*-'  -\-  A^y-Lr*--'  ...  -h  A, -= 


A, 


H-  A«_, 


Représentons  ce  quotient  par  Q,  et  le  premier  membre  de 
l'équation  par  X.  On  a 

X^Tx— ^jXQ,      on      X  =  '^x--«)x^- 

X  est  un  polynôme  entier;  or,  si  ~  contenait  des  dénomi- 
nateurs numériques,  comme  ces  dénominateurs  seraient 

^  *  )  On  conclut  ausbi  de  la  même  proposition  que ,  lorsque  le  cocflicieDt 
du  premier  terme  est  Tuniié,  les  racines  commensurablcs  ne  peurent  ôirc 
que  des  nombres  entiers.  D'un  autre  côté,  il  est  facile  de  voir  que,  si  Poo 
multiplie  toutes  les  racines  par  A,,  il  en  résultera  une  transformée dao» 
laquelle  le  coeflicient  du  premier  terme  sera  Tunité,  tous  les  autres  coeffi- 
cients étant  des  nombres  entiers.  Dans  les  éditions  antérieures  à  la  qua- 
trième, nous  n^avions  donné,  pour  la  détermination  des  racines  frictioD- 
naires,  que  ces  deux  propositions,  qui  sont  en  effet  suffisantes.  Cflie« 
qui  sont  exposées  dans  les  ii«*  410  et  411  ont  été  communiquées  par 
M.  Richard,  professeur  de  mathématiques  .s|)éciates  au  collège  Lcuis-le- 
Grand. 
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premiers  avec  bx  —  a ,  le  produîl  [bx  —  tf )  X  v  «c  pour- 
rait être  un  polynôme  entier  (n^352).  Il  faut  donc  que 
y^  soit  un  polynôme  entier.  Donc  Q  est  pareillement  un 
polynôme  entier. 

41 1 .  Concevons  maintenant  que  Ton  ait  formé  toutes  les 
fractions  positives  et  négatives  ayant  pour  numérateurs  les 
diviseurs  du  dernier  terme,  et  pour  dénominateurs  les  divi- 
seurs du  coefiicient  du  premier  terme;  et  soit  j  une  de  ces 

fractions  :  pour  reconnaître  si  elle  est  racine  de  l'équation 
X  =  o,  on  multipliera  le  coefficient  Ao  du  premier  terme 

par  -jt  et  on  ajoutera  au  produit  le  coefiicient  A|  de  x"""'  ; 

on  multipliera  la  somme  par  ^»  et  on  ajoutera  au  produit 

le  coefficient  Aj  de  a:""*^  ainsi  de  suite.  Il  faudra  que  tous 
les  résultats  qu'on  obtiendra  soient  des  nombres  entiers,  et 
que  le  dernier  soit  zéro  (*). 

Quand  on  aura  obtenu  une  racine  ^i  on  connaîtra  immé- 
diatement le  cpiotient  de  la  division  du  premier  membre  de 
Téquation  par  x  —  y  Ce  quotient ,  divisé  par  b ,  donnera 

celui  de  la  division  du  polynôme  X  par  bx  —  a*,  et  en  éga- 
lant celui-ci  a  zéro ,  on  aura  une  équation  de  degré  moindre, 
par  laquelle  on  déterminera  les  autres  racines. 


(*)  Au  lieu  d'ewaycr  si  -r  est  racine  de  Téqualion  proposée,  on  pourrait 

remplacer  dans  cette  équation  x  par  -  v  cl  voir  si  -  est  racine  do  la  transfor> 

mco.  De  cette  manière,  los  conditions  relatives  aux  racines  fractionnaires 
seraioni  les  mêmes  que  celles  «fui  ont  eie  établie»  dans  le  n"  ^7  pour  les 
racines  entières. 
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412.  Le  quoiient  de  X  par  bx —  a  étant  un  polynôme 
entier,  il  en  résulte ,  en  supposant  x  =  i  eta:=  —  i, que , si 

jest  racine  de  Téquation,  le  résultat  de  la  substitution  de 

I  à  la  place  de  x  dans  X  doit  être  divisible  par  b  — a,  et  le 
résultat  de  la  substitution  de  —  i  doit  être  divisible  par 
i  -4-  a.  On  examinera  d'abord  quelles  sont,  parmi  les  frac- 
tions formées  comme  nous  l'avons  dit  plus  baut ,  celles  qui 
satisfont  h  ces  deux  conditions,  et  on  rejettera  les  autres. 

Pour  les  racines  eptîcres,  il  faudra  supposer  A  =  i ,  eu 
sorte  que ,  si  a  est  une  de  ces  racines ,  a  —  i  devra  diviser 
le  résultat  de  la  substitution  de  -f-  i ,  et  a  -f-  i  devra  diviser 
le  résultat  de  la  substitution  de  —  i . 

3*  Exemple.  Gx* — igx*-f-i3jr* — 20x'-h48j:' — i6  =  o. 

On  trouve  la  racine  i  répétée  deux  fois ,  et  les  deux  racines^ 
et  —  -j  ;  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

4*  Exemple.      i5x*  -4-  i6x^  —  46-*'  —  5a:  4-6  =  0. 

On  trouve  les  racines  -^  et  —  f  ;  les  deux  autres  sont  incom- 
mensurables. 

Théorie  des  racines  égales, 

413.  Lorsqu'une  équation  a  des  racines  égales,  on  put 
ramener  la  résolution  de  cette  équation  à  celle  de  plusieurs 
autres  équations  plus  simples ,  dans  lesquelles  cbaque  racine 
ne  se  trouve  qu'une  seule  fois.  Tel  est  l'objet  des  proposi- 
tions que  nous  allons  exposer. 

Soit  l'équation 

x'"  H-  A-c"'-'  4-  Bx^--  4- .  . .  H-  Ha:  -i-  K  =  o. 

Représentons  par  /'(.r)  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, et  pary(a:)  sa  fonction  dérivée,  ou  le  polynôme 

wj:'"-  '  H-  {//i  —  f)  Ax'"-'  -h  [m  —  2)  Wx"'    .  .  -u  H. 
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Le  polynôme  J'  (x)  est  le  coefficient  de  la  première  puis- 
sance de  y  dans  le  résultat  que  Ton.  obtient  en  écrivant 
X  -^j  au  lieu  de  x  dans  le  polynôme  f(x)  ;  or,  en  repré- 
sentant les  racines  de  Téquation  par  a,  &,  c,. . . ,  A,  on  a 

f(x)  r=:{x  —  a)[x  —  b)[x  —  c) .  .  .  (x  —  /•;  ; 
donc,  en  écrivant  x  -{-y  au  lieu  de  x, 

On  peut  regarder  le  second  membre  de  la  dernière  égalité 
comme  le  produit  de  m  facteurs  binômes  qui  ont  pour  pre- 
mier terme  j*,  et  dont  les  seconds  termes  sont  x  —  /i , 
X  —  i,  etc.  Par  conséquent,  le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  y  dans  ce  produit  est  la  somme  des  produits 
des  quantités  x  —  a ,  x  —  A  -  etc.,  prises  m  —  i  km  —  i . 
D'ailleurs,  pour  former  ces  produits,  il  suffit  de  diviser 
successivement  f{x)  par  chacun  des  facteurs  x  —  a  , 
x  —  A ,  etc.  On  a  donc 

/  W  — 1 7  H ...  H -• 

X  —  a       x  —  o       X  —  c  X  —  A-  • 

Soit  maintenant 

/[x)  =r  (j:  —  ay  [x  —  6/  (x  —  c)i 

Pour  appliquer  la  proposition  qui  vient  d'être  établie,  il 
faudra  répéter  n  fois  le  quotient  de  la  division  dey(j:)  par 
X  —  fl,  /;  fois  le  quotient  dey*(j:)  par  x  —  A,  ^  fois  celui 
dey{x)  par  x  —  c,  etc.  \  ainsi  on  aura 

/'  [x)  z=in{x  —  a,,»-'  (x  —  by{x  —  c)7.  . . 

H-  /?  (x  —  n)"  [x  —  b)P-^  (jr  —  c)7 .  . . 

-f  7  (.r  —  aY[x  —  b)P  [x  —  r)?-' .     . 

I  •  »  •  • 
Posoi 


IS  ' 


D  1=  [x  —  aY  -'  {x  —  br'  (-r  —  f)'"' 
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D  divise  J'{x}  eij'(x).  11  est  le  plus  grand  commim 
senr  de  ces  deox  quandlés.  aatremenl  il  Ciadrail  que  Vun 
des  facteurs  de  J  tx)  diTisàt  le  quotient  de  /' (x)  par  D. 
lequel  est 

n{x  —  b^jc  —  Cf —    -H/»^-*'  —  'ï.  »*  —  **  •    - 
-*-  ij  X <f  j  ^x  —  o  . . .  -t-     .  -  - 

Or  chacun  des  facteurs  x  —  a ,  x  —  t ,  etc.,  divise  toutes 
les  parties  de  cette  somme ,  à  Texception  d*ime  seule  ;  par 
Gooséquent  la  somme  n'est  divisible  par  aucun  de  ces  fac- 
teurs. 

Donc ,  lorsqu'une  équation  a  des  racines  égales ^  le  pre- 
mier membre  de  V équation  et  sa  fonction  dérivée  ont  un 
commun  diviseur  algébrique,  et  ce  conunun  diviseur  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  correspondants  aux  racines 
égales  de  F  équation  y  élevés  chacun  à  une  puissance 
moindre  d^une  unité. 

Lorsque  Véquation  na  pas  de  racines  égales,  le  pre- 
mier  membre  et  sa  fonction  dérivée  n'ont  aucun  facteur 
commun  algébrique  ;  csir  les  exposants  /i,  p^  q^  etc.,  étant 
Tunité,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f{x)  eif'{x)  se 
réduit  à  un  nombre. 

414.  Diaprés  ces  propositions,  pour  reconnaître  si  une 
équation  donnée  f(x)  ==  o  a  des  racines  égales ,  on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  du  polynôme  y  (x)  et  de  sa 
fonction  dérivéey'(r).  Lorsque  le  plus  grand  commun  divi- 
seur est  numérique,  toutes  les  racines  sont  inégales.  Si  le 
plus  grand  commun  diviseur  est  algébrique  et  s^il  est  du 
premier  degré,  il  fait  connaître  une  racine  double  de  l'é- 
quation ;  et  fl  n'y  a  pas  d'autres  racines  égales.  Si  le  plus 
grand  commun  diviseur  est  du  second  degré ,  en  l'égalant  à 
zéro,  ou  a  une  équaliou  qui  peut  avoir  deux  racines  diffé- 
rentes, ou  deux  racines  ^gales.  Dans  le  premier  cas,  cha- 
cune des  deux  racines  se  trouve  deux  fois  dans  réquation 
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f  {pc)  =  o  \  dans  le  second  cas ,  la  valeur  de  x  qu^on  a  trouvée 
est  une  racine  triple  de  la  proposée. 

r 

415.  Expliquons  la  marche  qu'il  faut  suivre  quand  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  f{pc)  et  de/'  (x)  est  un  poly- 
nôme d^un  degré  supérieur  au  second.  Soit  Di  ce  plus  grand 
commun  diviseur.  Pour  reconnaître  si  Di  a  des  facteurs 
égaux ,  il  faut  opérer  sur  Dj  comme  on  a  opéré  sur  le  poly- 
nôme f{pc)  \  c'est-à-dire  qu'il  faut  chercher  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  Di  et  sa  fonction  dérivée.  Soit  Di 
ce  plus  grand  commun  diviseur.  Soit  encore  Ds  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  D^  et  de  sa  fonction  dérivée,  et 
supposons  que  D)  soit  premier  avec  sa  dérivée.  Dans  ce  cas 
Dt  aura  des  facteurs  doubles  et  ne  contiendra  pas  de  fac- 
teurs répétés  plus  de  deux  fois.  D|  aura  des  facteurs  triples 
et  ne  contiendra  pas  de  facteurs  répétés  plus  de  trois  fois. 
Enfin y(a:)  aura  des  facteurs  quadruples,  et  n'en  contiendra 
pas  à  un  degré  de  multiplicité  plus  élevé. 

Désignons  par  Xi  le  produit  des  facteurs  simples  du  poly- 
nôme f{pc) ,  par  X,  le  produit  des  premières  puissances 
des  facteurs  doubles ,  par  X3  le  produit  des  premières  puis- 
sances des  facteurs  triples,  par  X4  le  produit  des  premières 
puissances  des  facteurs  quadruples.  On  aura 

/(x)  =  x.x;xjx:. 
D,  =  X5x;. 

En  divisant  chacune  des  égalités  ci-dessus  par  la  suivante, 
et  en  nommant  Qi  le  quotient  de/{jc)  par  D, ,  Q,  celui  de 
D,  par  D,,  Q,  celui  de  D,  par  Dj,  on  trouve 

En  divisant  encore  chaque  égalité  par  la  suivante ,  et  la  der- 
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nière  par  Ds  =  X4,  on  obtient 

Q'-Y  Q»-Y  Q»-Y 

Après  ces  opérations  qui  déterminent  les  facteurs  Xi, 
Xj,  X),  X4,  on  trouvera  toutes  les  racines  de  l'équation 
f(x)  =  o  en  résolvant  séparément  les  quatre  équations 

X|  =  O  .        X3  =  0,        X:i  =  0,       X,  =  O. 

La  première  équation  fera  connaître  les  racines  simples  de 
Féquation  proposée;  la  deaxièmc  donnera  les  racines  dou- 
bles; la  suivante  donnera  les  racines  triples;  en6n  la  der- 
nière donnera  les  racines  quadruples. 

Si  Fun  des  polynômes  Xi  ,*  Xi ,  X3  est  numérique,  on  en 
conclura  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  du  degré  de  multiplicité 
correspondant  au  rang  de  ce  polynôme. 

416.  Pour  appliquer  cette  méthode,  prenons  l'équation 
j:« — 7a?' — 2x*-f-i  i8x* — 25qx* — 83jr*-|-6iaj:'—  loSx— 4^2=0. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier  membre  de  Yé- 
quation  et  de  sa  fonction  dérivée  est 

X*  —  7x^-h  iSx'-f-Sx  —  18. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  polynôme  et  de  sa 
fonction  dérivée  est  a:  —  3. 

Comme  celte  dernière  quantité  ne  contient  x  qu'au  pre- 
mier degré,  elle  ne  peut  avoir  aucun  facteur  commun  avec 
sa  dérivée,  et  on  en  conclut  que  l'équation  proposée  ne  con- 
tient pas  de  facteurs  élevés  à  des  puissances  supérieures  à  la 
troisième. 

En  conservant  aux  lettres  Xi,  Xj,  X3,  le  même  sens  que 
précédemment,  on  a 

X.XJXJ— .r«  -7X'  —  2.r«H-  i  i8j:^  .., 
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En  divisant  chacune  de  ces  égalités  par  la  suivante,  on 

trouve 

X,X5X3  =  jt'  — i5x'  4-10x4-24, 

X,X3  =  x^—   4*'+      «-H    6. 

En  divisant  de  nouveau  la  première  égalité  par  la  deuxième, 
et  celle-ci  par  X»  =  a:  —  3 ,  on  obtient 

X|=j:4-4>     Xjtirx'  — j:  —  9.. 

Les  équations  à  résoudre  sont  donc 

j?4-4  =  o»     x^  —  X  —  2  =  0,     X  —  3  =  0. 

Par  la  première  on  a  la  racine  —  4  »  ^^^  i*c  se  trouve  qu'une 
fois  dans  l'équation  proposée;  par  la  deuxième  on  a  les 
racines  —  i  et  4-  2 ,  qui  sont  des  racines  doubles;  et  par  la 
troisième  on  a  la  racine  3 ,  qui  est  une  racine  triple. 
Soit  encore  l'équation 

.r''4-2a:»4-x'4-6jc*4-7a:* —  2x*  4-3x^4-  2x' — mx  —  8  =  0. 

En  opérant  comme  pour  l'exemple  précédent ,  on  obtien- 
dra deux  racines  simples,  deux  racines  doubles,  et  une 
racine  triple.  Les  racines  simples  sont  —  a  et  4-  1 7  les 

j     1.1  I  4-  \^— 7  I — s/ — 7     1 

racmes   doubles  sont et    -\  la   racine 

2  2 

triple  est  —  i . 

417.  Si  l'on  voulait  avoir  une  équation  qui  contint 
toutes  les  racines  égales  et  inégales  de  1  équation  donnée, 
et  dans  laquelle  chaque  racine  ne  se  tix>uvàt  seule  qu'une 
fois,  il  suffirait  de  chercher  le  plus  grand  commun  divi- 
seur Di  du  polynôme  y (x)  et  de  sa  fonction  dérivée,  et 
de  diviser  f(x)  par  D,  ;  le  quotient  donnerait  l'équation 
demandée,  puisque  ce  quotient,  que  nous  avons  désigné 
parQi,  estXiXiXsXi. 

On  peut  aussi  parvenir  à  deux  équations  dont  Tune  donne 
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toutes  les  racines  inhales,  et  l'autre  donne  toutes  les 
racines  égales  sans  les  contenir  plus  d'une  fois  chacune.  A 
cet  effet,  après  avoir  obtenu  le  quotient  Qi,  on  cherche  le 
plus  grand  commun  diviseur  d  des  polynômes  Di  et  Q,  ;  on 

a  ^  =  XfXsXi)  et,  par  suite,  —^  =  X|  -,  les  équations  de- 
mandées sont  donc  -  *=  o  et  £{  =  o. 

d 

418.  Lorsque  la  division  du  premier  membre  de  réq[ua- 
tion  proposée  par  sa  fonction  dérivée  conduit  à  un  reste  nul, 
Téquation  proposée  n'a  qu'une  seule  racine  qui  est  répétée 
m  fois  (m  désignant  le  degré  de  Téquation) ,  et  la  valeur 
de  cette  racine  est  déterminée  par  l'équation  du  premier 
degré  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la 
division.  Car  le  plus  grand  commun  diviseur  du  premier 
membre  de  l'équation  et  de  sa  fonction  dérivée  étant  alors 
égal  à  celte  fonction  dérivée ,  ou  n'en  différant  que  par  un 
facteur  numérique ,  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le 
numéro  précédent,  que  le  quotient  de  la  division  de  ces 
polynômes  l'un  par  l'autre  égalé  à  zéro  doit  déterminer 
toutes  les  racines  de  l'équation. 

Soit,  par  exemple*,  l'équation 

X*  —  8x*  -+-  il^x^  —  Saar  -H  i6  =r  o. 

La  fonction  dérivée  du  premier  membre  est 

4  (^  —  6*'  4-  12  j:  —  8). 

Si  l'on  divise  x*  —  %x^  -\-  i^x^  —  3^  jC  -f-  i6  par 
X*  —  6x'-f-  lao:  —  8,  on  trouve  que  la  division  se  fait 
exactement,  et  le  quotient  est  x  —  a.  On  eu  conclut  que 
l'écjuation  n'a  que  la  seule  racine  2,  qui  est  répétée  quatre 
fois. 

419.  Lorsque   tous  les   coefficients   numériques  d'une 
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équation  sont  commensurables ,  les  polynômes  que  nous 
avons  désignés  par  Xi,  X9,  Xa,  etc.,  ne  contiennent  aussi 
que  des  coefficients  commensurables  ^  car  les  opérations 
par  lesquelles  on  les  obtient  ne  peuvent  pas  introduire  de 
quantités  irrationnelles.  Par  conséquent,  si  Tune  des  racines 
de  IVquation  est  répétée  n  fois ,  et  si  toutes  les  autres  racines 
ont  des  degrés  de  midtiplicité  différents,  cette  racine  sera 
nécessairement  commensurable.  On  conclut  de  cette  obser- 
vation qu'une  équation  du  troisième  degré,  qui  n'a  pas  de 
racine  commensurable,  n'a  pas  de  racines  ^ales,  puis- 
qu'elle ne  peut  avoir  deux  racines  au  même  degré  de  mul- 
tiplicité. La  même  conclusion  s'applique  à  Téquation  du 
cinquième  degré  ^  car,  si  elle  a  des  racines  égales  incom- 
mensurables, il  faut  qu^elle  en  ait  deux'au  même  degré  de 
multiplicité,  elle  ne  peut  donc   avoir   que  deux    racines 
doubles;  alors  elle  a  une  racine  simple,  qui  doit  être  com- 
mensurable. Quant  à  (^équation  du  quatrième  degré,  si 
elle  a  des  racines  égales  incommensurables ,  il  faudra  qu^elle 
ait  deux  racines  doubles;  et,  dans  ce  cas,  son  premier 
membre  sera  un  carré.  On  peut  donc  éviter  l'emploi  de  la 
méthode  des  racines  égales  pour  toutes  les  équations  qui  ne 
surpassent  pas  le  cinquième  degré. 

420.  Quand  on  connaît  une  racine  a  d'une  équation ,  on 
peut  déterminer  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  en  la 
substituant  dans  les  dérivées  successives  du  premier  membre 
de  l'équation  ;  car  il  réstdte  du  théorème  qui  a  été  démon- 
tré dans  le  n^  413,  que,  si  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion est  divisible  par  [x  —  a)",  la  dérivée  du  premier  ordre 
sera  divisible  par  [x  —  a)"""*,  celle  du  deuxième  ordre  sera 
divisible  par  [x  —  a)""',  ainsi  de  suite;  enfin ^  la  dérivée 
de  Tordre  n  —  i  sera  divisible  par  x  —  û,  et  la  dérivée 
suivante  ne  contiendra  pas  le  facteur  x  —  a;  la  racine  a 
devra  donc  réduire  h  zéro  les  dérivées  successives  du  pre- 
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mîer  membre  jusqu'à  celle  de  Tordre  n  —  i ,  sans  réduirei 
zéro  la  dérivée  suivante.  * 

421.  On  pcul  parvenir  au  théorème  du  n'*  413  par  une 
méthode  dillcrente  de  celle  que  nous  avons  suivie,  et  dam 
laquelle  la  considération  des  fonctions  dérivées  se  présente 
d'une  manière  plus  directe. 

Soit  a  une  des  racines  de  l'équation  y' (x)  =  o.  Si  Tou 
forme  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  ^alest 
celles  de  la  proposée  diminuées  de  a,  cette  équation aun 
autant  de  racines  égales  à  zéro  qu'il  y  aura  dans  la  proposée 
de  racines  égales  à  a.  Pour  diminuer  toutes  les  racines  de 
la  proposée  de  a,  il  faut  poser  j'  =  j — a,  d  où  jr=r-r«; 
Téquation  transformée  cslj  (f  -ha)  =  o,  ou 

/(«)  +  /' (")  y  +/*(")  7^  -h/'ia)  -^  H-  . .  .  =  0 

y  (a)  étant  nulle,  puisque,  par  hypothèse,  a  est  une  racine 
de  l'équation  J  [x]  =  o,  Téquatiori  en  y  est  satisfaite  pir 
j^  =  o.  Si  la  racine  a  est  répétée  n  fois  dans  l'équation  pro- 
posée, l'équation  en  y  devant  avoir  n  racines  égales  à  zéro, 
il  faudra  que  son  premier  membre  soit  divisible  pary,cr 
qui  exige  que  les  coefficienls  de  toutes  les  puissances  der 
jasqu'à  ^'"~*  soient  nuls.  Donc,  lorsqu'une  racine  a  entre 
n  fois  dans  une  équation ,  toutes  les  dérivées  du  premier 
membre,  jusqu'à  celle  de  Tordre  n — i  inclusivcmenî? 
doivent  devenir  nulles  quand  on  y  fait  or  =  a.  Réciproque- 
ment, si  a  étant  racine  d'une  équation,  l'hypothèse x=tf 
annule  les  dérivées  du  premier  membre ,  jusqu\n  celle  de 
l'ordre  n  —  i  inclusivement,  sans  annuler  celle  de  l'ordre 
n ,  la  racine  a  entre  n  fois  dans  l'équation  \  car  alors  Tégiu- 
tion  dont  les  racines  sont  ^ales  à  celles  de  la  proposée 
diminuées  de  a  a  /;  racines  égales  à  zéro. 

Ou  déduit  de  là  le  théorème  du  n**  113:  car  si  les  «  —  ' 
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premières  dérivées  def(x)  sont  réduites  à  zéro  pour  x  =  a, 
la  suivante  ne  l'étant  pas,  l'équationy*' (j:)  ==  o  aura  n  —  i 
racines  égales  à  a;  par  conséquent, /^'(x)  sera  divisible 
par  (x  —  a)"~*  ^  d^ailleurs  ce  polynôme  ne  sera  pas  divisible 
par  une  puissance  plus  haute  de  x  —  a  ;  car,  pour  que/'  {x\ 
fut  divisible  par  (a:  —  a)",  il  faudrait  que .  la  n**"*' dérivée 
de  /{x)  devint  nulle  pour  jr  =r  a. 

Séparation  des  racines  incommensurables. 

422.  La  recherche  des  racines  incommensurables  se 
divise  en  deux  parties  distinctes  :  on  s'occupe  d^abord  de 
déterminer  deux  limites  de  chaque  racine ,  Tune  plus  petite, 
l'autre  plus  grande ,  et  qui  soient  assez  rapprochées  pour  ne 
comprendre  qu'une  seule  racine;  c'est  ce  qu'on  appelle 
séparer  les  racines.  On  cherche  ensuite  la  valeur  de  chaque 
racine  avec  le  degré  d'approximation  que  la  question  exige. 

423.  On  a  prouvé  que  lorsque  deux  quantités  substituées 
dans  le  premier  membre  d'une  équation  donnent  des  résul- 
tats de  signes  contraires,  l'équation  a  au  moins  une  racine 
réelle  comprise  entre  ces  quantités.  Voici  une  autre  propo- 
sition qu'il  nous  faut  maintenant  faire  connaître  pour  par- 
venir à  la  séparation  des  racines. 

Théoeème.  —  Si  Von  substitue  dans  le  premier  membre 
d'une  équation  deux  quantités  qui  comprennent  une  racine 
réelle,  ou  qui  en  comprennent  un  nombre  impair^  les  deux 
résultats  auront  des  signes  contraires^  et  si  les  quantités 
substituées  ne  comprennent  aucune  racine,  ou  si  elles  en 
comprennent  un  nombre  pair,  les  deux  résultats  auront 
le  même  signe. 

Représentons  l'équation  proposée  par  /(x)  =  o ,  dési- 
gnons par  a  et  6  deux  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons a  <[  ë.  Si  les  quantités  a  et  6  ne  comprennent 
aucune  racine  de  l'équation ,  les  résultats  qu'on  obtiendra 
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rn  substituant  successivement  ces  quantités  à  la  place  de  x 
devront  avoir  le  même  signe;  car  s'ils  avaient  des  âgna 
contraires ,  il  y  aurait  une  racine  comprise  entre  et  et  ô 
(n°  374) ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Examinons  le  cas  où  a  et  S  comprennent  des  racines,  el 
soient  a,  &,  c^. .  ,^  h  ces  racines.  Le  polynôme  y  (x)  sera 
divisible  par  le  produit  des  facteurs  x  —  a^x  —  i,..., 
X —  A* ,  et  en  représentant  le  quotient  par  ç  {x) ,  on  aura 

f{x)  =  (.r  —  «)  (x  —  ^)  (x  —  c) .  .  .  (x  —  A-)  X  ?  (x). 

Faisons  successivement  dans  cette  égalité  a:  =  a  et  a:  =  f ; 
il  viendra 

/(a)  =  («-fl)(a-^)...(a-/)XT(a), 
/(€)  =  (6-n)(6-^)   ..(e-^)x<?(6). 

Or,  les  racines  « ,  é, . . . ,  A*  étant  comprises  entre  a  et  ë,  ks 
facteurs  a  —  a,  a  —  b,. .  ,^a  —  k  sont  tous  négatifs, etles 
facteurs  6  —  «,  c  —  i,."?  ^ — ^  *o^^  'ous  positifs.  Il  soitde 
là  que  le  produit  des  facteurs  a — « ,  a  —  i,  etc.,  a  le  même 
signe  que  le  produit  des  facteurs  6  —  a,o  —  i,  etc.,  oa 
bien  le  signe  contraire,  suivant  que  les  racines  «,  />,... J 
sont  en  nombre  pair  ou  en  nombre  impair.  D'ailleurs,  o(a) 
ot  y  (c)  ont  le  même  signe;  car  si  ces  quantités  avaient  des 
signes  contraires,  l'équation  ç(a:)  =  o  aurait  une  racine 
entre  a  et  f  ;  donc  a ,  />,...,  A  ne  seraient  pas  les  seules 
racines  dey(.T)  =  o  comprises  entre  a  et  c,  ce  qui  est  contre 
rhypolhèse.  Donc ,  si  le  nombre  des  racines  a ,  i , .  . . ,  A  est 
pair,  les  résultats  J{<x)  et  /(o)  ont  le  même  signe ^  et  si  k" 
nombre  de  ces  racines  est  impair,  les  résultats  /'(et)  et/(c) 
ont  des  signes  contraires. 

On  déduit  immédiatement  du  théorème  précédent  la  pro- 
position réciproque,  savoir  : 

*Sy  deux  quantités  substituées  dans  le  premier  niemhre 
d'une  équation  donnent  des  résultats  de  signes  contraires^ 
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elles  ne  comprennent  quune  racine,  on  elles  en  com- 
prennent un  nombre  impair;  et ,  si  deux  quantités  donnent 
des  résultats  de  même  signe,  elles  ne  comprennent  pas  de 
racine 9  ou  elles  en  comprennent  un  ti ombre  pair, 

La  démonstration  précédente  ne  suppose  pas  que  les 
racines  a^  b^. .  .^  k  soient  différentes  ;  de  sorte  que ,  si  a 
et  S  comprenaient  une  racine  qui  fût  ^répétée  un  nombre 
pair  de  fois,  sans  en  comprendre  aucune  autre,  il  faudrait 
considérer  ces  quantités  comme  comprenant  un  nombre 
pair  de  racines. 

424.  Lorsque  le  dernier  terme  d'une  équation  est  positif, 
l'équation  n'a  pas  de  racines  positives,  ou  elle  en  a  un 
nombre  pair  ^  car,  en  substituant  successivement,  à  la  place 
de x,  zéro  et  la  limite  supérieure  des  racines  positives,  on 
a  des  résultats  de  même  signe.  Quand  L?  dernier  terme  est 
négatif,  le  nombre  des  racines  positives  est  impair;  car,  en 
substituant  zéro  et  la  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tives, on  a  des  résultats  de  signes  contraires. 

4125.  Supposons  actuellement  que  Ton  veuille  séparer 
les  racines  incommensurables  d'une  équation  qui  ne  con- 
tient pas  de  racines  égales. 

On  commencera  par  substituer  dans  le  premier  membre 
tous  les  nombres  entiers  compris  entre  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives  et  la  limite  supérieure  des  racines 
positives.  Si  la  suite  des  résultats  de  ces  substitutions  pré- 
sente autant  de  changements  de  signes  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  degré  de  l'équation ,  il  ne  se  trouvera  pas  plus  d'une 
racine  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront  donné 
des  résultats  de  signes  contraires ,  et  il  ne  s'en  trouvera 
aucune  entre  deux  nombres  consécutifs  qui  auront  donné 
des  résultats  de  même  signe  ;  autrement ,  il  faudrait  que  le 
nombre  des  racines  surpassât  le  degré  de  l'équation.  Le 
séparation  sera  donc  effectuée. 

5''  êdft,  29 


▼• 


<  •»« 


'.«M 


rj'^  <V^x  0  •^txe  «-H^s  f»:«l  p»:T5Îdie$  et  cosKpriacs   Fiiar    [ 
0frM\tit  1  K  2.  r«atr^  croire  )  i^t  4:  que-  I»  de«x  amtres  sont 
o^itî»»-». ^t  qnVlIe*  st.-l:  con:jpri«ei  l'uoe  cntrr  — 1  ei  —  . . 
1  autr«:.estxfr  — 2  et  — 3. 

f^iijkDd  on  Mit  qœ  IVqiulion  â'a  pas  pins  de  j.  raciiK- 
rr^!i«^.  u.  éiarit  on  nombre  iofénetir  an  deerë,  il  soifit. 
pT/or  qu«r  la  réparation  sVfl^ta*:  en  sabsdtiiant  lesnombre^ 
entier»  oompris  entre  les  limiter .  qne  la  snite  des  résultats 
de  ces  ftubstitations  présente  :i  chan^cmenls  de  signes. 

Si  Ton  vent  ed'ectner  seulement  la  séparation  des  racim..^ 
positive»  •  il  faudra  qu'en  substituant  les  nombres  entier? 
depuis  zéro  josqn^â  la  limite  supérieure  des  racines  posi- 
tive», le  nombre  des  cban^cments  de  signes  dans  la  suite  dv< 
résultats  soit  égal  au  nombre  des  variations  de  Téquation. 

Soit,  par  exemple.»  l'équation 

X*  —  3x^  — x^  —  8x-f-io  =  o, 

(^mme  elle  n'a  que  deux  variations,  elle  n'a  pas  plus  de 
deux  racines  positives.  Elu  faisant  x=o,  on  a  pour  résultat 
-H  10;  en  faisant  x=  i,  on  a  pour  résultat  —  i  ;  en  faisant 
x=^  2,  on  a  pour  résultat  — 2,  et  en  faisant  x=  3,  on 
%oit,  <(an&  ellec'tueren  entier  la  substitution,  que  le  i^ultat 


CHAPITRE  QUATORZikMK.  45i 

ist  positif.  On  conclut  dv.  là  que  Tcquation  a  deux  racines 
positives,  comprises  l^unc  entre  o  et  i,  Tautre  entre  si  et  3. 
Si  Ton  veut  lrou\er  les  racines  négatives,  on  changer.i 
d'abord  x  en  —  .r,  ce  qui  donne 

x""  --  3.r^  -h  -r-  —  Hjc    -   IO  r=:  o. 

Cette  équation  a  trois  variations;  ainsi  elle  peut  avoir  trois 
racines  positives.  On  trouve,  par  la  méthode  du  n^'40!2, 
le  nombre  3  pour  limite  supérieure  des  racines,  et  en 
substituant  les  nombres  o ,  i ,  2 ,  on  voit  que  ces  nom- 
bres donnent  des  résultats  négatifs;  d'ailleurs  la  limite  3 
donne  un  résultat  positif.  Il  suit  de  l«i  que  Téquation 
x' —  3x*  —  »r*  —  8x  H-  10  =  o  a  au  moins  une  racine 
négaiive  comprise  entre  —  a  et  —  3  ;  mais  on  ne  peut  pas 
décider  si  les  deux  autres  racines  sont  réelles. 

426.  Si  Ton  connaissait  exactement  le  nombre  des  racines 
t^lcs,  on  serait  assuré  de  parvenir  à  les  séparer  en  elïec- 
tuantdes  substitutions  de  plus  en  plus  rapprochées,  jus- 
({U'à  ce  que  le  nombre  des  changements  de  signes  de  la 
suite  des  résultats  fut  égal  à  celui  des  racines  réelles.  Mais, 
le  plus  ordinairement,  le  nonibn?  des  racines  réelles  est 
inconnu ,  et  il  faut  le  déterminer.  On  a  d'aboitl  été  conduit, 
pour  résoudre  ce  problème,  à  chercher  le  moyen  d'obtenir 
une  quantité  telle,  qu'en  la  prenant  pour  Tîntervalle  des 
substitutions,  on  fui  certain  qu  entre  chaqutî  nombre  sub- 
sdtué  et  le  suivant  il  ne  pourrait  se  trouver  plus  d'uiuî 
racine.  >ious  montrerons  bientôt  comment  il  est  possible 
.de  former  une  équation  dont  les  racines  soient  les  diiîe- 
i^nces  des  racines  d'une  équation  donnée,  considérées  deux 
*  deux ,  et  qu'on  appelle ,  par  cette  raison ,  équation  aux 
^fférences.  Quand  on  a  calculé  cette  équation ,  on  déter- 
mine une  limite  inférieure  de  ses  racines:  cette  limite  est 
'a  quantité  qu'il  s'agissait  de  trouver. 
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La  limite  inférieure  des  racines  de  réquation  aux  diiré- 
renées  étant  ordinairement  plus  petite  que  Tunité,  ou  a  à 
substituer  des  nombres  fractionnaires.  Mais  en  désignant 
par  a  et  h  deux  racines  quelconques  de  Téquation^  et  par  i 
la  limite  inférieure  des  racines  de  l'équation  aux   diffé- 

rences ,  puisque  a  —  &>(î,ona^  —  ^>  ï.  On  voit  donr 

que,  si  1  on  change  Téquation  proposée  en  une  autre  dont  les 

racines  soient  t'»  t  '  ^^c  ,  ce  qui  se  fera  en  posant  jc  =  dj\ 

les  racines  de  la  nouvelle  équation  différeront  les  unes  de» 
autres  de  plus  d'une  unité  \  de  sorte  qu'on  pourra  les  sépa- 
rer eu  ne  substituant  que  des  nombres  entiers. 

La  méthode  que  nous  venons  d^ exposer  avait  été  indiquée 
par  Waring;  cependant  elle  était  restée  ignorée  jusqu'au 
moment  où  elle  fut  reproduite  par  Lagrange y  qui  y  était 
parvenu  sans  connaître  cette  partie  des  travaux  de  Wariiig. 
Cette  méthode  ne  laisse  rien  à  désirer  sous  le  rapport  de  la 
rigueur,  mais  elle  devient  en  quelque  sorte  impraticable 
quand  le  degré  de  l'équation  à  résoudre  est  un  peu  élevé ,  à 
cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'il  faut  effectuer  pour 
obtenir  l'équation  aux  différences.  Ou  peut  actuellement 
éviter  ces  calculs ,  au  moyen  d'im  théorème  remarquable 
découvert  par  M.  Sturm.  Nous  allons  exposer  ce  théorème, 
qui  n'avait  point  encore  été  introduit  dans  les  Eléments 
d'Algèbre,  quand  il  fut  inséré  dans  la  première  édition  de 
ce  Traité  (i833). 

Théorème  de  M.    Stuum,  —  Usage  de  ce  théorème 
pour  la  recherche  des  racines  réelles. 

427.  Soit  V  =  o  une  équation  d'un  degré  quelconque, 
dont  toutes  les  racines  sont  inégales ,  et  soit  Vj  la  fonction 
dérivée  de  V.  On  opérera  comme  s'il  s'agissait  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  Vj,  avec  cette  seule 
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lifférence  qu'il  faudra  cliaiiger  les  signes  de  tous  les  rrsles , 
ivanl  de  les  prendre  pour  diviseurs.  Ce  changement  de 
signes^  qui  serait  indiflerent  s'il  ne  s'agissait  que  de  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur,  est  essentiel  pour  le  but 
({ac  nous  nous  proposons  actuellement.  Désignons  par  Qi 
le  quotient  de  la  division  de  V  par  Vi,  et  |)ar  —  V,  le  reste 
«correspondant,  on  aura 

V=:V,Q. -V,. 

Divisaut  Vj  par  V,,  c'est-à-dire  par  le  reste  de  la  première 
opération  pris  en  signe  contraire,  et  désignant  par  Q,  le 
quotient,  par  —  V3  le  reste  correspondant,  on  aura  encore 

V,  =  V,Q,  -  V3. 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  nécessairement  à  un 
reste  numérique  —  VV,  puisque  nous  avons  supposé  que 
1  équation  V  =  o  n'a  pas  de  racines  égales  (n**  413) ,  et  ou 
aura  cette  suite  de  relations  : 

V  =V.  Q.  -V„ 
V.  =V,  Q.  -V,, 
V.      =V,     Q,     -V., 

0) 

Cela  posé,  la  considération  des  fonctions  \\  V,,  V,,  etc., 
^  conduit  M.  Sturm  au  théorème  suivant  : 

428.  Théorème.  —  Lorsquon  substitue  à  la  place  de  x. 


(*)  On  peut  éviter,  dans  les  divisions  successives,  les  coeflicients  frac> 
^'otinaires ,  en  multipliant  chaque  dividende  par  un  facteur  numériqoe 
^Uvenable;  mais  les  facteurs  qu^on  intruiluit  doivent  être  positifs,  afin  qa« 
^^s  ftigiies  des  restes  ne  soient  pas  altérés. 
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tlniis  la  suite  ries  Jonctions 

t 

f/cux  nombres  quelcontjues  a  et  &  positifs  ou  négatijs,  si* 
a  est  plus  petit  que  S ,  l^  nombre  des  variations  de  la  suite 
des  signes  de  ces  fonctions  pour  x  =  S  sera  au  plus  égd 
au  nombre  des  variations  de  la  suite  des  signes  decÀ 
mêmes  fondions  pour  x  =  a  ;  ef  s'il  est  moindre,  la  diffé- 
rence sera  égale  au  nombre  des  racines  réelles  de  Féguor 
lion  V  =  o  comprises  entre  a  et  S, 

Pour  démontrer  ce  théorème ,  il  faut  examiner  comment 
le  nombre  des  variations  formées  par  les  signes  des  fonc- 
tions V,  V,,  V,,. .  .,  V, ,  disposées  dans  Tordre  indiqué, 
pour  une  valeur  quelconque  de  x^  peut  s'altérer,  quand  x 
passe  par  dilférents  états  de  grandeur.  Or  il  ne  peut  arrirer 
de  changement  dans  cette  suite  de  signes,  à  mesure  qu'on 6it 
croîtn;  a:,  qu'autant  qu'une  des  fondions  V,  V,^  V,,  etc.". 
change  de  signe.,  et  par  conséquent  devient  nulle. 

Il  se  présente  donc  deux  cas  à  examiner,  suivant  que  )• 
fonction  qui  s'annule  est  la  première  V,  ou  qu'elle  est  une 
(les  intermédiaires  V,,  V,,  etc.  ;  car  ce  n'est  pas  la  dernière 
fonction. V,.  qui  peut  devenir  nulle,  puisque  \,.  est  tin 
nombre. 

i'*''  Cas.  INou»  allons  examiner  le  changement  qui  a  li€B 
dans  la  suite  des  signes,  quand  .7:,  en  croissant  par  degrés 
insensibles ,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui  rend  Végali 
zéro.  Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  .r,  que  nous  désignerons 
par  /i,  dans  la  fonction  dérivée  \,,  cette  fonction  devien- 
dra un  nombre  positif  ou  négatif,  puisque,  par  hypo- 
ïlièse.  l'équation  \  ^=^  o  n'a  pas  de  racines  égalt»s.  Repré- 
sentons par  //  une  quantité  positive  assez  petite  pour  qi^^ 
l'équation  \  ,  =  o  n'ait  pas  de  racine  comprise  entre  n— " 
ri  a-hu»  Alors  V,  conservera  le  même  signe  quand  on  y 
fera  X  =  n  —  // ,  .r  =  «,  x  =  a  ^  u. 
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Cela  posé,  désignons  pour  un  moment  V  par^  (x)  et  V, 
pary(j:),  on  aura,  en  observant  que /{à)  =  o, 


a  ^- .  .        tt'     ^,  >  .  tt* 


./(«-«)=-  -/'(«) + —/"(«)  -  j:^r{'')  +■■■■ 

Comme  rien  ne  limite  la  petitesse  de  u ,  on  pourra  rendre  u 
tellement  petite  que  le  signe  du  développement  àef{a  —  u)  , 
ne  dépende  que  du  signe  de  son  premier  terme  (vP  372)  : 
ainsi  f(a  —  u)  aura  le  même  signe  que  —  uf  (a) ,  et  par 
conséquent  il  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  f  (a)  ;  or 
f  [a)  et  y  [a  —  m)  ont  le  même  signe  \  donc  f{a  —  u)  et 
f  (a  —  u)  auront  des  signes  contraires.  Donc  V  et  V,  seront 
de  signes  contraires  pour  x  =  a  —  u. 

En  changeant  —  u  en  -\~  u  dans  le  développement  précé- 
dent, on  a 

Aa  +  a)  =  ^/'(«)  +  ^/"H  +  -^  /'H  + ...  ; 

et  Ton  voit  de  même  que  /  (a  -h  u)  aura  le  même  signe  que 
f  (/i) ,  et,  par  suite ,  le  même  signe  q\xef'{a  -+-  u) .  Donc  V 
et  \i  ont  le  même  signe  pour  x  =  a-\-u. 

Donc ,  si  pour  ar  =  a  le  signe  de  /*'  (x)  ou  de  Vj  est  -f- , 
le  signe  de  V  sera  —  pour  x  =  a  —  m  ,  et  il  sera  -h  pour 
.r  =  fl  -h  II.  Si ,  au  contraire,  le  signe  de  Vj  est  —  pour 
a:  =  a ,  celui  de  V  sera  -+-  pour  x=  a  —  u ,  et  —  pour 
x=^  a-hu.  C'est  ce  qu'indique  le  tableau  suivant  : 

V  V,  V  V, 

X  =  a  —  «       —  -4-  -H  — 

Pour      {x=za                o   -H  ou  bien      o  — 

x=:  a  -h  u       H — h  . 

Par  conséquent,  lorsque  a  est  une  racine  de  Téquation 
V  =  o ,  le  signe  de  V  forme  avec  le  signe  de  Vj  une  varia- 
tion  avant  que  .r  atteigne  la  valeur  a ,  et  cette  variation 
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(*st  chaiigéi;  en  une  permanence  après  que  x  a  dépassé  ceUe 
valeur. 

Quant  aux  autres  fonctions  \  s,  Vj,  etc.,  chacune  d'eUes 
aura,  comme  V,,  soît  pour.r-=rt — a,  soit  jK)ur  j:  =  fl-ha. 
le  même  signe  qu'elle  a  pour  a:  =  a ,  si  toutefois  aucuoe  ne 
s'évanouit  pour  jr  =  a ,  en  même  temps  que  \  .  Nous  alloM 
examiner  ce  qui  arrive  lorsqu'une  de  ces  fonctions  s'évanouit. 

2*  Cas.  Soit  V„  la  fonction  intermédiaire  qui  s^anmik 
pour  X  =  h.  Cette  valeur  de  x  ne  peut  réduire  à  zéro  ni  II 
fonction  V„_,  qui  précède  V„,  ni  la  fonction  V„^.,  qui  la  soit 
imniédialemeiit^  car,  si  cela  était,  le  facteur  x  —  b  divise- 
rait en  même  temps  deux  restes  consécutifs  V„_j  et  \.,  on 
V„  et  V„^|  ;  par  conséquent  x —  h  serait  un  facteur  mul- 
tiple du  polynôme  V,  ce  qui  est  impossible,  puisque  nous 
avons  supposé  que  Téquation  V  =  o  n'a  pas  de  racinef 
égales.  En  outre,  d'après  Tégalité  V„_,  =  \„Q„  —  V^i, 
({ui  est  une  des  relations  (i)  du  n'^  427,  V„  étant  nulle  pour 
X  =  h ,  on  aura  \„_,  =  —  \  „^,  -,  donc  \„_,  et  \„^,  auront 
des  signes  contraires  lorsqu'on  y  fera  x=  b. 

f^ela  posé ,  substituons  h  la  place  de  ,r  deux  nombres  fi— « 
et  h  -h  //  très-peu  dillerents  de  h-^  les  fonctions  \,._,  et\*|4 
auront  pour  ces  deux  valeurs  de  x  les  mêmes  signes  qu  dks 
ont  pour  x  =  /;,  puisqu'on  peut  prendre  u  assez  petit  pour 
que  chacune  des  fonctions  \„_,  et  ^„^,  ne  change  pas  de 
signe  quand  x  croit  dans  lintervalle  de  b  —  u  k  b  -j-w.  D 
suit  de  là  que ,  quel  que  soit  le  si^ne  de  V„  pour  .r  =  A— «• 
comme  il  est  placé  (;nlre  les  signes  de  ^  „_i  et  V  „^.,  qui  sont 
contraires,  les  signes  des  trois  fonctions  consécutives \._i« 
V,.,  V„^, ,  quand  on  fera  x  =  h  —  i/,  formeront  toujours 
une  permanence  et  une  variation  ^  ou  une  variation  et  une 
permaneiHîe.  On  prou\era  de  la  même  manière  que,  (juf' 
que  soit  1<»  signe  de  \  „  pour  .r  =  />  -f- 1/ ,  Icîs  signes  des  trOK* 
fonctions  eonséeutives.  \,._,,  N„,  ^«+1^  quand  on  fcw 
r  =  />-!-</,  ne  présenteront  (ju  une  variation. 
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Ainsi ,  la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions  \  1 , . . . , 
V^,  pour  x=  b-hu,  contiendra  précisément  autant  de 
variations  que  la  suite  des  signes  de  ces  fonctions  pour 
x=  b  —  £1.  Donc,  quand  une  fonction  intermédiaire  quel- 
conque passe  par  zéro,  le  nombre  des  variations  dans  la 
suite  des  signes  n'est  pas  changé,  à  moins  que  la  valeur 
de  X  qui  aunule  cette  fonction  intermédiaire  ne  réduise 
aussi  à  zéro  la  première  fonction  V  ]  dans  ce  cas ,  le  chan- 
gement de  signe  de  celle-ci  ferait  disparaître  une  variation 
sur  la  gauche  de  la  suite  des  signes ,  ainsi  que  nous  l'avons 
prouvé  (i^'^cas). 

11  est  clair  que  la  même  conclusion  subsisterait  si  plu- 
sieurs fonctions  intermédiaires  non  adjacentes  devenaient 
nulles  pour  la  valeur  x=b. 

Il  est  donc  démontré  que,  chaque  fois  que  la  variable  x, 
on  croissant  par  degrés  insensibles,  atteint  et  dépasse  une 
valeur  qui  rend  Y  égale  à  zéro,  la  suite  des  signes  des  fonc- 
tions V,  Vj,  V,, . . . ,  V^ ,  perd  une  variation  fprmée  par  les 
signes  de  V  et  de  Vj ,  laquelle  est  remplacée  par  une  perma- 
nence: tandis  que  les  changements  de  signes  des  fonctions 
intermédiaires  Vj,  Vf,...,  V^^, ,  ne  peuvent  jamais  ni 
augmenter  ni  diminuer  le  nombre  des  variations.  Par  con- 
séquent, si  Ton  prend  un  nombre  quelconque  a,  positif  ou 
négatif,  et  un  autre  nombre  S  plus  grand  que  a ,  et  si  Ton 
fait  croître  x  depuis  a  jusqu'à  6,  autant  il  y  aura  de  valeiu's 
de  X  comprises  entre  a  et  S  qui  réduiront  V  à  zéro,  autant  la 
suite  des  signes  des  fonctions  V,  Vt ,  Vj, . . . ,  V^,  pour  a:  =  6, 
contiendra  de  variations  de  moins  que  la  suite  des  signes  de 
ces  fonctions  pour  a?  =  a.  Le  principe  que  nous  venons 
d'énoncer  n'est  autre  chose  que  le  théorème  qu^on  voulait 
ctablir,  exprimé  çn  d'autres  termes. 

ScoLiE.  —  Il  peut  arriver  que  Tune  des  fonctions  Vi,  Vj, 
\  3, . . . ,  V^_,,  devienne  nuUc^  soit  pour  x  =  a ,  soit  pour 
f  =  S.  Dans  ce  cas ,  il  suffit  de  considérer  les  variations  de 
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la  suite  des  signes  de  toutes  \vs  fonctions ,  sans  avoii'  égardà 
relie  qui  s'évanouit.  Car  on  a  vu  que,  lorsque  la  foncdonV, 
devient  nulle  pour  j:  =  a ,  si  Ton  substitue  a  la  place  de  x 
une  quantité  très-peu  diflérente  de  a,  les  signes  des  trois 
fonctions  V„_i,  V„,  V„^j,  présenteront  toujours  une  varia- 
tion et  une  permanence-,  et  la  variation  subsistera  encore 
quand  on  omettra  la  fonction  \„. 

Corollaire  i.  —  Pour  connaître  le  nombre  des  radnes 
i*éelles  de  Téquation  V=o,  il  faudra  substituer,  dam 
toutes  les  fonctions,  deux  quantités  a  et  6  entre  lesquelki 
toutes  les  racines  soient  comprises.  Or  il  est  toujours  pos- 
sible de  donner  à  x  une  valeur  assez  grande  pour  que  cha- 
cune des  fonctions  V,  \\,  V,,. . .,  V^  ait  le  signe  de  aoa 
premier  terme  (n"  371  )  ;  donc,  si  Ton  considère  daboiJ 
les  signes  des  premiers  termes  des  fonctions  en  supposant 
.r  négatif,  et  ensuite  les  signes  de  ces  mêmes  termes  en  si^ 
I)osant  X  positif,  l'excès  du  nombre  des  variations  de  h 
première  suite  de  signes  sur  le  nombre  des  variations  de  11 
seconde  suite  sera  précisément  le  nombre  des  racines  réeDa 
de  l'équation. 

Corollaire  h.  —  Le  théorème  de  M.  Sturm  donne  le 
moyen  de  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  toute 
les  racines  d'une  é<{uation  soient  i-éelles.  L'cHjuation  ¥=<> 
étant  du  degré  m ,  il  faudra  que  la  suite  des  signes  des  pre- 
miers termes  dos  fonctions  V,  V,,  \ ,,  etc.,  puisse  présenter 
/n  variations^  ce  qui  exige  que  le  nombre  des  fonctions  ne 
soit  pas  moindre  que  m-\-  ii  or  ce  nombre  ne  peut  p** 
surpasser  m  -h  i,  puiscjue  le  degré  de  ehacjue  foncl^ionesl 
inférieur  au  moins  d'une  unité  à  celui  de  la  fonction  pré* 
cédenîe;  donc  il  devra  être  m  -h  i .  Il  faudra  di;  plus  quête 
premi{?rs  termes  des  fonctions,  en  supposant  .r  positif? 
aient  tous  le  même  signe.  Ces  conditions  sont  suftisantrsi 
rar,  si  les  (»xposants  des  premicTS  termes  des  fondions  nf 
diniinu(*nt  (|u<*  d'une  nnilt*,  de  cha(|ue  fimetion  à  la  siu- 
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\ante,  ils  seront  alternativement  pairs  et  impairs^  et,  si 
les  signes  de  ces  premiers  termes  ne  présentent  que  des  per- 
manences quand  x  est  positif,  ils  ne  présenteront  que  des 
variations  pour  x  négatif.  Le  nombre  des  racines,  réelles 
sera  donc  égal  à  m. 

Pour  exprimer  ces  conditions,  comme  les  premiers 
termes  des  fonctions  V  et  Vi  sont  toujours  de  même  signe,. 
on  aura  seulement  a  considérer  les  premiers  termes  des 
fonctions  suivantes  V,,  Vj,  etc.;  on  obtiendra  donc  m —  1 
conditions.  Il  pourra  d'ailleurs  arriver  que  quelques-unes 
de  ces  conditions  rentrent  dans  les  autres ,  ainsi  qu'on  le 
verra  par  l'exemple  i  ci-après. 

ConoLLAtRE  III.  —  Toutes  les  fois  que  le  nombre  des 
fonctions  auxiliaires  Vj,  V„  Vj,  etc.,  est  égal  à  m ,  on  peut 
connaître  le  nombre  des  racines  imaginaires  de  l'équation 
V  =  o  par  la  simple  inspection  des  signes  des  premiers 
termes  de  ces  fonctions.  V équation  \  =  0  a  autant  de 
couples  de  racines  imaginaires  qu'il  y  a  de  variations  dans 
la  suite  des  signes  des  premiers  termes  des  fonctions 
V,  Vj,  Vf,  etc. ,  jusquà  la  constante  V„  inclusivement^ 
car,  si  cette  suite  présente  n  variations ,  elle  présente  m. —  n 
permanences;  quand  on  change  x  en  — j:,  les  perma- 
nences se  changent  en  variations  et  vice  versa  ^  de  sorte 
que  le  nombre  des  variations  est  m  —  /i  ;  le  nombre  des 
racines  réelles  est  donc  m —  in. 

429.  Appliquons. le  théorème  de  M.  Sturm  à  quelques 
exemples. 

Exemple  i.  ^-  Soit  proposé  de  trouver  les  conditions 
nécessaires  pour  que  Féquation  a:' -h  px -t- 9  =  o  ait  toutes 
ses  racines  réelles. 

On  a 

\    z=z  x'  -^r  px  -^  q, 
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Pour  calculer  la  fonciîoii  V,,  on  divise  V  par  V|,  ei,  A 
«r éviter  les  fractions,  on  multiplie  V  par  3;  on 
ainsi  le  reste  ipx-h  3</;  donc 

V..  =: — 1  px  —  3  y. 

■ 
On  divise  Vi  par  \ ,.  Pour  éviter  les  fractions^  il  ÙA 

multiplier  Vj  par  '2p;  mais  comme  le  signe  de  p  neA 

pas  connu,  on  doit  multiplier  par  2^*,  qui  est  toujonn 

une  quantité  positive;  et  pour  n'avoir  aucune  préparatka 

à  eilëctuer  après  la  première  division  partielle,  il  faut  mnl- 

tiplier  par  4/'~-  D^  cette  manière,  le  reste  indépendul^ 

de  .r  est  4/^*  H-  277';  donc 

V,  =  —  4a^'  —  ?7r- 

On  obtient  les  conditions  demandées  eu  exprimant  quel» 
premiers  termes  des  fonctions  doivent  avoir  le  même  signe^ 
ce  qui  donne 

p<io,     cl    4/^' -+- 277  <[o. 

La  première  condition  est  comprise  dans  la  swouJo,  car, 
27<7'  étant  toujours  positif,  la  quantité  4/'^ H- 271/*  nepflil 
être  négative  que  si  p  est  une  ({uantité  négative. 

Exemple  11 .  —  Soit  Téquation  .r'  —  y  a?  4-  y  =  o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  est  vérifiée;  car  on ï 

4/;'-+-27  7=.— —  4<). 

Comme  Téqualion  a  deux  variations,  deux  des  racines  soat 
positives,  et  la  troisième  est  négative  (n"397).  Le  premitf 

membre  est  positif  pour  j:  ==  \r  et  pour  toute  valeur  plo* 
grande  de  .r*,  et  en  substituant  à  la  place  de  x  les  nombre* 
o,  I  ,  '.»,  on  a  des  résultats  positifs.  Pour  séparer  les  dcnî 
racines  positives,  on  peut  former  les  fonctions  de  ^L  Stiirin. 
Kn  (Ifkluisant  les  fondions  \\  et  \  ,  de  «-elles  qui  ont  éltM'al- 


CHAPITRE  QUATORZIÈME.  46 1 

mlées  dans  l'exemple  précédent,  on  a 

V   =jr*  —  1^  -^  ly 
V,  =3.r»  — 7, 

V,  =   l^X  —  21, 
Va  =  49- 

La  substitution  dans  ces  fonctions  des  nombres  0,1,2 
donne  les  suites  de  signes  : 

(o)...H h 

(i).  ..-{ H 

(2).  ..-h   4-   -h   -+-. 

Les  deu-x  racines  sont  donc  comprises  entre  i  et  2.  Si  Ton 
fait  a:=  1,5,  la  fonction  V  est  négative^  donc  une  des 
racines  est  entre  i  et  i  ,5  *,  et  1  autre  est  entre  i  ,5  et  2. 

Si  Ton  substituait  la  valeur  i,5  dans  les  fonctions  Vi 
et  Vf,  on  trouverait  que  la  dernière  devient  nulle,  et  on 
aurait,  pour  les  quatre  fonctions,  cette  suite  de  signes  : 

— .—  o  -h. 

En  ne  tenant  pas  compte  dans  cette  suite  du  signe  o,  on 
y  trouve  une  variation  \  ainsi  elle  a  une  variation  de  moins 
que  la  suite  qu'on  obtient  pour  x  =  i^  et  une  de  plus  que 
la  suite  qu'on  qbtient  pour  x  =  2 ,  ce  qui  s'accorde  avec  le 
scolîe  du  n**  428. 

Exemple  m.     x'  —  3x'-f-x' — Sx  — 10  =  0. 

On  a  vu  que  cette  équation  n'a  pas  moins  de  tix>is  racines 
réeUes  (n^  425)^  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  reconnaître 
si  toutes  les  racines  sont  réelles ,  ou  si  elle  a  deux  racines 
imaginaires.  Or  on  trouve 

V,  =  5j:*  —  ç^x'-^^x  —  8, 

VarrrÔx'  —  3x' -f-  32* -f-  5o, 

V,  =  4i3x»-h636x-|-436, 

V»  =  —  1 95395  X  —r  256937 . 
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Le  premier  terme  de  la  fonction  V4  étant  négatif,  réquation 
a  nécessairement  des  racines  imaginaires  (n^  428,  cor.  n). 
On  peut  donc  se  dispenser  de  calculer  la  constante  V5.  Si 
Ton  achève  l'opération ,  on  trouvera  que  .cette  constante 
est  négative;  de  sorte  que  la  suite  des  signes  des  premiers 
termes  des  fonctions  V,  V,,. . .,  V5  a  une  seule  variation, 
ce  qui  est  d'accord  avec  le  corollaire  m. 

430.  Lorsqu'on  a  calculé  les  fonctions  auxiliaires  \\, 
Vs,  etc.,  s'il  ne  suffit  pas  de  quelques  essais  pour  eflecluer 
la  séparation  des  racines ,  on  doit  substituer  dans  toutes 
les  fonctions  des  nombres  croissants ,  jusqu'à  ce  que  l'on 
ait  atteint  une  limite  pour  laquelle  la  suite  des  signes  des 
résultats  ne  présente  pas  plus  de  variations  quHl  ne  s  eu 
trouve  dans  la  suite   des  signes  des  premiers  termes  des 
fonctions.  On  est  alors  certain  qu'il  n'y  a  aucune  racine 
au  delà  de  cette  limite;  et  on  substitue  des  nombres  inter- 
médiaires, dans  les  intervalles  où  on  a  reconnu  qu'il  ».' 
trouve  plusieurs  racines,  jusqu'à  ce  que  ces  racines  soient 
séparées.  On  peut  ne  considérer  que  les  racines  positives, 
et  changer  ensuite  xen  —  a:  dans  toutes  les  fonctions ,  pour 
la  séparation  des  racines  négatives.  Les  nombres  que  Ton 
substitue  peuvent  être  choisis  d'une  manière  arbitraire; 
mais  poui*  la  facilité  des  calculs,  il  convient  d'employer 
d'abord  les  nombres  o,  i,  10,  100,  1000,  etc.  S'il  y  a  plu- 
sieurs racines  entre  1 00  et  1000,  par  exemple,  on  substituera 
Soo  et  successivement  les  autres  nombres  de  centaines  com- 
pris entre  100  et  1000.  Si  plusieurs  racines  ont  le  même 
chiffre  de  centaines,  ou  substituera  les  nombres  de  dizaines 
entre  les  deux  nombres  de  centaines  qui  comprendront  ces 
racines.  On  passera  ensuite,  s'il  est  nécessaire,  à  la  sub- 
stitution des  nombres  comprenant  des  unités,  puis  à  celle 
des  nombres  avec  des  dixièmes;  ainsi  de  suite.  De  cette 
manière  on  obtiendra  successiv(;ment  les  chiffres  de  chaque 
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racine,  à  partir  des  plus  hautes  unités  9  jusqu^à  ce  que  les 
racines  soient  toutes  séparées.  Si  l'on  doit  substituer  les 
nombres  3 10,  3 20,  etc.,  on  pourra  faire  dans  toutes  les 
fonctions  x  =  3oo  +  x'^  on  n*aura  plus  à  substituer  dans 
les  fonctions  transformées  en  .r' que  les  nombres  10,  ao,  etc. 
Pareillement ,  s^il  faut  substituer  pour  x'  des  nombres  com- 
pris entre  20  et  3o ,  on  fera  or'  =  ao  -f-  x",  et  Ton  n'aura  à 
substituer,  dans  les  nouvelles  fonctions  en  x" ^  que  des 
nombres  de  1  à  10. 

431.  Lorsque  Ion  reconnaît  qu*une  des  fonctions  auxi- 
liaires, telle  que  V„ ,  intermédiaire  entre  V  et  V,. ,  conserve 
toujours  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  a  et  S ,  il  n'est  point  nécessaire  de  considérer  les 
fonctions  qui  suivent  Y„  ;  il  suffit  de  substituer  les  deux 
nombres  a  et  o  dans  les  fonctions  des  degrés  supérieurs,  V, 
Vf  7  V,,  etc.,  en  s'arrètant  à  V„,  et  d'écrire  les  signes  des 
résultats.  Le  îiombre  des  racines  réelles  de  Véquation  V=<> 
comprises  entre  a  et  S^  est  égal  à  l'excès  du  nombre  des 
^variations  de  la  suite  des  signes  produits  par  la  substi^ 
tution  de  a  ,  sur  le  nombre  des  variations  de  la  suite  des 
signes  produits  par  la  substitution  de  6, 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  propriété,  il  suffit  de 
remarquer  qu'on  peut  appliquer  au  système  partiel  de  fonc- 
tions V,  Vj,...,  V„,  la  démonstration  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  le  système  complet  des  fonctions 
V,  Vj ,  Vj , . . . ,  V„,  V„^j, .  . . ,  V,.,  dont  la  dernière  était  un 
nombre  constant.  Dans  T hypothèse  actuelle,  Y»  conserve 
toujours  le  même  signe,  sans  avoir  une  valeur  constante, 
pour  toutes  les  valeurs  croissantes  de  x  depuis  a  jusqu'à  o; 
or,  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,  \\,  Vj, . . . ,  V^  perd 
une  variation  chaque  fois  que  V  devient  nulle,  et  Téva- 
nouissemeni  des  fonctions  intermédiaires  entre  V  et  \„  ne 
peut  ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre  des  variations. 
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Donc ,  autant  l'équation  V  =  o  a  de  racines  comprisn 
entre  œ  et  S,  autant  la  suite  des  signes  produits  parlasob- 
stitution  de  o  a  de  variations  rie  moins  que  la  suite  des  signa 
produits  par  la  substitution  de  a. 

Le  théorème  modifié  comme  on  vient  de  le  voir,  sen 
souvent  d'une  application  plus  facile.  Ainsi ,  lorsqu'en  clK^ 
chant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  V  et  \i ,  on  par- 
vient à  un  polynôme  V„  (par  exemple  celui  du  second degre) 
qui ,  égalé  à  zrro ,  ne  donne  que  des  valeurs  imagînaii-es  de 
Xy  il  n'est  pas  nécessaire  de  pousser  plus  loin  les  divisions: 
car  ce  polynôme  ^ ,,  sera  constamment  de  même  signe  que 
son  premier  terme,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x;de 
sorte  qu'on  pourra  le  prendre  pour  la  dernière  des  fonctiom 
auxiliaires  Vi,  Vj,  etc.  On  pourrait  même  s'arrêtera  ua 
polynôme  V„  qui  s  annulerait  pour  des  valeurs  réelles  do  .r, 
pourvu  qu'on  put  déterminer  toutes  ces  valeurs.  Car,  en 
désignant  par/?,  (j.  r,  etc.,  celles  de  ces  valeurs  qui  seraient 
<*ompnses  entre  a  et  c ,  et  les  supposant  disposées  par  ordw 
<le  grandeur,  en  commençant  par  les  plus  petites,  on  trou- 
verait par  Tapplication   du   principj  c  i-dessus ,   combien 
Téquatiou  A  =  o  a  de  racines  entre  a  et  />  —  //,  u  élant 
une  quantité  positive  aussi  pelile  qu'on  le  voudrait  ;  ou  ti*ou- 
\erait  de  même  combien  \  =:=  o  a  de  racines  entre /^  -h //et 
//  —  M,  c'est-à-dire  entre  p  et  </,  en  prenant  le  nondsie  « 
sudisanuTient  petit*,  on  trouverait  de  même  combien  V  =  o 
a  de  racines  entre  q  et  /•;  et  ainsi  de  suite.  On  suppose  tou- 
tefois que  les  valeurs  />>,  y,  /,  etc.,  qui  annulent  \,.,  ne 
réduisent  pas  en  même  temps  \   à  zéix). 

132.  On  peut  remarquer  que,  lorsque  la  fonction  ^„  nr 
change  pas  de  signe  pour  les  valeurs  croissantes  de  x^ 
depuis  a  jusqu'à  c,  on  obtiendra  constamment  le  même 
nombre  de  variations  en  substituant  soit  a,  soit  6,  soit  tout 
autre»  nombre  compris  entre  a  et  6,  dans  la  suite  partielle 
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des  fonctions  V„,  V,,^,,. . .,  V^,  puisque  révanouissement 
(les  fonctions  intermédiaires  de  cette  suite  partielle  ne  peut 
pas  altérer  le  nombre  de  ses  variations.  Mais  il  ne  faut  pas 
croire  que,  si  les  deux  nombres  (X  et  S,  substitués  dans 
ces  fonctions,  donnent  le  même  nombre  de  variations, 
V„  conservera  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  crois-  » 
santés  de  x  depuis  a  jusqu'à  6.  Cette  proposition  réci- 
proque n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  Téquation  Y  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

433.  jNous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  Téquation 
proposée  V  ==  o  n'avait  pas  de  racines  égales.  Mais  le  théo- 
rème du  n^  428  subsiste  également  quand  cette  condition 
n'a  pas  lieu. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que,  Téquation  ayant  des 
racines  égales ,  on  opère  sur  les  polynômes  V  et  V ,  comme 
on  l'a  dit  dans  le  n°  427.  On  parviendra  alors  à  un  reste  \ ,., 
fonction  de  x ,  qui  divisera  exactement  le  reste  précédent 
V,._i  •,  ce  reste  V^  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^ 
et  de  Vi,  et  il  divisera  exactement  rliacun  des  restes  succès- 
siis  Vj,   Vj,.  .  .,   V^_j. 

Concevons  que  Ton  divise  les  fonctions  V,  V,,  V,,...,  V,., 
par  V^ ,  et  représentons  les  quotients  par  T,  T, ,  T, ,. . .,  T,. 
Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  théorème  du  n^  428  aura 
lieu  pour  Téquatiou  T  =  o ,  en  considérant  la  suite  des  fonc- 
tions T,  T| ,  Ts , . . . ,  ï,.. 

En  effet ,  on  voit  d'abord  que  le  dernier  quotient  T^  sera 
indépendant  de  x^  puisqu'il  sera  égal  à  l'unité.  En  second  * 
lieu,  comme  on  aura  toujours,  entre  les  fonctions  V,  Vf, 
V,,  etc.,  les  équations  V=ViQi — V„  Vi=V,Qj — V„etc., 
on  aura  aussi ,  en  divisant  toutes  ces  équations  par  V^, 
T  =  T,  Qi  —  T, ,  ïi  =  T.Q,  —  Ts ,  etc.  ^  et  de  là  on  con- 
clura, comme  dans  le  n**  428,  que,  si  une  valeur  de  x 
annule  une  des  fonctions  Ti ,  T» ,  Tj , . . . ,  l\_i ,  elle  ne  pourra 
5«  édit.  3o 
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annuler  aucune  des  deux  fondions  adjacentes,  et  elle  fera 
prendre  à  ces  deux  fonctions  des  valeurs  de  signes  con- 
trai ro  s. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  que ,  si  a  est  une  raciiM' 
(le  l'équation  T  ==  o,  les  deux  fonctions  T  et  T,,  dont  la 
seconde  n'est  plus  la  dérivée  de  la  première,  auront  néan- 
moins des  signes  contraires  pour  x  =  /ï  —  u  et  les  mêmes 
signes  poui*  jr=:<7-h</.  Soit 

V  =r  i'.r  —  n)"  (.r  —  //;"'  [x  —  r)  [X  —  e/j. 

On  aura  (n""413) 

//  [x  —  b)  {x  —  ^)  [^  —  ''  >  \ 
/  V     .  f    •    .        I  4-  ^'(^  —  o)(x  —  r)  (x  —  ti)l 

-h        (JT  —  /l)  (x  —  b)  (x  —  C'-j 

«ît  en  observant  que  V,.  =  (x  —  «)"~*  (x  —  b)"'''\  on  con- 
clura de  ces  valeurs  de  V  et  de  V,  : 

T  ==  u  —  a)  (x  —  b]  [X  —  r){x  —  d), 

T   =[      "(^  —  ^)  {^  —  ^)(^  —  ^^)  -^  »'  i^  —  à)  {x  —  r)  (.r  -  d] 
I  -f    (■«•  —  ri)  (x  —  h)  {x  —  d    -+-      (.r  —  a)  [x  ^b){x-  .). 

Cela  posé,  si  l'on  fait  x  =  a  —  //,  u  étant  une  quan- 
tité très-petite,  toutes  les  parties  de  Tj  qui  contiennent 
le  facteur  x  —  a  auront  des  valeurs  très-petites;  par  con- 
séquent, le  signe  de  T,  sera  le  même  que  celui  du  produit 
n  (x  —  h)  [x  —  (•)  (x  —  d)  ;  or  ce  produit  aura  un  signe 
contraire  à  celui  de  T,  puisque  le  facteur  x  —  a  se  réduira 
à  la  quantité  négative  —  m;  donc  T  et  Tj  auront  des  signes 
contraires.  Si  Ton  fait,  au  contraire,  .r  =  a-+-i/,  le  fac- 
teur X  —  a  devenant  -h  w ,  T  et  Ti  auront  le  même  signe. 

11  résulte  de  ces  explications  que,  si  Von  donne  succès- 
swcment  à  x ,  dans  la  suite  des  fonctions  T,  T,,  Tj,  etc.. 
deux  valeurs  a  et  è  [oc.  étant  plus  petit  que  6) ,  V excès  du 
nombre  des  variations  quon  trompera  en  faisant  x  =  «, 
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ir  celui  des  variations  quon  trompera  pour  x  =  o,  sera 
jal  au  nombre  des  racitics  réelles  de  Vcquation  T  =  o 
ymprùes  entre  a  et  S. 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  les  quotients  T,  T] , 
j,  etc.  ^  car  les  fonctions  V,  V^,  V,,  etc.,  qui  sont  respec- 
veinent  égales  aux  fonctions  T,  T,,  T,,  etc.,  multipliées 
ar  V^ ,  auront  pour  une  valeur  particulière  de  x  les  mêmes 
gnes  que  les  fonctions  ï,  T,,  Tj,  etc.,  ou  bien  elles 
iront  toutes  des  signes  contraires,  suivant  que  la  fonc- 
on  V^  sera  positive  ou  négalîve  pour  celte  valeur  de  x  ;  par 
)nséquent,  le  nombre  des  variaitous  de  signes  des  fonç- 
ons V,  Vj,  Vi,  etc.,  pour  une  valeur  quelconque  de  x, 
;ra  toujours  égal  au  nombre  des  variations  de  signes  de  la 
lîte  des  fonctions  T,  T,,  Tt,  etc. 

Donc ,  si  /*on  donne  successivement  à  x  dans  la  suite  des 
y  notions  V,  V,,  V,, .  .  . ,  V^ ,  deux  valeurs  a  et  S  (a  étant 
loindre  que  S) ,  V  excès  du  nombre  des  variations  quon 
btiendra  en  faisant  x=z  a^  sur  celui  des  variations  quon 
btiendra  pour  x  =  o ,  sera  égal  au  nombre  des  racines 
ielles  différentes  de  V équation  V  =  o  comprises  entre  a 
f  6 ,  abstraction  faite  du  degré  de  multiplicité  de  chaque 
icine. 

434.  Parmi  les  différentes  observations  que  M.  Sturm 
faites  au  sujet  de  son  théorèmes,  nous  rapporterons  encore 
.  suivante  : 

Vi  étant  la  fonction  dérivée  de  V,  on  a  vu  que  si  V  est 
al  pour  x  =  rt ,  Va  le  signe  contraire  à  celui  de  V,  pour 

=  a — li,  et  le  même  signe  que  Vj  pour  x  =  a-hi/. 
'est  ce  qu'on  peut  exprimer  plus  brièvement  en  disant  que 

V 
î  quotient  —  passe  toujours  du  négatif  au  positif  quand  V 

évanouit. 

Supposons  maintenant  que  V,  ne  soit  plus  la  fonction 
érivée  <le   V,  mais  que  ce  soil  un  polynôme  c|uelconque 

3o. 
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cruu  degré  inférieur  à  relui  do  V,  et  qui  ii'aîl  aucun  faciror 
réel  du  premier  degi*é  commun  avec  V.  On  pourra  sescrîii 
de  ce  polynôme  Vi  pour  en  former  d'autres  V, ,  V, ,  etc.,  de 
degrés  décroissants,  par  des  divisions  successives,  corami' 
on  s'est  servi  du  polynôme  dérivé  (n^i^l). 

Considérons   ce  nouveau   système  de   fonctions  V,  ^|. 

«r 

V,,.  . . ,  \  , ,  qui  vérifient  aussi  les  équations  (i)  du  n"427. 
Quand  x  en  croissant  atteint  et  dépasse  une  valeur  a  qui 

.V 

annule  V,  il  peut  arriver  que  le  quotient  —  passe  du  n^a- 

V| 

tif  au  positif,  ou  du  positif  au  négatif,  ou  eniin  qu^iliic 
change  pas  de  signe.  Dans  le  premier  cas ,  la  suite  des  signes 
des  fonctions  V,  ^  i,  V»,.  .  .,  \v  perd  sur  sa  gauche  une 
variation;  dans  le  deuxième  cas  elle  acquiert,  au  contraire, 
une  variation  ;  dans  le  troisième  cas  le  nombre  des  varia- 
tions de  la  suite  n'est  pas  changé.  D'ailleurs  révanouisse- 
nient  d'une  fonction  intermédiaire  entre  V  et  V^  ne  pem 
pas  altérer  le  nombre  des  variations.  De  là  résulte  le  théo- 
rème suivant,  qui  remplace  celui  du  n**  428  lorsque  la 
fonction  V,  n'est  par  la  dérivée  de  V. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  V  =  o  comprises 

entre  les  deux  nombres  a  et  o,   pour  lesquelles  le  qu(j- 

V 
lient  —  passe  du  négatif  au  positif,  moins  le  nombre  des 

racines  de  la  mt^me  équation  comprises  entre  a  et  c,  pour 

V 

lesquelles  —  passe  du  positif  au  négatif,  est  égal  au  nombn' 

des  variations  qui  se  trouvent  dans  la  suite  des  signes  de> 
fonctions  V,  ^  j ,  V, , .  .  . ,  V,. ,  pour  x  =  a ,  moins  le  nombre 
de  leurs  variations  pour  .r  =  S. 

Le  nombre  des  racines  de  Téquation  V  =  o  comprises 
entre  a  et  6  ne  peut  donc  pas  être  moindre  que  la  di/lé- 
rence  entre  ces  deux  nombres  de  variations  ;  mais  il  peui 
être  égal  à  cette  diflërence,  ou  la  suipasser  d'un  nombre 
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pair  quelconque.  Pout  qu'il  lui  soil  précisénuMit  égal^  il 
faut  que  V,  5oit  la  fonction  dérivée  de  V.  ou  bien  une  fonc- 
tion qui  ait  toujours  le  même  signe  que  cette  dérivée  ou 
bien  un  signe  contraire  au  sien  pour  chaque*  \aleur  réelle 
de  .r  comprise  entre  a  et  6  qui  annule  V.  Comme  on  ne 
connaît  pas  à  priori  une  telle  fonction ,  ou  esi  obligé  dt? 
prendre  pour  Vi  la  fonction  dérivée  de  \ ,  si  Ton  veut 
déterminer  avec  certitude  toutes  les  racines  ré(*lles  de  l'é- 
quation V  =  o. 

Théorème  de  Rolle.  Séparation  des  racines  par  ce 
théorème  et  par  celui  de  M.  Bu  dan. 

435.  On  a  vu,  dans  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Sturm,  que,  si  a  est  une  racine  d'uneéquation  /  (x)  =  o, 
en  désignant  par  11  une  quantité  positive  très-petite,  le 
|K)lynômey(j:)  et  sa  dérivéey'(x)  ont  des  signes  contraires 
pour  X  =  /ï  —  li,  et  ils  ont  le  même  signe  pour  .r  =  a  -4-  '* 
(n***  428  et  433).  Soit  h  une  autre  racine  Acf{x)  =  o^ 
plus  grande  que  a\  J  (jl)  et  J' {00)  auront  des  signes  con- 
traires quand  on  fera  x  =  h  —  u.  Or,  s'il  n'y  a  entre  a  et  h 
aucune  autre  racine  de  Téquation  J  (x)  =  o^f(h  —  //)  a  le 
même  signe  que  J'(a  -f-  u)  ;  donc^"  (A  —  u)  et /*'  {a  -H  u)  ont 
des  signes  contraires;  d'où  il  résulte  qu'il  y  a  entre  a  -h  m 
vt  h  —  u  un  nombre  impair  de  racines  dey''(.t)  =  o.  Uonc, 
entre  deux  racines  réelles  et  différentes  d'une  équation 
f  (x)  =  o,  qui  nen  comprennent  aucune  autre,  iljr  a  tou- 
jours une  racine  ou  un  nombre  impair  de  racines  de 
r  équation  f '(x)  =  o. 

Cette  proposition  est  le  théorème  de  Rolle.  On  en  déduit 
un  moyen  de  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que 
toutes  les  racines  d'une  équation  soient  réelles;  mais  elle 
est  surtout  utile  pour  séparer  les  racines  d'une  équation 
f[x)  =  o,  quand  il  est  possible  d'obtenir  toutes  les  racines 
l'éellcs  de  l'équation  plus  simple  /'(t)  ==  o. 
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436.  Soient  a,  6,  y ,  5, . . . ,  ).  ces  racines  de^^  (x)  =  o,  ran- 
gées par  ordre  de  grandeur,  en  commençant  par  les  plus 
petites;  et  supposons  d*abord  que  Téquation  proposée  n'ait 
pas  de  racines  égales,  auquel  cas  elle  ne  sera  vérifiée  par 
aucune  des  valeurs  a ,  o,  y,  etc.' 

Puisque  deux  racines  quelconques  de  J  (jo)  =  o  doivent 
comprendre  au  moins  une  des  quantités  a,  o,  y,  etc.,  cette 
équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  plus  petite  qnr 
a ,  une  seule  comprise  entre  a  et  o  ,  une  seule  entre  6  et 
7,  etc.,  une  seule  plus  grande  que  )..  Donc,  si  Ton  substitue 
successivement,  à  la  place  de  x  dans  f(x)^  les  nombres 
—  L',  a ,  6,  y, .  .  . ,  X ,  +  L ,  en  désignant  par  —  L'  et  4-L 
deux  limites  quelconques  des  racines  dej'(x)  =  o,  on  con- 
naîtra par  les  signes  des  résultats  de  ces  substitutions  quelles 
sont  celles  entre  lesquelles  il  y  a  une  racine,  et  celles  entn' 
lesquelles  il  n'y  en  a  aucune. 

Il  suffit  que  la  suite  a,  6,  y, ....  X  soit  formée  de  tontes 
les  racines  de  J'  (x)  =  o  dont  le  degré  de  multiplicité  est 
impair;  car,  lorsque  deux  racines  consécutives  a  et  A  de 
f{x)  =  o  comprennent  une  racine  de  /'(,r)  =^  o  d'un  dcçn'' 
de  multiplicité  pair,  elles  doivent  en  comprendre  une  autre 
d'un  degré  de  multiplicité  impair,  puisque  les  racines  de 
f'{x)  =  o  comprises  entre  a  ci  b  sont  en  nombre  impair. 

Quand  l'équation  y  (jr)  =  o  a  des  racines  égales,  si  oesi 
une  de  ces  racines,  qui  doit  se  trouver  comprise  parmi 
relies  de  la  dérivée,  la  racine  de  J  (x)  —,  o  immédiatenieut 
plus  grande  que  S  doit  être  aussi  plus  grande  que  la  racine 
suivante  y  dt*  f  (x)  =  o. 

437.  On  peut  séparer  de  cette  manière  les  racines  d'une 
équation  quelconque  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 
Car,  dans  le  ras  d'une  équation  du  troisième  degré,  l'érjua- 
liony'(.r)  =  o  est  du  second  degré:  de  sorte  qu'on  priil  I- 
résoudre.   Pour  un(»  équation  du  quatrième  d<»f»ré,  si  l'on 
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fait  évanouir  le  second  terme,  et  que  l'on  change  ensuite  x 

en  -9  on  aura  une  équation  qui  ne  contiendra  pas  la  pre- 

mière  puissance  de  x  ;  la  dérivée  aura  une  racine  nulle ,  et 
ses  deux  autres  racines  seront  données  par  une  équation  du 
second  degré. 

438.  Quand  on  est  assuré  que  toutes  les  racines  d'une 
équation  sont  réelles,  on  peut  les  séparer  en  employant , 
au  lieu  des  fonctions  de  M.  Sturm,  les  fonctions  dérivées 
successives^  puisque,  dans  ce  cas,  les  signes  des  fonctions 
/'(x) ,  /  '  (x) ,  etc. ,  jusqu'à  la  constante  y ^'"^  (x),  pour  deux 
valeurs  quelconques  de  x,  font  connaître  le  nombre  exact 
des  racines  comprises  entre  ces  deux  valeurs  (n"  398). 

439.  Le  problème  de  la  séparation  des  racines  se  trou- 
vant ainsi  complètement  résolu,  pour  le  cas  de  la  réalité 
de  toutes  les  racines,  par  le  théorème  de  M.  Budan  ou  par 
celui  de  Fourier,  qui   lui  est  équivalent,    ces  deux  géo- 
mètres s'étaient  efibrcés  de  rendre  le  même  théorème  appli- 
cable à  tous  les  cas^  mais  ils  n'avaient  pu  y  réussir.  A  la 
vérité,  Fourîèr  avait  énoncé,  en  1827,  dans  les  Mémoires 
\le  rinstitut,  que,  lorsqu'il  resterait  de  rincertilude  sur  le 
nombre  des  racines  comprises  dans  un  certain  intervalle , 
elle  serait  toujours  dissipée  par  les  opérations  ultérieures 
pour  le  calcul  des  valeurs  approchées  de  ces  racines,  en 
les  supposant  réelles;  mais  il  n'avait  donné  aucune  preuve 
à  Tappui  de  cette  assertion ,  dont  l'exactitude  n'a  été  établie 
qu'en  i834,  par  une  démonstration  de  M.  Vincent,  qui  a 
ainsi  complété  la  méthode  de  Fourier.  M.  Ossian  Bonnet 
a  montré  depuis  qu'on  peut  également  parvenir  à  la  déter- 
mination de  toutes  les  racines  réelles  d'une  équation ,  au 
moyen  de  la  remarque  de  M.  Jacobi ,  que  nous  avons  men- 
tionnée dans  le  n^  399.  { Voir  les  Nouvelles  Annales  des 
Mai  ftéinatiqucs,  décembre  1847)  ^'^^  travaux  de  Fourier 
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sur  les  équations  ont  été  réunis  dans  un  ouvrage  publié, 
après  sa  mort,  par  les  soins  de  M.  Navier,  sous  le  titre 
d'Analyse  des  Équations,  Le  Mémoire  de  M.  Vincent  a 
d'abord  été  inséré  parmi  ceux  de  la  Société  des  Sciences 
de  Lille.  Il  a  été  ensuite  imprimé  séparément  sous  ce  titre: 
Note  sur  la  résolution  des  équations  numériques,  (Paris, 
Bachelier.)  On  le  trouve  aussi  dans  le  Journal  de  M.  Lioc- 
viLLE  (tomel,  i836). 

Méthode  d'approximation  de  Newton. 

440.  Quand  on  a  déterminé  deux  nombres  a  et  & ,  qui 
comprennent  une  racine  d'une  équation ,  et  qui  n'en  com- 
prennent qu'une  seule,  on  peut  trouver  la  valeur  aussi 
approchée  qu*on  le  veut  de  cette  racine  par  des  substitu- 
tions successives.  Car,  si  l'on  substitue  un  troisième  nombre 
c  compris  entre  a  et  &  ,  le  signe  du  résultat  fera  connaître 
si  la  racine  est  entre  a  et  c  ou  entre  £  et  c.  Supposons 
qu'elle  soit  entre  &  et  c  ;  on  substituera  un  nombre  inte^ 
médiaire  d  ^  ce  qui  fera  connaître  si  la  racine  est  entre  h 
et  d  ou  entre  c  et  //.  En  continuant  de  resserrer  ainsi  les 
limites  de  la  racine,  on  parviendra  à  l'évaluer  avec  l'ap- 
proximation que  l'on  voudra.  Mais  ces  opérations  peuvent 
être  remplacées  par  d'autres  beaucoup  plus  simples,  en 
employant  la  méthode  suivante,  due  à  Newton.  Nous  expo- 
serons d'abord  cette  méthode  d'après  Tusage  ordinaire; 
nous  ferons  connaître  ensuite  les  perfectionnements  qui  y 
ont  été  apportés  par  Fourier. 

441.  Supposons  qu'on  ait  obtenu  une  valeur  de  la  racine 
qui  en  diflere  de  moins  d'un  dixième.  Soit  a  cette  valeur 
approchée,  et  désignons  l'équation  par  f{x)  =  o.  Si  l'on 
pose  a:  =  a  -H  j^,  l'équation  en  y  sera 
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En  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  y^  comme  si  les 
quantités j^',j*,  etc.,  étaient  connues,  on  trouve 

•^ = -^^ -7^  h-jT --^»  o-^- •  •]• 

La  valeur  de  y  que  Ton  veut  obtenir  étant  moindre  qu'un 
dixième,  j^*  est  moindre  qu'un  centième,  y^  est  moindre 
qu'un  millième,  etc.  \  de  sorte  qu'en  négligeant  dans  l'ex- 
pression ci-dessus  de  y^  tous  les  termes  qui  contiennent 
ces  puissances ,  il  pourra  arriver  que  l'on  obtienne  la  valeur 
de  jr  à  moins  d'un  centième.  On  a  ainsi 

on  eirectue  la  division  indiquée  en  s'arrêtant  aux  centièmes, 
et  Ton  ajoute  le  résultat  à  la  quantité  a. 

Nommons  b  la  valeur  de  x  qu'on  obtient  par  cette  cor- 
rection ,  et  supposons  qu'elle  soit  exacte  à  moins  d'un  cen- 
tième. En  opérant  sur  cette  valeur  comme  on  a  opéré  sur  la 
précédente ,  et  en  nommant  y'  ce  qu'il  faut  ajouter  a  b 
pour  avoir  la  racine,  on  trouvera 

r'  — M 
^  ~     f'{b) 

La  valeur  de  y'  devant  être  moindre  qu'un  centième ,  d'où 
il  suit  quej^'*,^",  etc.,  sont  des  quantités  toutes  moindres 
qu'un  dix-millième,  on  calculera  la  valeur  de  j-' jusqu'aux 
dix-millièmes^  on  ajoutera  ensuite  le  résidtat  à  b. 

Si  la  valeur  de  x  qu'on  obtient  par  cette  seconde  correc- 
tion est  exacte  à  moins  d'un  dix-millième,  on  s'en  servira 
pour  calculer  de  la  même  manière  une  troisième  valeur 
encore  plus  approchée;  et  cette  fois  on  poussera  l'approxi* 
mation  jusqu'à  la  huitième  décimale.  On  continuera  ainsi , 
cil  doublant  chaque  fois  le  nombre  des  décimales  de  la 
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valeur  de  j:,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  Tapproximaliou  néces- 
saire. 

On  doit  remarquer  que ,  dans  la  pratique ,  les  corrections 
successives  sont  toutes  données  parla  même  formule.  Ainsi. 
en  posant  généralement 

r  —  âfl 

on  remplacera  d'abord  x  par  a ,  on  calculera  la  valeur  do 
jusqu^aux  centièmes,  et  on  l'ajoutera  à  a,  ce  qui  donnera 
la  seconde  valeur  approchée  h  ;  on  remplacera  ensuite  x 
par  fe,  on  calculera  la  valeur  de  y  jusqu'aux  dix-millièmes, 
et  on  rajoutera  à  A,  ce  qui  donnera  la  troisième  valeni 
approchée;  ainsi  de  suite. 

•Ii2.  Cette  méthode,  telle  que  nous  venons  de  la  pré- 
senter, n'oil're  aucune  certitude;  et  il  peut  arriver  qu'au 
lieu  d'approcher  de  la  racine,  on  obtienne,  au  contraire, 
des  nombres  qui  s'en  éloignent  de  plus  en  plus.  Il  est  donc 
nécessaire  de  vérifier,  après  chaque  correction ,  si  toutes 
les  décimales  qu'on  a  calculées  appartiennent  réellement  à 
la  valeui  de  la  racine  que  Ton  cherche. 

Considérons  d'abord  la  valeur  /;  fournie  par  la  prèmièn' 
correction ,  et  qui  est  exprimée  avec  deux  décimales.  On 
substituera  cette  valeur  dans  Tiqualion ,  et ,  suivant  que  l'on 
connaîtra  par  le  signe  du  résultat,  comparé  aux  signes  cl« 
résultats  des  substitutions  qui  auront  été  faites  précédem- 
ment ,  que  la  racine  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  h^  on 
substituera  h  -f- 7^ ,  ou  bien  b  — j~.  Si  le  résultat  de 
cette  seconde  substitution  a  un  signe  contraire  à  celui  delà 
première,  on  sera  certain  que  la  quantité  h  ne  diffère  pas 
de  la  racine  d'un  centième;  mais  si  les  deux  résultats  onllo 
même  signe,  on  en  conclura  que  la  correction  est  faulivr 
ou  insuffisante.  Dans  ce  ras,  pour  se  servir  de  la  méthode 
de  IN'ewloTi .  il  fnuflra  parlii'  d'uiM'  valeur  plus  approrhcc. 
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qu'on  pourra  obtenir  en  cherchant  le  chilfre  des  centièmes, 
comme  il  a  été  dit  dans  le  numéro  précédent. 

On  agira  de  la  même  manière  pour  les  valeurs  qui  résul- 
teroàt  des  autres  corrections.  C'est-à-dire  qu'après  chaque 
opération,  on  substituera  d'abord  la  valeur  qu'on  aura 
obtenue,  et  ensuite  cette  valeur  augmentée  ou  diminuée 
d'une  unité  du  dernier  ordre.  Si  l'on  trouve  que  la  seconde 
correction ,  dans  laquelle  on  prend  quatre  décimales ,  ne 
fournit  pas  une  valeur  approchée  à  moins  d'un  dix-mil- 
lième, on  supprimera*la  dernière  décimale;  et  si  celles  qui 
restent  sont  exactes ,  on  passera  à  une  autre  correction  qu'on 
étendra  jusqu'aux  millionièmes,  sauf  à  supprimer  ensuite 
une  ou  deux  décimales. 

443.   1^^  Exemple.  —  Soit  l'équation  x*  —  ax  —  5  =  o. 

Les  règles  qui  ont  été  exposées  précédemment  font  con- 
naître que  cette  équation  a  une  seule  racine  réelle,  qui  esl 
comprise  entre  2  et  3.  En  substituant  2,5 ,  on  a  un  résultat 
positif,  et  comme  2  donne  un  résultat  négatif,  la  racine 
est  comprise  entre  2  et  2,5.  En  substituant  2,2 ,  on  a  encore 
un  résultat  positif.  La  racine  est  donc  2,1  à  moins  d'un 
dixième. 

La  dérivée  du  premier  membre  est  Sx* —  2-,  ainsi  la 
formule  des  corrections  est 

x^  —  2j:  —  5 

On  fait  dans  cette  formule  x=  2,1 ,  ce  qui  donne 

0,061 

1 1,28 

On  doit  calculer  la  valeur  de/  jusqu'aux  centièmes;  mais 
le  quotient  de  0,061  par  n  ,23  étant  plus  petit  qu'un  cen- 
lième,  îK s'ensuit  que,  si  la  méthode  n'est  pas  en  défaut. 
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le  nombre  u,  i  diflère  de  la  racine  de  moins  d^un  ceuti 
on  peut  donc  pousser  immédiatement  la  correctioa  pÊ^» 
quaux  dix-millièmes.  On  trouve  alors  j' =  —  o,oo54,cl 
l'on  en  conclut 

.r  =  2,0946. 

En  substituant  cette  seconde  valeur  dans  la  formule  ô- 
dessus,  et  calculant  la  valeur  dey  avec  huit  décimales^  on  ^ 
irouvej^  =  — o,oooo485i,  et  Ton  en  conclut 

.r  z=  2,09455149- 

En  continuant  les  calculs ,  on  pourra  pousser  le  nombre  dei 
décimales  aussi  loin  qu'on  le  voudra. 

Pour  procéder  avec  plus  de  certitude ,  il  aurait  fallu  s» 
surer  d^ abord  que  le  nombre  2,1  exprime  la  valeur  4e  k 
racine  à  moins  d'un  centième ,  et  que  la  valeur  qu  on  tà^ 
déduit  ensuite  est  exacte  à  moins  d'un  dix-millième.  Bliif 
en  négligeant  ces  précautions ,  et  en  se  bornant  a  vériBer  1 
la  dernière  valeur,  qui  est  exprimée  avec  huit  décimaleii  1 
on  voit  qu^ellc  a  tous  ses  chiilres  exacts;  car  en  substituai!  • 
cette  valeur  on   a  un  résultat  positif;  et  en  substituant 
2,09455148  on  a  un  résultat  négatif. 

•444.  Avant  d'expliquer  comment  la  métliode  de  Newton 
peut  être  employée  de  manière  à  donner  des  résultats  dont- 
Texactilude  soit  certaine,  il  nous  faut  établir  quelques  for- 
mules préliminaires. 

Désignons  par  F (z)  et  (f{z)  deux  fonctioiK  entières  de:, 
et  soit  F  (5)  z=  z(f(z).  Si  lon^pose  1  équation 

cette  équation  sera  vérifiée  par  li  =  o  et  par  m  =  r.  Donc, 
en  vertu  du  théorème  de  Rolle  (n*^  435),  la  dérivéïî  du  plu- 
mier membre  par  rapport  à  //,  F' (m)  — ^(s) ,  sera  i-ciidue 
nulle  par  une  valeur  de  u  comprise  entre  zéro  el  r.  Soit  &* 
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celte  vaieui',  0  sera  un  nombre  compris  entre  zéro  et  1,  et 
on  aura 

F'(03;  —  (p(5)  =r  0,     ou     <p(z.  =  F'(Os)i 

par  suite, 

¥{z)=z  zF'(Bz). 

Soit  y(z)  =  2*9(2).  Si  Ton  pose  Téquation 

F(/l)  —  u^9(z)  =Z  o, 

■ 

cette  équation  sera  vérifiée  par  u  =  o  et  par  u  =  z'^  donc 
la  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  u  sera  rendue 
nulle  par  une  valeur  Zi  de  z  comprise  entre  zéro  et  z. 
Cette  dérivée  est  F'(ii)  —  aM(p(2) ,  et  elle  est  aussi  rendue 
nulle  par  a  =  o  ;  car,  puisque  F  (//)  =  a'  çp  (a),  F  (m)  est  divi- 
sible par  u',  d'où  il  suit  que  F' (m)  est  divisible  par  u.  La 
quantité  F'(«)  —  2  «(p  (z)  étant  nulle  pour  k  =  o  et  pour 
1/  =  2,,  sa  dérivée  par  rapport  à  li,  F'' (m)  —  ^^(^)'i  sera 
rendue  nulle  par  une  valeur  de  u  comprise  entre  zéro  et  Zf-, 
cette  valeur  sera  comprise  entre  zéro  et  2  5  en  la  représen- 
tant, comme  précédemment,  par  Qz^  Q  sera  un  nombre 
compris  entre  zéro  et  i ,  et  on  aura 

F"(0«}  — 2y(3)  =  o,    ou     o{z)^^r'{Qz); 


par  suite, 


3' 


445.  Considérons  la  fonction /(x -f- A) .  La  dilTérence 

J*{^x  H-  h)  — f{x)  est  une  quantité  de  la  forme  Af  (A) ,  et  sa 

dérivée  par  rapport  à  A  est  y' (x -i- A)  (*).  Donc,  d'après 


(*)  La  dérivée  par  rappori  à  A  de  f{x-^h)  est  le  coeflicient  de  la  pre- 
mière paissance  de  k  dans  le  déreloppement  de/(x  -f-  A  -t-  A)  ;  or,  en  posant 
4r  H-  A  =:  s ,  on  a 

la  ilérivcc  de/(x  4-  h)  est  donc  /'(«)  ou  f'[x  -+-  A).  * 
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correction  (3)  et  (4)  pourra  ùtrc  fautive,  mais  que  iauirr 
ne  le  sera  pas-,  et  que,  s\f"(a)  ci  J"(b)  sont  de  signe  con- 
traire à  /'(a))  on  devra  appliquer  la  formule  (3)  \  et  sij"(a) 
et  J"(b)  ont  le  même  signe  que  f'(a)^  on  devra  appliquer 
la  formule  (4)- 

Comme  f  (a)  est  de  signe  contraire  skf(a) ,  et  de  mèmf 
signe  que  f(b) ,  on  voit  qu'il  faudra  employer  celle  des 
deux  limites  a  et  i  pour  laquelle  y(x)  elj"[x)  auront  lo 
même  signe.  On  déduira  de  cette  limite  une  suite  de  valear* 
de  plus  en  plus  approchées  de  la  racine,  et  qui  en  appro- 
cheront toutes  dans  le  même  sens. 

447.   Pour   reconnaître  le  degré   d^approximation  quc^ 
Ton  obtiendra  à  chaque  opération,  considérons  le  cas  où 
Ton  doit  employer  la  plus  petite  limite  a.  L'erreur  de  la 

correction  —  -ttt—.  est  le  terme y; — ï —  iSommons 

f'M)  f\a)  2 

e  cette  erreur.  Soit  M  un  nombre  plus  grand  que  loutes  les 

valeurs  de  ±J"[x)  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 

et  A,  et  soit  M  un  nombre  moindix.*  que  toutes  les  valeurs 

de  zt:f'[x)  pour  les  mêmes  valeurs  de  x.  On  aura  p<ii- 

(lant  tonte  la  durée  des  opérations 

Pour  calculer  la  quantité  M,  si  la  valeur  de  J"(t)  est 
positive  entre  x  =  aQi  x  =  h^  il  sufSt  de  remplacer-^ 
dans  les  termes  positifs  par  la  plus  grande  limite  /net 
dans  les  termes  négatifs,  par  la  plus  petite  limite  a.  Si,  au 
contraire,  la  valeur  de^"(.r)  est  né{;ativc  entre  .r  =  «  el 
a:  =  è ,  il  faut  remplacer  x  dans  les  termes  négatifs  par  la 
plus  grande  limite  /^  el  dans  les  termes  positifs,  par  la  plus 
petite  limite  a;  la  valeur  absolue  de  la  ditlérence  des  deux 
sommes  qu'on  obtient  ainsi  est  le  nombre  M.  A  régarddti 
nombre  >  ,  puisijue  /  "(v)  ne  change  pas  de  sii^ne  dept"'' 
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.1:  =  tf  jusqu^à  jr  =  i  ^  la  fonction  dérivée  J  '  (.r)  est  con- 
stamment croissante  ou  constamment  décroissante  dans 
cet  intervalle,  et  comme  elle  est  de  signe  contraire  kf'^'[x) 
dans  le  cas  que  nous  examinons ,  ou  devra  prendre  pour  IN 
la  valeur  absolue  de  f  {h)  {*).  Quand  on  doit  cmployei', 
pour  les  corrections  successives ,  la  plus  grande  limite  b , 
Tapproximation  qu'on  obtient  à  chaque  opération  est  encore 
*  indiquée  par  la  formule  (7) ,  et  on  obtient  le  nombre  M  de 
la  même  manière  que  dans  le  cas  précédent ,  mais  le  nombre 
i\  est  alors  la  valeur  absolue  de  y' (a). 

Soit/<^ — U  et  -^5  <C — '  l'exposant  p  pouvant  tint 

négatif;  on  aura  e<^ — j^»  et,  pour  que  Ton  soit  assuré 

d'obtenir  des  chiii'res  exacts  au  delà  de  ceux  qui  seront 

déjà  connus ,  il  faudra  que  l'on  ait  2  n  -hp  ]>  n,  ou  p  }>  —  n. 

•ff  \ 
Lorsque  l'on  réduira  en  décimales  la  quantité  — /v7"^' 

^^jTjk'i  en  prenant  seulement  in-^p  chiffres,  on  com- 


(•  )  On  « 

/'(x  H-  h)  -/'(x)  =  hr{x) + ^  /-(,)  ^.. . . . 

On  peut  prendre  h  aues  petit  pour  que  le  second  membre  de  c«ue  c>i;a)itê 
uii  le  ligne  de  son  premier  terme  hj"  {x).  Donc,  h  étant  positif,  «i/*(<) 
(>Ht  \ine  quantité  positive  ^  on  a 

/'(x-H*)>/'(x); 

si  y  au  contraire ,  f  {x)  ost  une  quantité  négative^  on  a 

r{x^h)<j'(x). 

11  suit  de  U  que  la  fonetion  f'{x)  est  croissante  quand  f  {x)  a  une  valeur 
positive;  et  qu^elle  est  décroissante  quand  y'' (x)  a  une  valeur  né|rative.  Si 
/''(x)e8t  de  signe  contraire  à /"(or),  depuis  x  =  a  jusqu^à  x  =  fr,  lors- 
qu'elle sera  croissante  elle  sera  négative,  et  sa  plus  petite  valeur  absolue 
correspondra  &  la  plus  grande  limite  ft,  lorsquVUe  sera  décroissante  «*ltc 
sera  positive,  ^\  sa  plus  petite  valeur  sera  encore  donnée  par  la  plus  grande 
limite  b. 
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mettra  sur  le  quotient  une  erreur  qui  s'ajoutera  à  Terreur  e. 

La  valeur  exacte  de  la  fraction  sur  laquelle  on  opérera 'étant 

toujours  trop  faible,  pour  être  assuré  que  Terreur  totale  ne 

sera  pas  d'une  unité  du  dernier  chiffre,  on  devrait  prendre 

le  quotient  par  excès;  mais  le  sens  de  Tapproximation  du 

résultat  serait  incertain,  et  il  pourrait  arriver  que  la  valeur 

qu'on  obtiendrait  ainsi   ne  fut   pas   celle   qu'il   faudrait 

employer  dans  Topération  suivante.  On  devra  préférer,  par 

cette  raison ,  le  quotient  par  défaut.  Si  Terreur  est  de  plus 

d'une  unité  du  dernier  chiffre,  on  en  sera  averti  par  la 

correction  suivante  qui  portera  sur  ce  chiffre-,  on  en  tiendra 

compte  dans  Testimation    de  Tapproximation  qui   devra 

résulter  de  celte  nouvelle  opération,  et  on  ne  conservera 

que  les  chiffres  dont  Texactitude  sera  certaine,  sauf  Terreur 

produite  par  la  réduction  en  décimales. 

448.  Appliquons  ces  principes  à  Texeraple  du  n°  443. 
Los  nombres  i  et  2,1  ne  comprennent  aucune  racine  de 
f'{x)  =  0  ni  de  f"[oc)  =  0.  La  dérivée  du  second  ordre 
étant  positivé  pour  toute  valeur  positive  de  x,  on  doit 
employer  la  limite  2,1  qui  est  plus  grande  que  la  racine. 
On  a 

M 

M  :^  12,6,       N=:lO,       d'où       — T»  <C  '  J 

ainsi  on  peut  doubler  à  chaque  opération  le  nombre  des 
chiffres  décimaux.  Les  corrections  calculées  avec  les  valeurs 
approche^es  2, 10  et  2,0946,  font  voir  que  le  dernier  chilTre 
de  chacune  de  ces  valeurs  approchées  est  exact.  Si  Ton 
s'arrête  après  avoir  calculé  huit  chiffres  décimaux ,  on 
pourra  craindre  que  Terreur  ne  soit  de  plus  d'une  unité 
du  dernier  chiffre,  et  il  faudra  diminuer  ce  chiffre  de  i 
On  reconnaîtra  alors,  en  faisant  la  substitution ,  que  le  résul> 
tat  est  approché  par  défaut. 

2*  Exemple.  —  Soit  Téquation  Gx^ — i4iJC-H  263  =€>. 
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On  reconnaît,  comme  dans  Texemple  ii  du  ii^  439,  que 

les  trois  racines  sont  réelles,  que  deux  d'entre  elles  sont 

positives,  et  qu'elles  sont  moindres  que  ^^.  Les  nombres 

entiers  inférieurs  à  v^  sont  o,  i,  2 ,  3,  4^  et  en  les  substi- 
tuant dans  Téquation,  on  n'a  que  des  résultats  positifs. 
Pour  séparer  les  deux  racines  positives  au  moyen  du  théo- 
rème de  Rolle,  on  cherche  la  racine  positive  de  Féquation 
J'^x)  =  o^  c'est-à-dire  i8x' —  ï4'  =0.  Cette  racine  est 

V'^,  ou,  à  très-peu  près,  2,8.  En  substituant  2,8  dans 
Téquation  on  obtient  un  résultat  négatif;  ainsi  Tune  des 
racines  est  plus  petite  que  2,8,  et  l'autre  est  plus  grande 
que  ce  nombre.  La  substitution  de  2,7  et  celle  de  2,9 
donnent  des  résultats  positifs:  ainsi  Tune  des  racines  est 
ejitre  2,7  et  2,8;  l'autre  est  entre  2,8  et  2,9. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  plus  petite  racine.  Comme 
les  nombres  2,7  et  2,8  comprejinent  une  racine  de  l'équa- 
tion/'(;r)  =  o,  il  faut  obtenir  des  limites  plus  rapprochées. 
La  substitution  de  2,75  donne  un  résuljtat  positif,  et  celle 
de  2,76  doi^ne  un  résultat  n^atif.  Donc  la  racine  est  entre 
2,75  et  2,76.  La  dérivée  du  second  ordre  étant  positive 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  on  doit  faire  usage  de 
la  plus  petite  limite,  qui  donne  un  résultat  positif.  On  a 

M 
M  =  36x2,76    et   N=  i4i- i8x(2,76;%  doù  -^.  <i3. 

Ainsi  la  première  correction  pourra  ne  pas  donner  exacte- 
ment le  chiffre  des  millièmes;  mais  lorsque  ce  chitlre  aur;* 
été  déterminé ,  chacune  des  corrections  suivantes  fera  trou- 
ver de  nouveaux  chi tires  exacts,  dont  le  nombre  ne  sera 
pas  inférieur  de  plus  de  deux  unités  à  celui  des  chiffres 
décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été  employée. 

Pour  la  plus  grande  racine,  les  limites  2,8  et  2,9  ne 
•compremient  aucune  racine  de  la  dérivée  ;  'de  sorte  qu'on 
peut  appliquer  la  'H^thodr  r^n  pai^ant  de  cçs  limites,  et  il 

3i. 
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faut  employer  la  plus  grande  limite^  mais  en  calculant  la 

M 
fraction  -^  avec  les  nombres  2,8  et  2,9,  on  trouve  que  h 

valeur  de  cette  fraction  surpasse  4oo ,  ce  qui  ne  permet  pas 
d'apprécier  l'approximation  de  la  première  correction. 
Cette  correction  calculée  jusqu'aux  centièmes  est  o,o4,et 
elle  doit  être  soustraite.  On  est  assuré  par  là  que  la  racine 
est  plus  petite  que  2,86.  La  substitution  de  2,85  donne  un 
résultat  positif,  et  celle  de  2,84  donne  un  résultat  négatif; 
ainsi  la  racine  est  entre  2, 8 1  et  2,85.  Ces  limites  donnent 

M  =  36X2,85,     N=r  i8x(2,84)'— i4i,    d'où    ^<î3. 

2  jN 

En  continuant  les  opérations,  on  ne  sera  pas  assuré  d ob- 
tenir exactement  le  chiifre  des  millièmes  \  mais  lorsque  ce 
chillrc  aura  été  déterminé,  chacune  des  corrections  sui- 
vantes fera  trouver  de  nouveaux  cliiflVes  exacts,  et  leur 
nombre  ne  sera  pas  inférieur  de  plus  de  deux  unités  à  celui 
des  chiilres  décimaux  de  la  valeur  qui  aura  été  employée 

On  peut  se  dispenser  de  calculer  directement  la  racine 
négative;  car  sa  valeur  absolue  est  la  somme  de  deux  racines 
positives. 

Méthode  d  approximation  de  IjAGRangr. 

4i9.  Soient  a  pà  a-^-  i  deux  nombres  entiers  consécutifs 
qui  comprennent  une  seule  racine  d'une  équation.  Si  Ton 

pose  jc  =  a  -|-  -'  Téquation  résultante  en  y  aura  nécessaire- 

ment  une  racine  plus  grande  que  i  ;  et  parmi  les  racines  de 
cette  équation  en  r«.  il  n'y  en  aura  qu'une  seule  plus  grandr 
que  I  ;  autrement  il  y  aurait  plusieurs  valeurs  de  x  entre/» 
et  /z  -h  I ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  On  pourra  donr 
déterminer  la  partie  entière  de  cette  valeur  de  y,  en  substi- 
tuant successivement  dans  Téquation  en   y  les   nombre 
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entiers  i ,  2,  3,  etc.,  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  obtenu  deux 
résultats  de  signes  contraires. 

Soient  i  et  &  + 1  les  deux  nombres  qui  donnent  ces  résul- 
tats de  signes  contraires.  Si  l'on  pose  y  =  b-^ — »  Féqua- 

tion  résultante  en  z  aura  encore  une  seule  racine  plus 
grande  que  1 ,  et  Ton  pourra  déterminer  la  partie  entière 
de  cette  valeur  de  z ,  en  opérant  de  la  même  manière  que 
pour  la  valeur  de^. 

Si  c  est  la  partie  entière  de  la  valeur  de  z^  on  posera 

5  =  c  -h  -  ;  ainsi  de  suite. 
u 

On  aura  de  cette  manière  la  valeur  de  x  exprimée  par 

une  fraction  continue.  . 

450.  On  pourra  calculer  les  transformées  successives  en 
y,  z^  etc.,  au  moyen  des  dérivées  (n°  369).  L'équation  pro- 
posée étant  exprimée  par  f(x)  =  o ,  celle  qu'on  obtiendra 

I 
en  posant  x  =  «  H —  sera 

y         2    /»       2.3  x^ 

On  chassera  les  dénominateurs  en  multipliant  tous  les. 
termes  par  j"^^  m  étant  le  degré  de  l'équation ,  ce  qui  don- 
nera 

fia)  fia) 

Aà)r  +/' Wr-  +^-~-^  r-^'  ^"^^  r-> + . . . = o. 

Si  l'on  représente  le  premier  membre  de  cette  équation  par. 
<p  (y) ,  la  transformée  suivante  sera 

2  2.3 

t*t  de  même  pour  toutes  les  autres 
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451.  Quand  les  nombres  a  et  a -h  i  compreuniïDl  plu- 
sieurs racines  de  Irquatiou  pi'opos^,  la  transformée  en  r 

qu'on  obtient  en  p<»bant  x  =  a-h-  a  aussi  plusieurs  racines 

plus  «[randes  que  i ,  de  sorte  que  la  substitution  des  nombrf> 
«entiers  i ,  2,  3,  ele.,  à  la  place  dt\y^  peut  ne  plus  suffin* 
pour  faire  (connaître  les  parties  entières  des  valeurs  de  y: 
mais  quand  on  a  eilèctué ,  par  quelque  méthode  que  ce 
soit ,  la  séparation  des  racines ,  il  est  toujours  facile  de  voir 
par  quel  nombre  on  doit  multiplier  les  racines  qui  sont 
comprises  entre  les  mêmes  nombres  entiers,  afin  de  les 
changer  en  d'autres  dont  les  parties  entières  soient  dilli*- 
rentes.  De  cette  manière  le  calcul  des  valeurs  approchées 
des  racines  par  la  méthode  de  I  agrange  se  ramène  toujours 
à  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus.  Au  reste,  quand  les  diiîéreiurs 
des  racines  comprises  entre  deux  nombres  entiers  consi'- 
cutifs  a  etf/-f-  1  ne  sont  pas  des  fractions  très -petites,  on 
peut  encon»  opérer  directement  sur  l'équation  proposci». 
ainsi  qu'on  le  verra  dans  le  deuxième  exemple  ei-après. 

(ieiti*  équalion  avaiil  une  seule  racine  réelle  qui  est  com- 
prise entre  v.  et  3  (n'*  i4»{) ,  on  pose  x  =  -2  -\ — •  Du  a 

/  '   a  =1:  3  2  —  .»  izz  I  c) , 

;/■■'  ,)  :=  3 . -,..  ^.  (i  , 

,^./-   3)  :-  .  . 

r^  tratLsIurmée,       )  '   —  lui-  —  (m  —  1  z_  o. 

11  est  faeJh'  de  \(ûr.  sans  faire  la  substitution,  (pic  )  rrio 
flonijc  nn  résultat  né£»alif;  d'ailleurs  v  =  i  i  donne  u" 
n'sullal  |>ositif  ^n"  S^H)|;  la  valeur  de  7   est  doiu  roinini"' 
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entre  10  et  11.  hn  posant  j^  =  10  -h  ->  on  trouve 


^  (10^=10^ — 10.10'  —  6.10  —  i=  — 61, 
©'  (  I  o)  =^  3 . 1  o'  —  20 . 1  o  —  6  =  94 , 
'^f'{io)  =  3.\o  —  I  o  1=  20 , 

2*^  transformée.     6i  z^  —  94^'  —  '-^0-  —  *  =0. 

L'hypothèse  z  =  1  donnant  un  résultat  positif,  on  en 
eonclut  que  la  valeur  de  z  est  comprise  entre  i  et  2;  il  faut 

donc  poser  z  =  i  -\ On  obtient 

*  u 

^  (i)  =  61. r  —  94-''  —  20. 1  —  1=  —  54, 

/  (1)  zn  l83.l^—   188.  I    _20r=  —  25, 

jr(.)-i83.i  -  ç)4   =89, 
T^r(')=6i.    . 

3*"  transformée.      54a'  -f-  aSa'  — 891/  — 61  =0. 

Cette  équation  fait  connaître  que  la  valeur  de  u  est  com- 
prise entre  i  et  2. 

En  continuant  les  opérations,  les  quotients  incomplets 
suivants  sont  i,  2,  i,  3,  i,  etc.,  et  il  en  résulte  les  réduites 

2       21       23       44       '*'        *^^       ^7^       7^* 
1        10       II        21        53         74        ^7^       ^49 

En  s 'arrêtant  à  la  fraction  ^-r-?  on  a  une  valeur  trop  forte 

349 

[n^  246)  j  mais  l'erreur  est  moindre  que 


349(349-*- 275) 
—^ — ^  (n°2o0).    Cette  dernière   fraction   étant  plus 

^life  que  o.ooooo!) ,   nn  pcîut  obtenir,  au  moyen  de  la 


2 
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réduite  -^T""-  **'^^'  valeur  appi'ochée  de  la  racine  avec  ciii(| 
déi*ijnales  exactes;  celle  valeur  est  2,094 ^S. 

?/  Exemple.  .v  —  «j  x  4-  7  =  o. 

Ou  a  vu  que  celte  équation  a  une  racine  négative  com- 
prise entre  —  3  et  —  4^  et  deux  racines  positives  comprises 
Tune  entre  i  et  -,  et  l'autre  entre  7  et  2  (n"  439).  Pour 
obtenir  une  équation  dont  les  racines  positives  niaient  pas 

la  même  partie  entière,  il  suftit  de  remplacer  .r  par  — :  la 

iransibrmée  est 

.r'^  —  '2Sy  -+-  56  =  o; 

cl  elle  a  une  racine  comprise  entre  'x  et  3,  et  une  autn- 
comprise  enlrt*  3  et  4* 

En  opérant  sur  cette  équation  comme  dans  Texeinplr 
précédent ,  on  trouve  pour  la  première  racine  les  quotients 
incomplets  2,  i,  2,  2,4^?  elc,,^  et  en  prenant  la  cin- 
quième réduite,  on  en  déduit  unt*  valeur  approchée  de  la 
racine  avec  quatre  décimales  exactes,  qui  est  2,7138. 

Les  quotients  incomplets  de  la  racine  comprise  entre  S 
et  4?  sont  3,  i> ,  I  .  I .  I  ,  1 .  9,  etc.  La  septième  réduite 
donne  une  valeur  approchée  de  la  racine  avec  quatre  déci- 
males exactes,  qui  est  3,384o. 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  approchées  des  deux  racino 
positives  de  Téquation  proposée,  à  moins  d'un  demi-dix- 
millième,  sont  1,3569  et  1,6920. 

Pour  calculer  la  racine  négative,  on  devra  clianger  x 
en  —  x:  mais  on  peut  se  dispenser  de  calculer  directement 
retle  racine;  car,  la  somme  des  racines  étant  nulle  ,  la  valeur 
absolue  de  la  racine  nép;ati\e  est  égale  à  la  somme  des  deux 
rnciiies  positi\es. 

On  pourrait  cal<-uler  1rs  deux  racines  positi\(»s  sans  faii^ 
ntihir  à  I  (S|uation  ancunc  transformation;  car,  l'une  de  iC"i 
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racines  étant  comprise  entre  i  et  ' ,  et  l'autre  entre  y  et  2  , 

si  Ton  pose  x  =  i  h — ,  l'inconnue  y  aura  seulement  deux 

valeurs  positives.  Tune  plus  grande  que  2  ,  l'autre  comprise 
entre  i  et  2.  L*équation  qui  résulte  de  la  substitution  de 

I  -h  -  à  la  place  de  .r  est  y'  —  4.x'-l-3j^+i  =  0'  En  faisant 

j-  =  I ,  on  a  un  résultat  positif;  j^  =  2  donne  un  résultat 
négatif,  et  y  =  3  donne  un  résultat  positif;  ainsi  la  par- 
tic  entière  de  la  plus  grande  valeur  de  j'  est  2.  En  posant 

y=a-l--»etj^=i-i--9  on  obtiendra  deux  transformées 

qui  auront  chacune  une  seule  racine  plus  grande  que  Tunité. 

453.  Lorsqu'on  calcule  une  racine  par  la  méthode  de 
Lagrange,  on  peut  obtenir  une  fraction  continue  pério* 
dique.  Cette  racine  est  alors  une  quantité  de  la  forme 

il  -4-  v^i,  qu'on  détermine  au  moyen  d'une  équation  du 
second  degré  (n*"  254).  Soit  x*  -h  ;;x-  -f-  9  =  o  cette  équa- 
tion du  second  degré,  et  soit  y(x)  =  o  l'équation  pro- 
posée. Si  les  coefficients  de  l'équation ^(j:)  =  0  sont  ration- 
nels, sou  premier  membre  sera  exactement  divisible  par 
j:'  '■\-  px -h  9.  En  eftet,  on  peut  effectuer  la  division  jus- 
qu'à ce  que  le  reste  ne  contienne  x  qu'au  premier  degré. 
Soit  Mx  -h  N  le  reste ,  et  soit^Q  le  quotient;  on  aura 

/{jc)  =  (jc'  -f-/^.r  -<-  7)  Q  -H  Mo:  -h  N. 

Si  l'on  remplace  x  dans  les  deux  membres  de  cette  égalité 

para  -+-  y^ï,  le  premier  membre  sera  zéro,  (x*-hpx-hç)  Q 
sera  aussi  zéro;  par  conséquent  Mx-h  N  devra  être  aussi 
zéro.  Or  il  faut ,  pour  cela ,  que  Ton  ait  M  =  o ,  N  =  o  ; 
autrement,  comme  M  et  jN  sont  des  quantités  rationnelles, 
on  aurait  une  quantité  rationnelle  égale  à  une  quantité  irra- 
tionnelle, ce  qui  est  impossible:  J(.r)  est  donc  divisible 
par  X-  -h  px  -h  7. 
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Il  sait  Je  là  que,  lorsque  Tod  trouve  une  suite  de  quo- 
tients incomplets  qui  se  reproduisent  dans  le  même  ordre, 
pour  s'assurer  si  la  fa  ci  ne  est  n*ellement  exprimée  par  une 
fraction  (*outiniie  périodique,  il  faut  former  Téquation  du 
second  degré  ([ui  donnerait  la  valeur  de  cette  fraction  con- 
tinue périodique,  et  voir  si  le  premier  membre  est  un  divi- 
seur du  premier  membre  de  Téquation  pi*oposée.  Si  U 
division  se  fait  exactement,  on  connaîtra  deux  racines  de 
l'équalion,  et  la  recherche  des  autres  racines  ne  dépendra 
c[ue  d'une  éijuation  d'un  degré  moindre  de  deux  unités  (*). 

-I5i.  Si  Ton  n'a  pas  supprimé  les  racines  commensu- 
rables,  on  pourra  les  obtenir  par  la  méthode  de  Lagrange: 
elles  seront  expriméïîs  par  des  fractions  continues  termi- 
nées: mais,  tant  que  Ton  n\'st  pas  parvenu  à  une  transfor- 
mée qui  admet  une  racine  entière,  on  ne  peut  pas  rtre 
assuré  que  la  fraction  conlinui»  ne  st»  prolongera  pas  indé- 
(iniment.  La  méthode  de  iNewlon  donnerait  également  !(*$ 
racines  eommensurables;  elles  seraient  exprimées  par  des 
fractions  décimales  terminées  ou  périodiques.  Mais  si  l'on 
devait  parvenir  à  une  fraction  décimale  périodique\  les 
calculs  ne  pourraient  que  faire  soupçonner  la  périodicité: 
rt  pour  le\er  lincertitude,  il  faudrait  substituer  dans 
rcY[uatic)n  la  fraction  ordinain*  rqiii>alenle  à  la  fraction 
périodique. 

-it^o.    Kn   combinant    la    méthode  de  Lagrange  aviv  le 
théorème  de  .M.  Slurm,  on  peut  calculer  toutes  les  racines 


(  *  )  On  pourrait  penser  que,  lorsqu'on  d(»il  obtenir  une  fraction  conlinirf 
périodique,  on  parvieiulra,  aprt's  un  certain  nombre  iroprrations,  à  une  tran>- 
formée  identique  arec  Tuno  des  pvvcvdenln.  Mais  il  n'en  est  pa«  ainsi," 
l«'S  tran8formée»«  >ucce>siv«s  sont  toujours  ditVt^rontcs.  Colle  propriété d^ 
transformée*  se  oonclut  do  colle  que  M.  \  incont  a  dtniontn-o  dan-  ^ 
Mûmoire  cilo  ù  la  paf.o  ^7'i,  et  «loin  r.iul«'ura  tiré,  pour  l'emploi  de  h 
méthoilo  de  Newiou  ,  dos  ri'-'.los  qui  cindiiisont  au  m^uic  but  que  colle*  q"» 
■jtii  et»'  oxpliqucos  liaiiS  lo  rj"  \^it. 
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crime  équalioii  qui  ont  la  même  partie  entière,  sans  faire 
subir  à  ces  racines  aucune  transformation. 

Supposons  que  a  et  ^  +  1  soient  deux  nombres  qui  com- 
prennent plusieurs  racines.  On  fera,  selon  la  méthode  de 

Lagrangc,  x  =  a  H —  ;  mais  au  lieu  de  se  borner  à  subsli- 

y 

tuer  a  H —  à  }a  place  de xdans  Téquation  proposée,  que  nous 

représenterons  par  V  =  o ,  on  fera  en  outre  la  même  sub- 
stitution dans  les  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 
^1»  Vj,  V5,  etc.,  en  s'arrêtant  à  la  première  fonction  qui 
garde  le  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Si  Ton  sul)- 
"  stitue  alors  dans  les  fonctions  résultantes  en  y  les  nombres 
entiers  consécutifs,  la  différence  entre  les  nombres  des 
variations  que  donneront  les  signes  de  ces  fonctions  pour 
deux  nombres  consécutifs  A  et  i  -I-  i  sera  le  nombre  des 
valeurs  de  y  comprises  entre  i  et  A  H-  i.  Car,  puisque  l'on 

aposé.r=flH — >  les  résultats  qu'on  obtient  en  substi- 
tuant pour  y  les  nombres  h  et  i  H-  i ,  sont  ceux  qu'on 

aurait  en  substituant  a  -h  r  et  «  -+-  7 à  la  place  de  x  dans 

h  6  H-  1         ^ 

les  polynômes  primitifs  V,  Vj,  Vj,  etc.  Ainsi  la  différence 

entre  les  deux  nombres  des  variations  que  présentent  les 

signes  de  ces  résultats,  est  égale  au  nombre  des  racines  de 

Téquation  V  =  o  comprises  entre  «-Ht  et  a  -h  7 ^   et 

auxquelles  répondent  autant  de  valeurs  de  y  comprises 
entre  fc  et  /?  -f-  1. 

S'il  y  a  plusieurs  valeurs  dej^  comprises  entre  è  et  i-i- 1 , 

on  posera  j^  =  è  -f-  - ,  et  Ton  remplacerai^  par  h  -\ —  dans 

toutes  le» fonctions  précédentes  en  j  ;  on  substituera  ensuite 
pour  s,  dans  les  nouvelles  fonctions,  les  nombres  entiers 
consécutifs.  Ainsi  de  suite. 


1 
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Quand  une  des  inconnues  successives  j-,  z,  etc.,  n'aura 
qu'une  seule  valeur  comprise  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs ,  on  continuera  les  calculs  pour  celte  valeur,  en 
ne  considérant  plus  que  la  seule  transformée  qui  proviendra 
de  la  fonction  V. 

Comme  on  n'a  besoin  que  de  connaître  les  signes  et  non 
les  valeurs  des  fonctions  de  y  pour  chaque  nombre  sub- 
stitué à  la  place  dej^,  on  pourra  multiplier  ces  fonctions  par 

des  facteurs  positifs.  Ainsi ,  après  avoir  mis  a'\ —  à  la  placv 

de  X  dans  la  fonction  V,  on  pourra  multiplier  la  fonction 
lésultante  par  y*",  ce  qui  revient  à  prendre  immédiatemenl 
pour  cette  fonction  celle  qu'on  obtient  en  opérant  comme 
il  a  été  dit  dans  le  n^  hSKS.  11  en  serait  de  même  dos 
fonctions  transformées  qui  se  déduiraient  des  polynômes 
Vj,  V,,  etc.,  et  de  toutes  les  fonctions  semblables  que  Ton 
aurait  à  considérer  dans  la  suite  des  calculs. 

Quand  on  doit  calculer  avec  une  grande  approximation 
des  racines  qui  sont  très-peu  différen tes,  on  peut  d'abord 
obtenir,  par  les  moyens  que  nous  venons  d'indiquer,  une 
valeur  suffisamment  approchée  de  cîhaque  racine,  puis 
recourir  A  la  méthode  de  Newton ,  pour  avoir  une  valeur 
plus  exacU*. 

EXKMPLK.  r  ■  -H    \\  X^  IO?.X  -f-  l8l  =  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  comprises  entre  ii  et  4»  ^insi, 
en  posant  x  ^=  3  H —  '>  y  ^  deux  valeurs  plus  grandes  que  i  ; 

en  remplaçant  x  par  3  -h  -9  dans  les  fonctions  V,  V,,  V.. 

cît  en  substituant  ensuite  pour  j  les  nombres  i ,  2 ,  3,  4^  *^^^' 
on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y  sont  comprises  entre  4 

'M  5.  Il  faut  alors  poser  1  =4  H — -  et  r  doit  avoir  deux 
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valeurs  plus  grandes  que  i .  L'une  de  ces  valeurs  de  z  est 
comprise  entre  i  et  a,  et  l'autre  entre  2  et  3.  Arrivé  à  ce 
point ,  on  n'a  plus  besoin  de  considérer  les  fonctions  auxi- 
liaires ,  et  Ton  peut  continuer  à  développer  les  deux  racines 
en  fractions  continues ,  comme  nous  l'avons  expliqué  dans 
le  n'^  449. 

Lorsqu'on  a  trouvé  la  valeur  de  chacune  des  deux  racines 
à  moins  de  0,001,  en  calculant  trois  chiffres  de  plus  par  la 
méthode  de  Newton,  on  obtient,  pour  les  valeurs  appro- 
chées de  ces  racines,  2,'2i3i28,  et  3,'«2952i. 


CHAPITRE  QUINZIÈME. 

THKOftlE  DE  L*KLlUU|ATXON  ,  POUR  LA  Ri^OLOTIOlf  DE  DEUX  ÉQUATIOM» 
SIMULTAKÉES,  DE  DKGAÉ  QUELCOMQfTE ,  A  DEUX  INCONNUES.  iqVk- 
TION  AVK  CARRES  DES  DIFFERENCES.   RACINES  IMAGINAIRES. 


.  Sur  Lajornie  des  équations  à  deux  inconnues, 

456.  Lorsqu*unc  équation  contient  deux  inconnues  x 
et  y,  on  peut  l'ordonner  par  rapport  à  l'une  des  inconnues, 
X  par  exemple.  On  la  ramène  ainsi  à  cette  forme  : 

les  coefficients  A ,  B ,  C . . .  H ,  R  étant  des  polynômes  en  j  . 
Pour  que  1  équation  soit  du  degré  m,  il  faut  que  le  coeffi- 
cient A  soit  une  quantité  indépendante  de  y\  que  B  ne 
contienne  aucune  puissance  àey  supérieure  à  la  première; 
que  C  ne  contienne  aucune  puissance  de  j^  supérieure  à  la 
seconde;  ainsi  de  suite;  enfin  que  K  ne  contienne  que  des 
puissances  dey  dont  Texposant  ne  surpasse  pas  m.  On  a  donc 
tous  les  termes  que  l'équation  peut  contenir  en  posant 


De  sorte  que  Féquaiion  générale  du  degré  m  à  deux  incon- 
nues est 

/  A  jr-«  -f-  (A.  -t-  è,  j)  x"'-  -4-  [c.  -4-  r,  /  -h  r,  j«)  .r«-' .  .  . 
En  supposant  m  =  o.  ^  on  obtient  l'équation  générale  du 
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second  degré  à  deux  inconnues 

Comme  une  équation  n'est  pas  altérée  quand  on  divise 
tous  le^  termes  par  un  même  nombre,  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  le  coefficient  de  l'un  des  termes  soitTunité. 
Mais ,  dans  une  équation  générale .  on  doit  donner  à  chaque 
terme  un  coefficient  indéterminé^  car,  si  Ton  supposait, 
par  exemple,  Â  =  i ,  Téquation  (2)  ne  comprendrait  plus  les 
équations  du  degré  m  qui  ne  contiendraient  pas  la  m'^""' 
puissance  de  l'inconnue  x. 

457.  Quand  il  faut  déterminer  les  coefficients  d'une 
équation  générale  à  deux  inconnues  de  manière  à  obtenir 
une  équation  particulière  qui  satisfasse  à  des  conditions 
indiquées,  un  des  coefficients  inconnus  reste  nécessairement 
arbitraire,  et  lorsque  l'on  a  trouvé  les  valeurs  de  tous  les 
autres  coefficients  exprimées  au  moyen  de  ce  coefficient 
arbitraire,  en  mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  générale, 
le  coefficient  arbitraire  est  facteur  dans  tous  les  termes,  et 
on  peut  le  supprimer.  Le  nombre  des  conditions  nécessaires 
pour  déterminer  ainsi  une  équation  du  degré  m  est  inférieur 
d'une  unité  au  nombre  des  coefficients  de  l'équation  (2)  •,  par 
conséquent  il  est 

2  H-  3  -h  4  -H  •••-<-  (/w  -+-  0     ou     ^/w  (w  H-  3). 

Si  Ton  supposait  l'un  des  coefficients  inconnus  égal  à 
Funité,  et  si  Técpation  cherchée  ne  devait  pas  contenir  le 
terme  auquel  ce  coefficient  appartiendrait,  on  ne  pourrait 
pas  trouver  des  valeurs  finies  pour  les  autres  coefficients  : 
et  le  but  du  calcul  ne  pourrait  pas  être  atteint. 
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Observations  préliminaires  sur  la  insolation  de  dem 

équations  à  deux  inconnues. 

iS8.  Pour  résoudre  deux  équations  à  deux  inconnues  x 
ci  y  y  quand  Tune  d  elles  est  du  premier  degré  par  rapport 
à  une  des  inconnues  x^  il  faut  tirer  de  cette  écpution  la 
valeur  de  x  exprimée  en  fonction  de  y  ;  la  substitution  de 
cette  valeur  dans  l'autre  équation  en  fournit  une  qui  ne 
contient  plus  que  j'.  Lorsque  les  valeurs  dey  sont  connues, 
en  les  mettant  successivement  dans  la  valeur  de  x  expri- 
mée en  fonction  de  y^  on  obtient  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X 

Ce  procédé  peut  encore  être  appliqué  lorsque  Tune  des 
équations  n'est  que  du  second  degré  par  rapport  à  x.  On 
déduit  de  cette  tïquation  deux  valeurs  de  x  qui  peuvent 

être  représentées  par  p  -^  ^q  et  p  —  v^,  p  et  y  désignant 
des  fonctions  rationnelles  de  y.  En  substituant  successive- 
ment chacune  de  ces  valeurs  à  la  place  de  x  dans  Tautre 
équation,  on  obtient  deux  équations  eny^  la  résolution  de 
ces  deux  équations  donne  toutes  les  valeurs  de  y  qui  con- 
viennent au  système  proposé. 

1 /équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  /;  -f-  yV/  à  U 
place  (le  .r,  dans  la  secondes  équation  du  système  proptw. 
est  (le  la  forme 

(i)  P-^Qv/7  =  o, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  >  . 

L'équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  p  —  y^  ne 
dilïère  de  la  précédente  que  par  \r  signe  de  la  partie  irra- 
tionnelle, de  sorte  qn Vllt»  (\st 

(2)  P  —  Q  s/q  =  o. 

Kn   ninllipliant  ces  <V(uation.s   membre  à    membre.  ui\ 
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obtient  une  équation  délivrée  de  radicaux , 

(P-4-QV^)(P— Qv^)  =  o,     ou     P»  — Q»^  =  o. 

Pour  avoir  toutes  les  valeurs  de  y  qui  vérifient  les  deux 
premières  équations,  il  suffit  évidemment  de  ï^soudre  la 
troisième.  Cette  dernière  équation  peut  d'ailleurs  se  déduire 
immédiatement  de  Tune  ou  de  l'autre  des  équations  (  i)  et  (2)  ^ 
car,  si  dans  chacune  de  ces  équations  on  fait  passer  la  partie 
irrationnelle  dans  le  second  ïnembre,  en  élevant  ensuite 
les  deux  membres  au  carré,  on  a 

P'=rQ>y,     d'où     P'  — Q>7  =  o. 

• 

Quand  on  connaît  les  valeurs  dey,  on  obtient  les  valeurs 
de  X  au  moyen  d'un  principe  qui  sera  exposé  ci-après. 

• 
459.  Lorsque  les  premiers  membres  des  équations  pro- 
posées peuvent  être  décomposés  en  facteurs  rationnels  par 
rapport  aux  inconnues ,  la  résolution  du  système  des  deux 
équations  se  ramène  à  la  résolution  de  plusieurs  systèmes 
plus  simples.  Représentons,  par  exemple,  les  deux  équa- 
tions par  M=o,  N==o,  et  supposons  que  Ton  ait  M=UU'l]", 
N  =  VV,  en  désignant  par  U,  U',  U",  V,  V,  des  facteurs 
rationnels  par  rapport  aux  inconnues  x  .et  y,  U  est  clair 
qu'on  obtiendra  toutes  les  solutions  du  système  M  =r  o , 
N  =  o ,  en  cherchant  celles  des  différents  systèmes , 

U"=o 
V'=o.        . 

Si  les  premiers  membres  des  deux  équations  ont  un  fac- 
teur commun,  le  système  proposé  est  vérifié  par  tous  les 
couples  de  valeurs  des  inconnues  qui  réduisent  ce  facteur 
à  zéro,  ce  qui  fournit  un  nombre  illimité  de  solutions. 
Quand  le  facteur  commun  ne  contient  que  o:,  en  1  égalant 
à  zéro,  on  a  une  équation  qui  détermine  un  nombre  limité 
5*  rdit,  32 


U  =  o 

U  =0 

U'  =  o 

U'  =  b 

U"=o 

V  =0 

V'  =  o 

V  —0 

V'  =  o 

V   —0 
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(le  valeurs  de  x^  auxquelles  on  peut  joindre  des  valeui-s  quel- 
conques dey.  Quand  le  facteur  commun  ne  contient  que  > . 
on  en  déduit,  au  contraire,  des  valeurs  déterminées  de>. 
auxquelles  on  peut  joindre  des  valeurs  quelconques  de  x. 
Enfin,  quand  le  facteur  commun  est  dépendant  à  la  foi< 
de  X  et  de  j',  il  en  résulte  une  équation  dans  laquelle  unf 
des  inconnues  peut  recevoir  des  valeurs  arbitraires  qui 
déterminent  celles  de  l'autre  inconnue, 

460.  Soient  les  deux  équations 

{y-  —  i)  j:'  —  (2/^  —  2j)  X  -f- r*  —  2  r*  H-  I  =  o, 

\  J'*  — 3j-4-  2)  j:^— r*—  3/' H-  77' -f-  i5.r  —  i8  =  o. 

En  effectuant  les  calculs  nécessaires  pour  trouver  le  plu- 
grand  commun  diviseur  des  multiplicateurs  des  di verso 
puissances  de  x  et  de  la  partie  indépendante  de  .r,  dans  la 
première  équation ,  ou  reconnaît  que  ces  quantités  sont  di\i- 
sibles  par  y' — i,  ou  [j — i)  (} -hi)^  et  le  quotient  du  pre- 
mier membre  de  Téquation  par  j)^* — i  est  .r' — 2yx-hY^ — i. 
On  voit,  de  la  même  manière,  que  le  premier  membre  de  h 
seconde  équation  est  divisible  par  le  trinôme  j^* — 'iy-^j^ 
qui  équivaut  à  (r — i)  (y  —  2),  et  le  quotient  est 
X*  — j*  —  6jr  —  9.  Les  équations  proposées  peuvent  dont 
s'écrire  ainsi  : 

(r  —  i)(rH-0('^'  — 2jx-f-7'  —  i),=  o, 
(r  — 0(r  — 2i)f.r'—  r'  — 6r— 9)=:o. 

On  satisfait  a  ces  équations  en  posant  y  =  i  avec  des  valeurs 
quelconques  de  x;  et  on  obtiendra  les  autres  solutions  an 
moyen  des  trois  systèmes  : 

1".     j-f-i=o,      a:^— j'  — 6.r  —  9  =  0; 

a".     X   —  2=0,      -i*'  —  2yx  -f-  >■'  —  I  =r  o  ; 

3^.     X-  —  2.>jr  -f- ^'  _  1  =  o ,      X-  — ^  '  —  6j  —  9  =  0. 
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Le  premier  système  donne  les  deux  couples  )  == — i, 
r  =  2  ;  y  =  —  i ,  x  =  —  2 . 

Le  deuxiènle  système   donne   les   deux  couples  y  =  1. 

Le  troisième  système  a  été  résolu  précédemment  (n^*  195). 
Soient  encore  les  équations 

.r*  —  y*  —  3  jrr  -+-  3^-  =  o ,         , 
Sx-  —  7. xr  —  y-  =z  o, 

La  première  équation  peut  s'écrire  ainsi 

.r  —  y)  [.t'  -+■  xy  -^  y'  —  3  y)  =  o. 

La  seconde  équation  r(;vi(*nt  à 

2jr'  —  2xr  -h  -r-  —  r^  =  o,      ou     (x  — y)  (3.r  -h/)  =  o. 

On  satisfera  donc  aux  deux  équations  en  posant  x — y=^o^ 
ce  qui  donne  un  nombre  illimité  de  solutions. 

Pour  obtenir  les  autres  solutions,   il  faut  résoudre  le 

système 

j:'  -+-  x/  -h  y^  —  3/  =  o ,      3  -c  H-  /  =  o  ; 

on  en  déduit  le  couple  ,r  =  o,  /  =  o ,  qui  était  déjà  compris 
paraii  les  solutions  de  l'équation  x  —  y  =  o^  et  le  couple 

Méthode  générale  pour  la  résolution  de  deux  équations 
numériques  à  deux  inconnues. 

461.  Considérons  deux  équations  de  degré  quelconque  à 
deux  inconnues  x  ei  y.  Soit  x=  a,  j^  =  6,  une  solution 
commune  à  ces  deux  équations.  Si ,  au  lieu  de  substituer 
simultanément  a  à  la  place  de  .r ,  et  o  à  la  place  de  y^  on 
substitue  seiJement  S  à  la  place  de  r,  il  en  résultera  deux 
^SP^tions  qui  ne  contiendront  plus  que  l'inconnue  j?,  et  ces 
équations  devront  être  vérifiées  par  la  valeur  x  =  a;  or. 


•>_ 
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pour  cela,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  les  premiers 
membres  aient  un  commun  diviseur  contenant  le  facteur 
X  —  a.  Ainsi: 

Deux  équations  à  deux  inconnues  étant  données,  pour 
quune  valeur  attribuée  à  Vune  des  inconnues  y  contienne 
à  ces  équationSy  il  faut  que^  si  Von  substitue  cette  valeur 
dans  les  équations,  les  premiers  membres  acquièrent,  par 
cette  substitution ,  un  commun  diuiseur  Jonction  de  Vautre 
inconnue  x.  Réciproquement,  si,  après  la  substitution 
d'une  valeur  de  y,  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions ont  un  commun  dii^iseur  fonction  de  x ,  cette  valeur 
de  y  convient  aux  équations^  et  en  égalant  le  commun 
diidseur  à  zéro ,  on  obtient  une  équation  dont  les  racines 
sont  les  Videurs  correspondantes  de  l'autre  inconnue  x. 

462.  Cette  proposition  donne  lieu  de  penser  qu^on  poiirra 
trouver  les  solutions  communes  de  deux  équations,  en  appli- 
quant aux  premiers  membres  les  mêmes  calculs  que  si  Ion 
voulait  obtenir  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Représentons  les  deux  équations  par  A  =  o ,  B  =  o. 
Supposons  que  le  degré  de  B,  par  rapport  à  x,  ne  surpassa 
pas  celui  de  A.  Soit  Q  le  quotient  de  la  division  de  A  par 
B,  en  continuant  l'opération  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  un 
reste  de  degré  moindre  que  B  par  rapport  à  x;  nommons  R 
ce  reste,  et  considérons  d'abord  le  cas  où  la  division  peut 
être  efTectuéc  sans  que  le  quotient  contienne  des  dénomi* 
nateurs  en  /,  et  sans  qu'on  soit  forcé  de  recourir  à  aucune 
préparation  pour  que  cette  condition  soit  remplie.  On  aura 

A  r=  BQ  -4-  R. 

D'après  cette  égalité ,  toutes  les  valeurs  des  inconnues  qui 
donneront  A  =  o ,  B  =  o ,  devront  donner  aussi  R  =  o. 
puisque  le  quotient  Q  ne  peut  pas  devenir  infini  pour  drs 
valeurs  finies  de  x  et  de  j.  Par  la  même  raison ,  toutes  les 
valeurs  qui  donneront  B  =  o  et  R  =  o  donneront  aussi 
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Â  =  o.  On  pourra  donc  remplacer  le  système  des  équations 
A  =  o ,  8  =  0,  par  le  système  B  =  o ,  R  =  o ,  lequel  est 
plus  simple  que  le  précédent ,  en  ce  que  R  est  d'un  degré 
moins  élevé  que  B  par  rapport  à  x. 

La  même  conclusion  n'aurait  plus  lieu  si  le  quotient  Q 
contenait  des  dénominateurs  en  7,  car  alors  il  pourrait  se 
faire  que  Â  et  B  étant  réduits  à  zéro ,  Q  devint  infini  j  dans 
ce  cas  le  terme  B  X  Q  pourrait  avoir  une  valeur  différente 
de  zéro  ;  par  conséquent ,  R  pourrait  ne  pas  être  nul. 

Supposons  que ,  pour  eiTectuer  la  division  de  A  par  B , 
sans  que^  entre  en  dénominateur  dans  le  quotient,  il  soit 
nécessaire  de  multiplier  d'abord  le  polynôme  A  par  un  fac- 
teur contenant  y.  Nommons  c  ce  facteur,  et  représentons* 
encore  par  Q  le  quotient  qu'on  obtiendra  après  cette  pré- 
paration ,  et  par  R  le  reste ,  on  aura 

rA  =  BQ-+-R. 

Cette  égalité  prouve  que  les  solutions  des  équations  B  ==  o , 
R  =  o,  sont  les  mêmes  que  celles  des  équations  c  A  =  o, 
B  =  o.  Or  ce  dernier  système  est  vérifié  lorsqu'on  a  en 
même  temps  A  =  oetB=:o,  ou  c=±o  etB  =  o.  Quand 
les  solutions  de  chacun  de  ces  deux  systèmes  différent  toutes 
de  celles  de  Tautre  système ,  elles  doivent  être  toutes  don- 
nées par  les  équations  B  =  o ,  R  =  o.  Quand  les  deux  sys- 
tèmes ont  des  solutions  communes ,  on  ne  peut  plus  affirmer 
qu'il  en  sera  de  même,  parce  qu'il  faudrait  pouvoir  juger 
si  les  solutions  communes  seront  données  plusieurs  fois  par 
les  équations  B  =  o ,  R  =  o.  Mais ,  dans  tous  les  cas ,  si  Ton 
calcule  toutes  les  solutions  distinctes  du  dernier  système, 
et  si  l'on  en  retranche  toutes  les  solutions  de  c=o,  B  =  o, 
qui  ne  satisferont  pas  à  A  =  o ,  on  sera  assuré  d'avoir  toutes 
les  solutions  distinctes  de  A  =  o  et  B  =  o ,  et  de  ne  pas 
avoir  de  solutions  étrangères. 

On  opérera  sur  les  équations  B  =  o  et  R  =  o  de  la  même 
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manière  que  sur  les  équations  A  =  o  et  B  =  o.  On  obtien- 
dra ainsi  un  nouveau  système  formé  de  Téquation  R  =o. 
et  d*une  autre  équation  de  degré  moindre  par  rapport  à  x. 
Ce  système  admettra  toutes  les  solutions  du  système  B  =  o. 
R  =  o ,  et  il  pourra  en  admettre  d'autres. 

En  continuant  ainsi ,  on  parviendra  toujours  à  an  sys- 
tème de  deux  équations  dont  Tune  ne  contiendra  plus  x: 
et  en  déterminant  toutes  les  solutions  de  ce  dernier  système. 
on  aura  toutes  les  solutions  du  système  proposé,  et,  en 
outre,  celles  qui  auront  été  introduites  par  les  préparation^ 
qu'on  aura  fait  subir  aux  dividendes  successifs. 

463.  S'il  existe  dans  les  premiers  membres  des  équations 
proposées  des  facteurs  qui  ne  dépendent  que  de  y,  on  devra 
les  supprimer,  afin  de  simplifier  les  calculs  ^  et  parce  qu^* 
ceux  qui  se  trouveraient  dans  le  diviseur  et  qu'il  sérail 
nécessaire  d'introduire  dans  le  dividende,  donneraient  lieu 
à  des  solutions  étrangères  qui  comprendraient  des  valeur^ 
indéterminées  de  x.  On  supprimera  ainsi  des  solutions; 
mais  on  pourra  en  tenir  compte  suivant  ce  qui  a  été  dit 
dans  le  n"  459.  On  devra  supprimer  pareillement  dans  li> 
restes  successifs  les  facteurs  qui  ne  dépendront  que  dey^  eu 
tenant  compte  des  solutions  qui  en  résulteront. 

464.  M.  L\BATiE,  et,  après  lui,  M.  Sarrtjs,  professeur 
à  la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg,  ont  démontre 
qu'on  peut  écarter  les  solutions  étrangères,  sans  résoudn* 
les  systèmes  dans  lesquels  elles  sont  contenues,  et  sana 
avoir  à  soumettre  ces  solutions  à  des  vérifications  qui 
seraient  le  plus  souvent  tout  à  fait  impraticables.  La  démons- 
tration que  nous  allons  faire  connaître  est  celle  de 
M.  Sarrus;  mais  la  proposition  qui  en  résulte  n'est  pas 
différente  de  celle  de  M.  Labatie. 

465.  Supposons  que  A  et  B  représentent  les  quotient> 
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que  Ton  obtient  en  divisant  les  prcmiiTs  membres  des 
équations  proposées  par  tous  c!eux  de  leurs  facteurs  qui  ne 
dépendent  que  de  y* 

Soit  c  le  facteur  par  lequel  il  faut  multiplier  A  pour 
effectuer  la  division  par  B  ;  représentons  par  if  le  quotient , 
et  par  Rr  le  reste,  /'désignant  le  produit  des  facteurs  de  ce 
reste  qui  ne  dépendent  que  de  >'.  Soit  Ci  le  facteur  par  lequel 
il  faut  multiplier  B  pour  (effectuer  la  division  par  R  ;  ri*pi'é~ 
sentons  par  Çt  I^  quotient  et  par  Rj  t\  le  reste,  Ti  désignant 
le  produit  des  facteurs  de  ce  reste  qui  ne  dépendent  que 
de  y.  Ainsi  de  suite.  Enfin  supposons,  pour  fixer  les  idées , 
qu  n  la  quatrième  division  on  ait  un  reste  indépendant  de  jr, 
et  désignons  ce  reste  par  /'».  On  aura  les  égalités 

c  A   =  Bv     -f-  Rr, 
r,B   =R7,  -t-  R,r,, 

1 0 

jCjR    =:  R.i/ï-h  Rjr,, 
[  r,R,  =  R,<7,  -h  r,. 

Soient  d  le  plus  grand  commun  divist»ur  de  c  et  de  r, 

di  celui  de  — ^  et  de  /,,  d^  celui  de  -^  et  de  /'j ,  d^  celui  de 
a  ddy 


rc.CiC 


—  et  de  /'s.  ^lous  allons  prouver  qu'on  obtiendra  toutes 


dfi,  d^ 

les  solutions  du  système  A  =*o,  B  =  o,  sans  aucune  solu- 

lion  étrangère,  en  résolvant  les  systèmes  ci -après  : 


l^) 


LB  =  oJ     Lr=oJ     Lî^.  =  oJ     Lr.=oJ 


Pour  établir  cette  proposition,  nous  prouverons  d'abord 
qiuî  les  solutions  des  systèmes  (2)  conviennent  toutes  aux 
équations  A  =  o,  B  =  o ;  nous  ferons  voir  ensuite  que  les 
solutions  du  système  A  =  o,  B  =  o  ,  sont  toutes  vomprîses 
parmi  celles  des  systèmes  (2). 
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En  divisant  par  d  les  deux  membres  de  la  première  éga- 
lité (i),  on  obtient 

^  est  entier:  car  c  et  r  sont  divisibles  par  d,  donc  jB  est 

a 

divisible  par  J;  mais  B,  par  bypotbèse,  est  premier  avec  d\ 
donc  ddiyiseg. 

D'après  Tégalité  (3) ,  les  valeurs  de  x  et  y  qui  satisfont 

aux  équations  B  =  o ,  -  =  o ,  annulent  -  A  ;  or  -  et  -  sont 

premiers  entre  eux;  donc  ces  valeurs  satisfont  à  l'équation 
A  =  o.  Par  conséquent,  i*^  toutes  les  solutions  du  système 

B  =  o ,  -  :=  o ,  conv^iennent  au  système  A  =  o ,  B  =  o. 

Pour  avoir  une  relation  entre  A,  R  et  -^»  on  multiplie 

l'égalité  (3)  par  Cj ,  et  Ton  remplace,  dans  celle  qui  en 
résulte,  e^B  par  le  second  membre  de  la  deuxième  ^- 
lité  (i);  ce  qui  donne 

La  quantité  - —  est  entière ,  puisque  r  et  q  sont  divi- 

sibles par  d\  de  plus,  cette  quantité  est  divisible  par  dx\ 

CCi 

car  rfj  divise  —  et  r,,  et  il  est  premier  avec  R.  Divisant  les 
deux  membres  de  l'égalité  ci-dessus  par  ^i,  et  posant,  pour 
abréger,  ^=r  M  et  -^^^1^  =:  Mj ,  il  vient 

d  aflf 

(4)  ^A  =  M,R-i-MR.^. 

fia,  (i, 


l  «•! 


Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R  et  -^5  on  multipi" 

fi, 
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d'abord  la  deuxième  égalité   (i)   par  -9    ce   qui  donne 

^B=-^R-4--Ri/*i.  Puisque  -^  et  r,  sont  divisibles  par 

^1,  il  faut  que  d^  divise  aussi  -^  R;  or  rft  est  premier  avec 

R,  donc  d^  divise  -^«  Divisant  tous  les  termes  par  r/i,  et 

posant,  pour  abréger,  -  =  N,  ^  =  Ni,  il  vient 

(5)  -^BzziN.R-f-NR.^- 

art,  «1 

D'après  les  égalités  (4)  et  (5) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 
iej^  qui  réduisent  à  zéro  les  polynômes  R  et  j-»  annulent 

.    CCx     .  CC\   -.^  CCx  fx  m 

aussi  -TT  A  et  — ,  n;  or  -TT  et  -v  sont  premiers  entre  eux; 
«a,  €iax  ddx        «1 

par  conséquent,  0?  toutes  les  solutions  du  système  R  =  o , 
•^  =  O ,  corn^i'ennent  au  système  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

On  obtient  une  relation  entre  A,  Ri  et  -f  en  mnlti- 

pliant  (4)  par  c, ,  et  remplaçant  C|R  par  le  second  membre 
le  la  troisième  égalité  (i).  On  trouve  ainsi 

—'  A  =  R,  (m, q,  -h  Mr,  j\  -f-  M,R,r,. 

Par  hypothèse,  rfj  divise  le  premier  membre  de  cette  éga- 
lité ,  ainsi  que  r,  ;  il  doit  donc  diviser  Ri  (  Mj  y,  -f-  Me,  ~  )  ; 

or  Ri  et  df  sont  premiers  entre  eux  :  donc  //,  divise  le  mul- 
tiplicateur de  Rj.  Désignant  le  quotient  par  M, ,  il  vient 

6;  fÎL^lAr^M^R.-^M.R.T- 

futx  d-i  (L 

En  multipliant  (5)  par  Cm ,  et  remplaçant  ensuite  c,  R  par 
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le  second  membre  de  la  troisième  égalité  (i) ,  il  vient 


''''''■=  B  =  R.  (n.y,  4-  ^c,  ^  )  +  N,R,r,. 


riri,    ^ ^'V''-'-    '    ''^'d, 


Ou  démontrerait  comme  ci -dessus  que  le  multiplicateur 
de  Ri  est  divisible  par  r/,  ;  cl  en  représentant  le  quotient 
par  N,,  on  trouve 

D'après  les  égalités  (6)  et  (7) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 

■• 
dej^  qui  réduisent  les  polynômes  Ri  et  -^  à  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  ;  or  -~f-^, 

et  y  sont  premiers,  entre  eux;  par  conséquent,  3'*  toutes 

les  solutions  du  système  Rj  =  o,  —  =  o,  com^icnnent  au 
système  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

On  obtient  une  relation  entre  A,  Ri  et  -^  en  multi- 

pliant  (6)  par  c» ,  et  remplaçant  63 Ri  par  le  second  membre 
de  la  quatrième  égalité  (1).  On  trouve  ainsi 

^^'X  =  R,  (u,g,  +  ^.M,  5^  )  4-  M,/-,. 

Divisant  les  deux  membres  par  //s ,  et  désignant  par  M,  le 

quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  Mj^s-f-^TaMi  — 
par  di ,  il  vient 

Pour  avoir  une  relation  entre  B,  R,  et  ^5  on  multi- 
plie  (7)  par  C'a ,.cl  Ton  remplace  c^  Ri  par  le  second  membre 
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de  la  quatrième  égalité  (1) ,  ce  qui  donne 


CCi  Cj  Ci 


^  B  =  R,  hi,q,  -h  C3N.  j\  H-  N,r,. 


dd,  d. 

Divisant  les  deux  membres  par  J^ ,  et  désignant  par  N3  le 

quotient  de  la  division  du  polynôme  entier  Nj^s  -h  c,]N'i  — 
par  d^ ,  il  vient 

D'après  les  égalités  (8)  et  (9) ,  toutes  les  valeurs  de  x  et 
de  y  qui  réduisent  les  polynômes  R,  et  ^  à  zéro,  annulent 

aussi  les  premiers  membres  de  ces  équations:  or    ,~r^- 

'  ddxd^ds 

et  -^  sont  premiers  entre  eux  5  par  conséquent,  4^  toutes  les 

»• 
solutions  du  système  R,  =  o ,  ^  =  o ,  con\fiennent  au  sys- 

•I 

tème  proposé  A  =  o ,  B  =  o. 

U  reste  encore  à  prouver  qu'un  système  quelconque  de 
valeurs  qui  satisfont  aux  équations  A  =  o,  B  =  o,  fait  partir 
des  systèmes  de  valeurs  que  fournissent  les  équations  (2) . 

Pour  former  les  relations  qui  démontrent  cette  second(* 
partie  du  théorème,  remplaçons  d'abord  dans  légalité  (3) 

~j  par  N  et  ^par  M  ;  il  viendra ,  en  transposant  le  terme  MB , 

(10)  ÎNA  — MB=iR^. 

d 

Eliminons  maintenant  R  entre  les  égalités  (4)  et  (5).  Ou 
pourrait  effectuer  cette  élimination  en  retranchant  les  deux 
égalités  Tune  de  l'autre ,  après  avoir  multiplié  la  première 
par  Ni,  la  seconde  par  Mi,  et  en  ayant  égard  aux  valeurs 
ci-dessus  de  Ni  et  de  Mi  ;  mais  les  calculs  sont  plus  simples 
en  multipliant  (4)  par  B  et  (5)  par  A.  On  trouve  alors,  en 
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« 

retranchant  Tune  de  l'autre  les  deux  égalités  résiiluntes , 

(M,B  — NiA)R-|-(MB  — NA)Ri  ^  =  o.    Remplaçant 

MB  —  NA  par  —  R  ^^  et  supprimant  le  facteur  R ,  il  vient 
(il)  N,A  — M,B  =  -R.^^• 

Afin  d'éliminer  Ri  entre  (6)  et  (7) ,  on  multiplie  (6)  par  B 
et  (7)  par  A ,  puis  on  retranche  l'une  de  l'autre  les  égalités 
résultantes  ;  ce  qui  donne 

(M,B  -  N,A)R,  -h  (M.B  —  N,  A)R,  ^  =  o. 

Remplaçant  Mi  B  —  N 1 A  par  R,  ^  ^  7  et  suppriman  t  le  fac- 
teur Ri ,  il  vient 
(..)  N,A_M.B  =  R.:5-J 

On  parvient  de  la  même  manière  à  l'égalité 
(.3)  N,A-M,B=-J^j;^J. 

D'après  l'égalité  (i3),  tout  système  de  valeurs  de  x  ei 
de  j^  qui  donnera  A  =  o  et  B  =  o ,  devra  aussi  satisfaire  » 

l'équation  ^Q-'^-'t^  =  «,  ce  qui  exige  que  l'un  des  fac- 

teurs~7  ~9  etc.,  devienne  nul-,  d'où  il  suit  que  les  éqiia- 
a    df 

W  t^  f  f 

tions  -  =  o,  — =0,  —  =  0,  -f  =  o,  donnent  toutes  les 

d  dx  r/,  flj 

bonnes  valeurs  àej. 

Cela  posé ,  soit  a;  =  a ,  y  =  6 ,  un  système  de  bonnes 
valeurs  des  équations  A  =  o ,  B  =  o. 

Si  la  valeur  y  =  6  est  une  racine  de  l'équation  -  =  o,  il 
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est  clair  que  le  couple  x  =  a ,  ^  =  6 ,  sera  une  solution  du 

système  B  =  o ,  -)=^o. 

Si  la  valeur  j^  =  6  ne  vérifie  point  l'équation  -  =  o,  et 

qu'elle  soit  une  racine  de  l'équation  ^=  o ,  on  voit  par 

l'égalité  (lo)  que  le  couple  x  =  ol\  y=i  &  ^  donnera  R  =  o  ; 

par  conséquent,  il  sera  une  solution  du  système  R  =  o, 

/•i 
-=o. 

Si  la  valeur  j^  =  6  ne  vérifie  ni  l'équation  -3=0,  ni 

Téquation  ^  =  0,  et  qu'elle  soit  une  racine  de  Féquation 

-^  =  o,  on  voit  par  l'égalité  (11)  que  le  couple  x  =  à,  j^=  6, 
«2 

donnera  Ri  =  0^  par  conséquent,  il  sera  une  solution  du 
système  R,  =  o,  -^  =  o. 

Si  la  valeur  y  =  6  ne  vérifie  aucune  des  équations  -  =  o , 

~  =  o,  -^  =  0,  et  qu'elle  soit  une  racine  de  l'équation 

-^  =  O ,  on  voit  par  l'égalité  (12)  que  le  couple  a: = a ,  v  =  6, 

donnera  Ri  =  o;  par  conséquent,  il  sera  une  solution  du 

système  R,  =  o ,  ^  =  o. 

Donc  tous  les  systèmes  de  valeurs  iquî  satisfont  aux  équa- 
tions A  =  o,  B  =  0,  font  partie  des  systèmes  de  valeurs 
que  fournissent  les  équations  (2). 

L'équation  j'd"*^'^  =  ^'  ^^  donne  toutes  les  bonnes 
valeurs  de  j,  est  appelée  équation  finale  en  7. 
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EXEMPLE    l. 

jL'i  4-  ^jrx-  -+-  (3  r'  —  r  -H  I  )  X  -H  r ••  —  ^^  -h  2  j'  =  o , 
v^  -h  lyx  -h  j'  —  r  =  o- 

Première  Division. 

x'-l-  2^x  H-y' > 


x"-^  3/x'H-  (3r'— r-i-  «  )  ^  -Hr'— r'H-  v 

a:»— 2/x»— (  ^r '— r)  ^ 


.r-hj 


jjr-  +  (27'  rh  1  )  X  -hj-  —  j»  -H  2 j 
—  r  J-  —  2  j'x  —  j^  -h  j' 


2>- 

Seconde  Dwision. 


—  X-  —  2  jx  I  .r 

Puisque  l^on  n'a  pas  fait  subir  de  préparation  aux  dîvi- 
ilendes,  et  que  Ton  n^a  supprimé  dans  les  restes  aucun  fac- 
teur, on  aura  toutes  les  solutions  du  système  proposé  au 
moyen  des  deux  équations 

ces  équations  donnent  les  deux  couples 

j  =  o,     x  =  o;     et     ^=1,     x  =  —o.. 
l/é([uation  r*  — y  =0  est  Téquation  finale  en  y, 

EXEMPLE    ri. 

x-h  2v.r'-h  \r{y  —  2).r  H-  /-  — 4  =  05 
X-  -\'7.yx  -\-  2/^  —  5,r  -h  2  =  o. 

La  première  division  donne  le  reste  [y  —  2)  t  -h  }  * .j 

ou  [y  —  2)  (.r -f-,r  -h  ?).  On  supprime  le  facteur  y —  2  ,  et 


CHAPITRK  QUINZIÈME  5ii 

Ton  divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par 
.r  -f-j^  -f-  2 ,  ce  qui  conduit  à  un  reste  indépendant  de  x  qui 
est  j*  —  5^  -+•  6.  On  obtiendra  toutes  les  solutions  des 
équations  proposées  en  résolvant  les  deux  systèmes , 

1*.  X  —  2  =:  o ,      j:'  -h  T^yx  -h  2  j-  —  5^*  -»-  2  =  o; 

2°.  y^  —  5 r -4-6  =  0,     .r -h  ^ -4- 2  =:  o. 

Le  premier  système  donne  les  deux  couples  x  =  a ,  x  =  o  ; 
y  z=z  1^  x  =  —  4  ^  et  le  second  système  donne  les  deux 
<*ouples  y  =  a,  X  =  —  4îJ'  =  3,  a:  =  —  5. 

On  obtiendra  l'équation  finale  en  j^  eu  multipliant 
membre  à  membre  les  deux  équations  )'  —  2  =  0  et 
>'  —  5;^' -♦-6  =  0. 

EXEMPLE    III. 

.e—  3jar'-h  3jr'-h  S^'x  —  6jx  —  x — ^*4-  3j'+^ —  3  =  0, 
.r'-h  3/x'—  3a:»-h37'x  — 6rx  — ^-H^^—  ^y'^-^y  -{-  3  =  0. 

Le  reste  de  la  première  division  est  2  (  i-y)  (3ar*-f;j^*-2j-3). 
On  divise  le  premier  membre  de  la  seconde  équation  par 
3a:*-+-j^'  —  ay — 3,  ce  qui  conduit  au  reste  8  [y*  —  ^j)^- 
Enfin ,  en  divisant  3x"  -l-y*  —  27^  —  3  par  x,  on  obtient 
le  reste  j^'  —  ny  —  3.  On  aura  donc  toutes  les  solutions  des 
i^uations  proposées  en  résolvant  les  trois  systèmes 

r 

I °.  y  — 1  =  0,  4r'H-3jj:'- 3x'H-3j'x-6j^a:-x-f-7^-3^'-jH-3=  o; 
2".  y- — 2j  =  o,      Sx^^y"^  —  ^y  —  3=0; 
3°.  y- — 2y  —  3  =  0,     x  =  o. 

Le  premier  système  donne  les  trois  couples  y  =  i^  x=o; 
y=i,x:=2;j=:  i,j:  =  —  2. 

Le  deuxième  système  donne  les  quatre  couples  y  =  o^ 
X  =  i ,  jr=:  o,  X  =  —  i ,  y  =  2,  r  =  i,j  =  2,x  =  — I. 

Le  troisième  système  donne  les  deux  couples  y  =  3 , 
.r  =  o  ^  )'  =.  —  I ,  X  =  o. 
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EXEKPLE    IV. 

y  —  2)x* —  2x-+-5j  —  2  =  0, 
yj? —  5x  4-  4/  =  O. 

Première  Diinsion, 

Pour  effectuer  cette  division,  on  multiplie  d'abord  le 
premier  membre  de  la  première  équation  par  y. 

(^  — 2)  X»  — 2x4-57— 2  jx'  — 5x-H4r 

[y  —  2)  jx»  —  2 jx  -f-  5y'^  —  ^jr  y  —  '^ 

—  (r  —  2)r^'  -f-  (5  j  —  1  o)  X  —  4  7'  -h  87 

(Sj  —  io)xH-j^*-h67 

Seconde  Dwision, 

Pour  effectuer  cette  division,  on  multiplie  d'abord  le 
dividende  par  Zy —  105  et  pour  continuer  Topération,  il 
faut  multiplier  encore  le  reste  par  3 y  —  10. 


j^x'  — 5x4-4/ 
(3/— 10)  jx' — (i5/'  5o)x-M2/*-  ^oy 
- -(r'  +  6^-)x 


(3j^  — io)x4-J-*4-6j 
yx  -  (  y»-|-6/'4- 1 5/-  5o) 


—  (^'4-6^^' 4-  i5y — 5o)  x4- 12/= —  ^oy 

—  (  j*4- )  (3/ — io)x4-367^  —  2407*4- 400 J^ 

4- 4-7*  4- 127*  4- 5 17^  4- 407' — 3007 

7*  4-  1 2/*  4-  87/^  —  aoo/»  4-  1007. 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  aurait  obtenu  le  même  reste, 
si,  au  lieu  de  multiplier  le  dividende  par  Zj — 10,  et 
ensuite  le  premier  reste  par  Zy  —  10 ,  on  avait  multiplié  le 
dividende  par  (3j^  —  ^^Ys  îl  f*^^  donc  diviser  le  reste  en  j^ 
ci-dessus  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  reste  et 
de  y  (3  y —  10)'.  D'ailleurs  on  voit  immédiatement  que  le 
reste  y^  -^  127*  4-  etc.  n'est  pas  divisible  par  3^ —  10. 
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puisque  la  valeur  de  y  qui  annule  Zy  —  i  o  étant  frac- 
tionnaire, elle  ne  peut  pas  rendre  nul  le  polynôme 
y*  -f-  laj*  -♦-  etc.  (n^  409).  Tout  se  réduit  donc  à  diviser 
ce  polynôme  par  /  \  et  Ton  obtiendra  toutes  les  solutions 
des  équations  proposées  au  moyen  des  deux  équations  ci- 
après  : 

(3/  —  io)x  -h  j'  4-  67  =  o, 

j*  -+-  12  j^  -h  87/'  —  200/  H-  100  =  o. 

On  peut  remarquer  que  s'il  n'est  résulté  de  la  multipli- 
cation par  Zy  —  10  aucune  solution  étrangère,  cela  tient  à 
ce  que  Von  ne  peut  pas  satisfaire  en  même  temps  aux  deux 
équations 

3j— 10  =  0,     (3r—  io)j:-|-j'-h6j  =  o, 

puisque,  si  Ton  met  dans  la  seconde  équation  la  valeur  dc'j^ 
tirée  de  la  première,  le  premier  membre  se  réduira  à  un 
nombre. 

L'équation  j*  -h  laj'-h  87^* —  aoojH- 100  =  o  admet 
la  racine  commensurable  y  :=.  \  \  et  en  supprimant  le 
facteur  y  —  i ,  on  obtient  l'équation  du  troisième  degré 
y^  -f-  i3j'*  4-  \ooy  ^  100  =  o  ;  les  racines  de  cette  équation 
sont  incommensurables.  La  valeur  de  x  qui  correspond  à 
;^  =  I  est  a:  =  I  ;  les  autres  solutions  ne  peuvent  s'obtenir 
qu'approxi  ma  ti  vemen  t . 

EXEMPLE    V. 

.4'  —  /'  H-  3  =  o. 

«k 

La  première  division  donne  le  reste  x  +y^  et  la  division 
de  Jtr*  — y^  H-  3  par  x  +y  donne  le  reste  3.  Ce  reste  étant 
numérique,  il  n'existe  point  de  valeurs  des  inconnues  qui 
le  réduisent  à  zéro;  et  comme  on  n^a  supprimé  aucun  fac- 
teur, les  équations  proposées  sont  incompatibles. 

5'  édit,  33 
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Reinarijues  sur  la  méthode  précédente. 

1.  Âfln  (le  justifier   en  général  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  4*  exemple,  sur  la  manière  d'effectuer  les  prépara - 
lions  nécessaires  pour  éviter  les  quotients  fractionnaires, 
désignons  par  A  le  dividende  et  par  B  le  diviseur.  Suppo- 
sons qu'après  avoir  multiplié  Â  par  c ,  on  obtienne  un  quo- 
tient ^  et  un  reste  A'  qui  contienne  x  à  un  plus  haut  degn^ 
que  B;  que  Ton  multiplie  A'  par  un  nouveau  facteur  c\  et 
que  la  division  de  c'A!  par  B  donne  un  quotient  ^'  et  un 
reste  A";  que  l'on  multiplie  A"  par  un  facteur  c",  et  que  la 
division  de  c"h!'  par  B  donne  un  quotient  q"  avec  le  reste 
Rr,  ce  reste  étant  d*un  degré  moindre  que  le  diviseur  pai 
rapport  à  x.  On  aura  les  égalités 

cA  =  Bç  -h  A',     f'A'  =  B/  4-  A",     c"A"  =  By"  -h  Rr. 

Or,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  ^alitr 
par  c'c"^  ceux  de  la  seconde  par  c"^  et  en  ajoutant  ensuite 
les  trois  égalités ,  on  obtient  celle-ci  : 

rr'c"A  =  J^iqc'c"  H-  q' c"  -h  q**)-^  Rr; 

si  dans  cette  dernière  égalité  on  pose  ct'c"  =  C ,  ri 
qc'c" -f-  q'c" -4- <7"  =  Q,  il  vient 

CA=BQ-hRr. 

11  existe  donc  entre  CA ,  B  et  Rr  une  relation  semblable  à 
celle  que  présentent  les  égalités  (i)  (page  5o3). 

11.  Pour  conserver  à  la  démonstration  du  n**  465  toulo 
sa  généralité ,  nous  avons  supposé  que  c  et  r  pouvaient  avoir 
un  facteur  commun;  mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  au  sujet 
de  l'égalité  (3) ,  si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c 

et  de  r,  la  division  de  -A  par  B  donnera  un  quotient  qui 

ne  contiendra  point  de  fractions  ;  par  conséquent,  t*  ne  sera 
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pas  le  facteur  le  plus  simple  par  lequel  il  faudra  multiplier 
Â  pour  effectuer  la  division  par  B.  On  peut  donc  faire  en 
sorte  que  c  soit  premier  avec  r;  et  on  voit  de  même  que, 
si  l'on  a  opéré  convenablement,  Ci  sera  premier  avec  /j, 
Cf  sera  premier  avec  r, ,  c^  sera  premier  avec  r^.  Alors, 

dans  les  systèmes  (2) ,  Téquation  ;}  ==  o  ^^^^  1^  même,  que 
r  =  o  ;  et  Ton  devra  prendre  pour  di  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  c  et  de  r,^  pour  rf,  celui  de  -—  et  de  r,  ^  pour  rf, 

celui  de  -7^  et  de  r^, 

ni.  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x,  que  nous  avons 
désigné  par  T),  est  nul,  le  polynôme  R,  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  polynômes  A  et  6,  et  il  divise  aussi  les 
restes  R  et  R, .  Les  équations  proposées  A  =  o ,  15  =  o,  sont 
alors  vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  Téquation  R,  =:  o , 
et  les  autres  solutions  sont  données  par  les  deux  équations 

A  B 

5-  =  o,  ^-  =  o.  Or,  en  divisant  les  deux  membres  des  égali- 

tés  (  I  )  par  R|,  on  obtient  d'autres  égalités  qui  ne  diffèrent  des 
premières  qu'en  ce  que  les  quantités  A ,  B,  R,  R| ,  R,  sont 

A       R       It      R       R 

remplacées  par  les  quotients  ^->  ^-j  — >  =-^>  ~^oui.  Par 

*  A3      A]      Us      llj      Kj» 

conséquent  on  aura  toutes  les  solutions  du  système  des 

équations  —  =  o,  —  =  o,  en  résolvant  ceux-ci  : 
Rj  Rj 

EXEMPLE    VI. 

je-{-/j:»—  (y^-i-i)x-h/  — x^  =0, 

X-»  —  /x'  —  O»  H-  6/  -+-  9)  X  4-r'  -H  67»  -f-  9/  =  o. 

33. 
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La  première  diTision  conduit  au  reste 

jx»  -h  (3/  H-  4)  JF  —  (^  -h  3  j'  -h  4r)- 

Pour  faire  la  seconde  division ,  on  multiplie  le  dividende 
par  y^  et  Ton  exécute  encore  la  même  préparation  sur  le 
premier  reste  que  Ton  obtient.  On  est  ainsi  conduit  à  un 
reste  du  premier  degré  en  x  qui  peut  se  mettre  sous  cette 

forme 

8(j'H-3r-h2)(x-.^). 

En  divisant  alors  le  reste  du  second  degré  par  x  — y^  on 
obtient  le  quotient j^x  -hj^*  4-  3j^  +  4^  et  le  reste  est  nul. 
On  conclut  de  ces  calculs  que  les  premiers  'membres  des 
équations  proposées  sont  divisibles  par  x  —  y^  de  sorte 
qu'elles  sont  vérifiées  par  toutes  les  solutions  de  Téquation 
indéterminée  x  — y  =  o.  Les  auti'es  solutions  sont  fournies 
par  le  système  des  deux  équations 

j'  -h  3  j  -♦-  2  =  o ,     jx  4-  r»  -h  3^  4-  4  =  o  ; 

d'où  Ton  conclut 

jr=:  —  I,     jr-=4-2,      et     ^  =  —  2,      j?  =  -t-i. 

IV.  Lorsque  le  reste  indépendant  de  x  n'est  pas  nul ,  les 
polynômes  A  et  B  n'ont  aucun  facteur  commun.  Dans  cr 
cas ,  les  équations  A  =  o ,  6  =  0  n'admettent  que  des  solu- 
tions déterminées  pour  chaque  inconnue  ;  car,  dans  chacun 
des  systèmes  (2) ,  l'équation  qui  ne  contient  que  y  donne 
des  valeurs  déterminées  de  cette  inconnue,  et  la  substitu- 
tion de  chaque  valeur  de  j^  dans  l'autre  équation  donne  une 
équation  qui  ne  peut  être  identique,  puisque  les  quantités 
6,  R,  Ri',  R|  n'admettent  point  de  diviseurs  qui  ne  dépen- 
dent que  à^y. 

V.  Soit  Téquation  Gx"  4- Ha*""*  . . .  H-Px-f-Q  =  0, 
les  coefficients  G,  H,. . .,  P,  Q  étant  des  fonctions  d'une 
inconnue  y^  il  pourra  arriver  qu'en  attribuant  à  y  une 
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valeur  S,  on  ait  G  =  o.  Or,  si,  avant  de  faire  j^  =  S,  on 

remplace  dans  Téquation  x  par  -79  elle  devient 

Q  jr  "  H-  Px'»-' .    .  -+-  H  J-'  -h  G. 
Quand  on  a  G  =  o ,  une  des  racines  de  cette  équation  est 
zéro.  Donc,  puisque  x  =  — »  une  des  racines  de  la  pre- 

JC 

mière  équation  est  infinie.  Si  Ton  a  en  même  temps  G=:o  , 
H  =  o  ^  la  seconde  équation  a  deux  racines  nulles  ;  par  con- 
séquent la  première  a  deux  racines  infinies.  En  général , 
on  doit  admettre  que  la  première  équation  a  autant  de 
racines  infinies  correspondantes  à  j^  =  6  qu'il  y  a  de  coeffi- 
cients consécutifs ,  à  partir  du  premier  coefiicientG,  qui 
sont  rendus  nuls  par  cette  valeur  de  y.  Lorsque  Ton  a  deux 
équations  entre  deux  inconnues  x  et  y^  le  système  de  ces 
deux  équations  peut  comporter  des  solutions  communes 
formées  d'une  valeur  finie  de  Tune  des  inconnues ,  et  d'une 
valeur  infinie  de  l'autre  inconnue.  Mais  les  raisonnements 
qui  ont  été  employés  dans  les  n'^''  itët  et  465  ne  sont  pas 
applicables  aux  solutions  infinies,  puisque  l'on  suppose 
que  les  *quotients  ne  peuvent  prendre  que  des  valeurs  finies. 
Quand  on  veut  obtenir  les  solutions  formées  d'une  valeur 
finie  de  y  avec  une  valeur  infinie  de  x,  il  faut  les  déter- 
miner directement;  à  cet  effet,  on  divise  tous  les  termes  de 
chacune  des  équations  par  la  plus  haute  puissance  Aex\  en 
faisant  ensuite  x=  00  ,  on  obtient  deux  équations  qui  ne 
contiennent  que  l'inconnue  j^,  et  il  faut  chercher  les  racines 
communes  à  ces  deux  équations. 

EXEMPLE    VII. 

(7—  i)x»-|- jj:-4-r'—  aj  =  o, 
(7— i)x-+- j  =  o. 

La  division  conduit  au  reste  >'  —  2r  =  o;  ainsi  les  solu- 
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lions  des  équations  proposées  dépendent  du  système 

y'  —  2j  =  0,     (j-—  i)x4- j  =  o. 

Ce  système  donne  les  deux  couples  y  =  0,  x  =  o\y  =  2. 
X  =  —  a.  Mais  les  équations  proposées  admettent  en  outre 
la  solution j^=  i,  x  =  oo  ,  puisque  la  valeur^  =  i  anéantit 
le  multiplicateur  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cha- 
cune des  équations. 


EXEMPLE    VIII. 


{  j  — i)x*-f-j(/-|-  i)x'-h(3j»-i- j  —  a)xH-2j  =  o, 
(j  — i).r»-H7  (j-H  0^  +  3/'—  I  =0. 

La  première  division  donne  le  reste  {jr  —  i  )  x  -f-  2j^  ;  <ît 
en  prenant  ce  reste  pour  diviseur,  on  parvient ,  sans  aucune 
préparation ,  au  reste  j'  —  1 .  On  obtiendra  donc  toutes  les 
solutions  du  système  proposé  en  résolvant  les  deux  équa- 
tions 

r'—  1  =  o,     {x  —  i)x-{-  9.x  =0. 

La  première  équation  donne  j<  =±:  i .  Pour  j^  = —  if  on 
trouve  x= —  1 .  Pour  j-  =  -h  i ,  on  trouve  j:  =  00  •  ce  couple 
est  une  solution  des  équations  proposées^  car  en  divisant 
chacune  d'elles  par  la  plus  haute  puissance  de  a%  et  suppo- 
sant .r  =  ce  ,  les  deux  équations  se  réduisent  k  y  —  i  =:  o. 

E(j nation  aux  carrés  des  différences. 

166.  On  a  vu  comment  on  peut  efl'ecluer  ta  séparation 
des  racines  incommensurables  d'une  équation  numérique, 
en  calculant  d'abord  une  autre  équation  dont  les  racines 
soient  les  diflerences  des  racines  de  Téqualion  proposée 
prises  deux  à  deux  (n**  \%\).  Nous  allons  maintenant  expli- 
c|uer  comment  on  forme  cette  équation. 

Représentons  l'équation  proposée  par 
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et  soient  a,  />,  c,  r/,  etc.,  les  ui  racines.  Supposons  d'abord 
que  l'on  veuille  obtenir  une  équation  dont  les  racines  soient 
les  difi'érences  entre  une  racine  a  et  les  m  —  i  autres 
racines   On  posera 

y  =  X  —  rt ,      d'où     x:=  a  -I-  / . 

Kn  substituant  a-hy  slu  lieu  de  x ,  dans  J  (x)  =  o ,  il  vient 

/(fl4-r)  =  o, 

ou ,  en  développant  (n**  369) , 

(^)   /(«)  +  /'  W  r  +/"(«)  f-  +■/"(«)  -^  -H . . .  =  o. 

/(a)  est  nulle,  puisque ,  par  hypothèse ,  a  est  une  racine  de 
l'équation  (i).  Il  suit  de  là  que  Téquation  (2)  est  divisible 
par  j^  ainsi  elle  admet  une  racine  nulle.  Cette  racine  nulle 
provient  de  la  diilerence  a  —  «;  car,  d'après  la  relation 
Y  =  x  —  û ,  les  valeurs  de  j^  sont  les  différences  entre  la 
racine  a  et  toutes  les  racines  de  l'équation  (i) ,  en  y  com- 
prenant la  racine  a.  Si  Ton  supprime  cette  racine  nulle, 
1  équation  se  réduit  à* 

/'(«)+/"(.)-2--H/"'W.^-ZL_+.    =0; 

cette  dernière  équation  a  pour  racines  les  différences  entre  a 
vi  les  m  —  I  autres  racines  de  la  proposée. 

En  prenant  successivement  pour  a  toutes  les  racines  de  ia 
proposée,  et  en  déterminant  les  valeurs  correspondantes 
de  X,  ou  obtiendra  toutes  les  différences  des  racines  com- 
binées deux  à  deux  ;  or  on  aura  ainsi  effectué  la  résolution^ 
<lu  système  des  deux  équations  /[x)  =  o  et 

(3)        /'W+/"Wri+/''(^)7:i3+--  =°- 

Par  conséquent,  si  Ton  élimine  x  entre  ces  deux  équations, 
Kéqualipn  finale  en  y  sera  Féquation  cherchée 
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467.  L'équation  proposée  éunt  du  degré  m,  TéquatioD 
aux  différences  est  du  degré  m  (m  —  i)  ;  car  le  nombre  de 
ses  racines  est  égal  au  nombre  des  arrangements  qu'on  peut 
former  avec  m  lettres  a^b^c  ^  etc.,  en  les  prenant  deux  î 
deux.  Cette  équation  ne  contient  que  des  puissances  paim 
de  Tinconnue  ^  car  elle  admet  à  la  fois  les  racines  a  —  /»  et 
h  —  a  ;  par  conséquent  ses  racines  sont  deux  à  deux  égales 
en  valeur  absolue,  et  de  signes  contraires.  En  faisanty*=2, 
on  obtiendra  une  équation  de  degré  sous-double,  dont  les 
racines  seront  les  carrés  des  différences  des  racines  de  l'équa- 
tion proposée ,  et  qu'on  nomme ,  par  cette  raison  ,  équation 
aux  carrés  des  différences, 

468.  Le  principal  usage  de  l'équation  aux  différences  est 
de  fairtî  trouver,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  n®  4-26. 
une  quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence  des  racines 
d'une  équation  donnée;  à  cet  effet,  on  cherche  une  limite 
inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  aux  diffé- 
rences :  celte  limite  est  la  quantité  qu^on  voulait  obtenir. 
On  peut  aussi  chercher  une  limite  inférieure  des  racines  de 
IVquation  aux  carrés  d<*s  différences  ,  et  prendre  la  racine 
larrée  de  celte  limite  ;  on  obtient  souvent ,  de  cette  manière, 
une  limite  plus  grande,  qui  est  par  conséquent  préférable. 

11  peut  arriver  que  Télimination  de  x  entre  les  équa- 
tions (i)  el  (3)  conduise  à  plusieurs  équations  partielles  en  ). 
qui  eomprennenl  chacune  une  partie  des  valeurs  de  i. 
Dans  ce  cas,  on  détermine  une  quantité  moindre  que  la 
plus  petite  différence  des  racines  de  l'équation  proposée,  eu 
clierchant  les  limiles  inférieures  des  racines  de  chaqu»' 
équation  partielle;  el  comme  chaqu<'  ditîerence  doit  s« 
trouver  à  la  fois  dans  le  système  de  ces  équations  aviT  If 
sii^ne  H-  el  ave('  le  signe  — .  on  peut  prendre  pour  la  quan- 
tité cherchée  la  plus  petite  limite  inférieure  des  valeui^ 
positives  de  >  ,ou  la  plus  petite  limite  inférieure  des  valeurî* 
négatives. 
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Si  Ton  n'a  pas  fait  les  opérations  nécessaires  pour  que 
les  équations  en  y  ne  renferment  pas  des  racines  étran- 
gères, on  pourra  se  servir  de  ces  équations  pour  déterminer 
la  quantité  dont  nous  venons  de  parler^  seulement  on  sera 
exposé  à  obtenir  une  limite  moindre  que  celle  que  Ton 
trouverait  si  les  équations  en  y  avaient  été  débarrassées  des 
racines  étrangères. 

469.  L'équation  aux  carrés  des  différences  donne  le 
moyen  de  reconnaître  si  l'équation  proposée  a  des  racines 
imaginaires. 

Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  sont  réelles , 
l'équation  aux  carrés  des  diiférences  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  positives;  par  conséquent,  elle  est  complété  et 
elle  n'a  que  des  variations  de  signes.  (Nous  supposons  que 
l'équation  proposée  n'a  pas  de  racines  égales ,  de  sorte  que 
Téquation  aux  différences  n'a  pas  de  racines  nulles.) 

Réciproquement ,  si  l'équation  aux  carrés  des  différences 
est  complète  et  ne  présente  que  des  variations ,  l'équation 
proposée  a  toutes  ses  racines  réelles  \  car,  si  elle  avait  deux 

racines  imaginaires,  a  +  è^ — i  et  a  —  6^ — i,  le  carré 
de  la  différence  de  ces  deux  expressions  étant  —  4  S',  il 
s'ensuivrait  que  l'équation  aux  carrés  des  différences  aurait 
une  racine  négative,  et  puisqu'elle  est  complète,  elle  devrait 
avoir  au  moins  une  permanence,  ce  qui  est  contraire  à 
Thypothèse. 

En  considérant  l'équation  x'  -t- px  -\-  q  =  o^  on  trouve 
que  l'équation  aux  carrés  des  différences  est 

z^  -h  6;?z'  -+-  9^'»  H-  4/^^  "♦"  ^7  7'  =  o- 

On  en  conclut  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'équation  proposée  ait  toutes  ses  racines  rçelles 
sont  /7<Co,  ^ p^ -\- ij q^  <i  o \  ce  qui  s'accorde  avec  ce 
qu'on  a  vu  dans  le  n'^  429  (i*"'  exemple). 
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Calcul  des  racines  imaginaires. 

470.  Lorsque  Ton  veut  trouver  les  racines  imaginaires 
d'une  équation  J \x)  =  o ,  on  représente  ces  racines  par 

Y  -\-  z  s] — I,  ^  et  z  (levant  être  des  quantités  réelles.  En 

remplaçant  x  par  y-k-z  ^ — i ,  dans  le  polynôme  J\x) ,  on 

a  un  résultat  de  la  forme  P  -h  Q  z  \J — i .  Ce  résultat  devant 
ùtre  nul ,  il  faut  que  l'on  ait  P  =  o  et  z  =  o ,  ou  P  =  o  el 
Q  =  o  ;  mais ,  pour  les  racines  imaginaires ,  y  étant  réelle, 
z  ne  peut  être;  nulle.  On  obtiendra  donc  toutes  les  racines 
imaginaires,  en  déterminant  les  couples  de  valeurs  réelles 
dey  et  de  z  qui  vérifieront  les  deux  dernières  équations. 
Ona 


1.2 

z' 


-.Hr)-— ôv^~  !-*-/•' (r) 


12    3  1 .2.3*4  '     ' 

Donc  les  équations  P  =  o ,  Q  =  o ,  sont 

l^-)     /'(.>-)-/"'(r.)-^ +/'(/)  7^:1^.  ••=o. 

()n  devra  éliminer  une  des  inconnues  )^  et  z  entre  ces  deux 
équations,  afin  d'obtenir  une  ou  plusieurs  autres  équa- 
tions qui  déterminent  les  valeurs  de  l'autre  inconnue.  Si 
Ton  élimine  y,  les  équations  résultantes  ne  contiendront 
<|ue  des  puissances  paires  de  z  ,  puisque  z  n'entre  qu  à  des 
puissances  paires  dans  les  deux  équations. 

47i.  Le  système  des  équations  (i)  et  (2)  admet  d'autres 
solutions  que  les  couples  de  valeurs  réelles  de  y  et  de  : 
qui  déterminent  les  racines  imaginaires  de  l'équation  pro- 
posée,  et   il   est    facile   de    voir   comment    ces    vsolution? 
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dépendent  des  racines  de  la  proposée.  En  effet,  les  équa- 
tions (  I  )  et  {2)  expriment  que  y-hz  ^ — i  est  une  racine  de  ^ 

l'équation/ (x)  =  o ,  et  que  j^  —  z  ^ — i  est  aussi  une  racine 
(le  la  même  équation.  Or,  si  Ton  représente  par  a  et  &  deux 
racines  quelconques  def{x)  =  o ,  et  si  Ton  pose 

on  en  conclut 

a  -h  b  a  —  b 


-*  2^ — I 

Il  suit  de  là  que  les  valeurs  de  /  seront  les  demi-sommes 
des  racines  de  Téquation  proposée  combinées  deux  à  deux; 
et,  si  l'on  fait  z*  =  u,les  valeurs  de  u  seront  les  carrés  des 
différences  des  racines ,  pris  en  signes  contraires  et  divisés 
par  4*  Si  Ton  a  calculé  Téquation  aux  carrés  des  différences, 
elle  tiendra  lieu  de  celle  que  produirait  Télimination  de  j' 
entre  les  équations  (1)  et  (2).  On  devra  alors  calculer  les 
racines  négatives  de  Téquation  aux  carrés  des  différences , 
les  prendre  en  signe  contraire,  les  diviser  par  4?  et  extraire  ' 
les  racines  carrées  des  résultats.  On  obtiendra  ainsi  toutes 
les  valeurs  de  z;  on  trouvera  ensuite  les  valeurs  correspon- 
dantes de  y^  en  substituant  chacune  des  valeurs  de  z  dans 
les  équations  (i)  et  (2)  et  cherchant  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  équations  eny  produites  par  la  substitution.  U 
pourra  d^ailleurs  arriver  que  toutes  les  valeurs  de  z  ne 
déterminent  pas  des  valeurs  réelles  dej  ;  car,  lorsque  l'équa- 
tion proposée  a  des  racines  imaginaires  non  conjuguées, 

dont  la  partie  réelle  est  la  même ,  comme  a-\-^^ — i  et 

a  -h  7  V' — '  5  ïc  carré  de  la  différence  de  ces  racines  est  une 
(juautité  n^ative;  de  sorte  que  Téquation  aux  carrés  des 
différences  peut  avoir  plus  de  racines  négatives  que  la  pro- 
posée n^â  de  couples  de  racines  imaginaires. 
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DK  L*  ABAISSEMENT  DES  EQUATIONS.  DES  ÉQUATIONS  AiCirftOQVIS. 
EKCHEBCHE  DES  DIVISEURS  DU  SECOND  DEOEÉ.  ÉQUATIONS  BIEOUS 
ET  TBINOMKS.  ÉQUATIONS  IBBATIONN ELLES.  EÉSOLUTION  GÉn&UE 
DE    L* ÉQUATION    DU    QUATRIÈME    DEGBÉ. 


De  rabaissement  des  équations. 

Vl%  On  a  vu  qu  une  équation  qui  a  des  racines  égale» 
peut  être  remplacée  par  plusieurs  autres  équations  de 
degrés  moindres^  on  dit  alors  que  Téquation  proposée  est 
susceptible  à^ abaissement.  On  peut  également  abaisser  V 
degré  d'une  équation ,  quand  on  connaît  des  relations  pa^ 
ticulières  entre  quelques-unes  des  racines. 

i73.  Supposons  qu'en  désignant  par  p^  q^  r  trois  quan- 
tités connues ,  on  sache  que  deux  racines  a  et  6  d^une  équa- 
tion/"(x)  =  o  doivent  vérifier  Téquation 

(i)  pa-hf/b  =  r. 

Puisque  a  et  h  sont  des  racines  de  Téquation/ (x)  =  o, 
on  devra  avoir  y'(a)  =  o  ,f(b)  =  o.  Or,  en  substituant  dam 
J'(b)  =  o  la  valeur  de  b  tirée  de  Téquaiion  (i) ,  on  obtient 

./  ( )  =  ^'  ^^  quantité  a  doit  donc  vérifier  à  la  foi» 

les  deux  équations  /[x)  =  o  elfl ^J  =  o.  Par  consé- 
quent, si  Ton  cherche  le  plus  grand  commun  diviseur  D 
des  premiers  membres  de  ces  équations ,  Téquation  D  =  o 
admettra  la  racine  rz. 

Si  ré(|ualion^(.r)  =^  o  a  une  racine  a  qui  satisfasse  à  la 

condition  na  -h  an  =  /,   ou   a  = <»  relte  racine  Wii- 

'  /?  -4-  7 
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fiera  aussi  réquation /[ ^j  =o;  par  conséquent  elle 

sera  donnée  par  inéquation  D  =  o. 

Réciproquement ,  toute  racine  a  de  Féquation  D  =  o 
sera  une  racine  de  Téquation  proposée,  par  laquelle  on  en 
aura  une  autre  b ,  au  moyen  de  la  relation  pa-^qb  =  r, 
ou  qui  satisfera  k  la  condition  pa  -{-  qa  =  r'^  car  cette  racine 

vérifiera  l'équation /"( ^  |  =  o,  par  conséquent — 

sera  une  racine  def(x)  =  o. 

474.  Si  Ton  a  p  =  q^  la  relation  (i)  devient  « -h  A  =  5,  en 

posant  pour  abréger  -  =  5.  Il  faut  alors  chercher  le  plus 

grand  commun  diviseur  des  polynômes  y(ar)  et  f{s — x). 
Soit  D  ce  plus  grand  commun  diviseur.  Les  deux  racines  a 
et  b  entrant  de  la  même  manière  dans  la  relation  a-hbz±zs^ 
l'équation  D  =  o  ne  doit  pas  donner  luie  déciles  plutôt  que 
l'autre  ;  ainsi  elle  doit  les  donner  toutes  deux.  Cette  équa- 
tion doit  donner,  en  outre,  toutes  les  racines  de  l'équation 
proposée  qui  satisfont  a  la  condition  a -h  a  =  5,  0}ia  =  js, 

Si  toutes  les  racines  peuvent  être  groupées  deux  à  deux 
de  manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  soit 
égale  à  *,  réquationy{5 — x)  =  o  sera  la  même  quey(.r)  =  o, 
et  il  faudra  recourir  à  un  autre  procédé  pour  opérer  rabais- 
sement On  pourra  diminuer  les  racines  de  75;  la  somme 
des  racines  de  chaque  groupe  sera  alors  diminuée  de  5;  il 
résultera  de  là  que  les  racines  de  Téquation  transformée 
seront  ^alcs  deux  à  deux  en  valeur  absolue ,  et  de  signes 
contraires;  par  conséquent  cette  équation  sera  réductible  à 
un  degré  sous-doublc. 

Si  Féquatiou  y(x)  =  o  est  de  degré  impair  et  ne  change 
pas  quand  on  y  remplace  x  par  s  —  Xj  elle  a  au  moins  une 
racine  égale  h  ^s;  et  quand  on  a  diminué  toutes  les  racines 
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de  \  5,  la  racine  correspondante  de  la  transformée  est  égale 
à  zéro. 

475.  Quand  on  connaît  le  produit  p  de  deux  racines, 
en  représentant  une  de  ces  racines  par  a,  l'autre  est  -:  et 
comme  a  ne  désigne  pas  une  des  deux  racines  plutôt  cpe 
l'autre  9  chacune  d'elles  doit  vérifier  l'équation /*(-]  =  o. 
En  conséquence ,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  divi- 
seur D  des  polynômes /(x)  eifl-\  ;  Téquation  D  =  o  devra 

admettre  les  deux  racines  a  et  —  Si  la  proposéey(x)  =  o  a 

des  racines  dont  le  carré  soit  égal  à  p^  elles  seront  aussi 
comprises    dans    Péquation    D  =  o  ;    car,   en    supposant 

a=±:^,ona-  =  =i=  ^p.  Mais ,  puisque  p  est  une  quan- 
tité connue ,  on  peut  supprimer  toutes  les  racines  de  Téqua- 

tion  proposée  égales  à  di  ^  Alors  l'équation  D  =  o  ne 
donnera  que  les  racines  qui  pourront  être  groupées  deux  à 
deux,  de  manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque 
groupe  soit  égal  kp, 

476.  Lorsque  chaque  racine  a  est  liée  a  une  auti^e  b  dv 
telle  sorte  que  Ton  ait  ab  =  p^  les  équations  J[x)=o  et 

y(-|  =o  sont  identiques,  et  rabaissement   ne  peut  plus 

être  opéré  de  la  même  manière. 

Si  Ton  représente  par  z  la  somme  de  deux  racines  d'un 
même  couple ,  le  nombre  des  valeurs  de  z  sera  la  moitié  du 
nombre  des  racines;  par  conséquent  ces  valeurs  dépen- 
dront d'une  équation  dont  le  degré  sera  sous-double  de  celui 
de  la  proposée,  z  désignant  la  somme  de  deux  racines  dont 
le  produit  est  ;n  le  polynôme /(x)  devra  être  divisible  par 
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X*  —  zx-hpt  ^"  pourra  eflcctucr  la  division  et  on  devra 
expi  mer  que  le  reste  du  premier  degré  par  rapport  à  a* 
doit  être  nul  indépendamment  de  la  valeur  de  or  ^  on  obtien- 
dra ainsi  deux  équations  M  =  o ,  N  =  o  ;  on  calcidera  le 
plus  grand  commim  diviseur  D  des  polynômes  M  et  N^ 
Téquation  cherchée  sera  D  =  o. 

477.  On  peut  former  autrement  Téquation  en  ;;.  Consi- 
dérons ,  par  exemple ,  une  équation  du  sixième  degré , 

(2)  x«  -+-  A jr*  -h  B x«  -h  Cx^  4-  Dx^  4-  E j:  -f-  F  =  o. 

Cherchons  d^ abord  quelles  sont  les  conditions  nécessaires 
pour  que  les  racines  présentent  le  cas  dont  nous  nous  occu- 
pons. En  remplaçant  x  par  ^^  on  obtient  Téquation 

Pour  que  ces  deux  équations  soient  identiques,  on  doit 
avoir 

A-^P         R-D/»'         (,_Cp' 

A— -^,      B_— ,      C_^, 

La  dernière  condition  donne  F*=p*,  d'où  F=±p^'^  mais 
puisque  les  racines  doivent  se  grouper  deux  à  deux  de 
manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  soit 
égal  à  /?,  le  produit  de  toutes  les  racines  doit  être  égal  à  />'; 
par  conséquent  on  doit  rejeter  la  condition  F  =  —  p^.  Les 
conditions  ci-dessus  se  réduisent  ainsi  aux  suivantes  : 

¥=1^,     E  =  Ap\     D  =  B/?; 

de  sorte  que  T équation  est 

(^)        2^  4_  A  :r^  -H  B.r'  -H  C.r^  -h  B/9x'  H-  Ap^r  -+-  /r^  =  o. 
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Il  est  clair  que,  si  Ton  considérait  une  équation  d*un  degré 
plus  élevé,  on  obtiendrait  des  conditions  analogues. 

En  divisant  tous  les  termes  de  Téquation  (4)  par  jt*  et 
réunissant  les  termes  également  éloignés  des  extrêmes,  on  a 

(5)  jc^^^-^x(x^^Çj^b(x-^^^C  =  o. 
Soit 

(6)  .r-h^  =  »; 

X 

on  trouve,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré, 

(7)  x'^^  =  z'^2p. 

X 

En  multipliant  x'  -i-^  par  x  -h -5  on  obtient 


donc 


X  '^  JT»  X^  ^    \  X] 


>3 


/"  _ 


(8)  x'  +  ''  =2>-3a»z. 

En  substituant  dans  Téquation  (4)  les  valeurs  des  binômes 
X  -h -ï  x"  -+-^1  x*  -h  ~9  on  aura ,  pour  déterminer  2,  une 

X  X  3r 

équation  du  troisième  degré.  Les  valeurs  de  z  étant  connues, 
on  obtiendra  celles  de  x  au  moyen  de  Téquation  (6) ,  ou 

X*  —  ZJT  -f.  ^  =  O. 

478.  Lorsqu^on  rend  les  équations  (2)  et  (3)  identiques 
en  adoptant  la  condition  F  = —  ;>*,  les  autres  conditions 
sont  E  =  —  Ap',  D  =  —  Bp,  et  C  = — C,  d'où  C  =  o. 
Diaprés  ces  conditions ,  les  racines  de  Téquation  (a)  sont 
telles  qu'on  les  reproduit  toutes  en  divisant  successive- 
ment p  par  chacune  d'elles;  ainsi ,  à  chaque  racine  a,  il  en 
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correspond  une  autre -)  à  moins  que  Ton  n'ait  a=:-9 
d'où  a  =  dz  v^p.  Le  produit  de  toutes  les  racines  qui 
forment  des  groupes  tels  que  a  et  ~  est  une  puissance  de  p  ; 

donc ,  puisque  le  produit  dé  toutes  les  racines  est  — p',  il 

faut  qu'une  des  racines  soit  égale  à  —  ^p\  et,  puisque  le 
nombre  des  racines  est  pair,  il  faut  qu'il  y  ait  aussi  une 

racine  égale  à  -i-  y^.  S'il  y  a  plusieurs  racines  égales  à 

—  Sp^  elles  sont  en  nombre  impair,  et  il  en  est  de  même 

des  racines  égales  k  -h  yp-  On  supprimera  ces  racines,  et 
on  obtiendra  ensuite  les  autres  racines  de  la  même  manière 
que  dans  le  numéro  précédent. 

479.  Considérons  encore  le  cas  où  Ton  connaît  une  rela- 
tion entre  trois  racines,  et  supposons  qu*elle  soit  exprimée 
par  ré(|uation 

(9)  pa  -^  qb  -h  rc^=i  c, 

p^  q^  /',  s  étant  des  quantités  connues.  On  devra  joindre 
cette  relation  les  trois  équations 

/(fl)  =  0,     /(^)=o,     /(c)  =  o. 

En  éliminant  &  et  c  entre  les  deux  dernières  équations  et 
Téquation  (9) ,  on  en  obtiendra  une  qui  ne  contiendra  que 
l'inconnue  a ,  et  qui  devra  être  vérifiée  en  même  temps  que 
f\c^  =  o  ;  par  conséquent  ces  deux  équations  admettront 
un  commun  diviseur  D ,  au  moyen  duquel  on  trouvera  la 
valeur  de  a.  Si  Ton  a  p  =  y ,  Téquation  D  =  o  devra  donner 
les  deux  racines  a  et  &  ;  si  l'on  a  p  =  9  =  r,  Féquation  D = o 
donnera  les  trois  racines  a,  &,  c.  Si,  outre  les  racines  qui 
satisfont  à  Féquation  (9) ,  il  y  a  une  racine  a  qui  soit  liée  à 
une  autre  b  par  la  condition  pa-hgb-^rh  =s^  ou  qui 
satisfasse  à  la  condition  pa-^qa^  ra  =  .r,  elle  sera  aussi 
comprise  dans  l'équation  D  =  o,  puisqu'elle  iera  partie 
5«  édit.  '  34 
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d*un  système  de  valeurs  de  a ,  &  et  c  qui  Yérifiera  l'équa- 
tion (9)  et  les  trois  équations 

/(fl)=o,  m=o,  f(c)=o, 

480.  Supposons  que  la  relation  connue  soit  a  +  c  =  2 (. 
En  cherchant  une  des  trois  racines  a^b^  c  par  la  méthode 
qui  vient  d'être  indiquée ,  on  trouvera  aussi  les  racines  qui 
satisferont  à  la  condition  a  +  a  =  2  a  ;  et  comme  cette  rela- 
tion est  une  identité ,  on  devra  trouver  toutes  les  racines  : 
de  sorte  que  Féquation  D  =  o  sera  la  même  que/'(j:)  =  0. 

On  parvient  à  la  même  conclusion  par  une  autre  consi- 
dération ,  qui  montre  en  même  temps  comment  la  méthode 
doit  être  modifiée ,  dans  le  cas  qui  nous  occupe  et  dans  les 
autres  cas  analogues.  Supposons  qu'on  veuille  trouver  U 
racine  h ,  qui  est  moyenne  arithmétique  entre  deuic  autres. 
De  la  relation  a  +  c  =:  26  jointe  à  f[c)  =  o,  on  conclut 
y*(2  i — a)  =  o  ;  il  faut  donc  éliminer  a  entre  f[i  b — a)  =  0 
et /'(a)  =  o.  Afin  de  reconnaître  quelles  seront  les  solutions 
de  ces  deux  équations,  exprimons -les  par  y"(x)  =  o  et 
f(iiy  —  x)  =  05  et  concevons  que  l'on  substitue  successi- 
vement dans  la  seconde,  à  la  place  de  x,  les  racines  a,  i, 
c  y  etc.  de  la  première.  Par  la  substitution  de  a  à  la  place 
de  X,  on  aura  l'équation  /(ay  —  a)  z=  o ,  et  on  satisfera  à 
cette  équation,  en  posant .2y  —  a=ia^  =^7  =c,  etc.: 
donc 

De  même,  en  remplaçant  x  par  b ,  on  obtiendra 

Il  suit  de  là  qu'en  éliminant  x  entre  les  deux  équations, 
on  parviendra  à  une  équation  dont  les  racines  seront  toutes 
celles  de  la  proposée,  et  les  demi-sommes  de  ces  racines 
prises  deux  à  deux.  Soit  F(y)  =  o  cette  équation;  on 
pourra  supprimer  les  racines  égales  à  celles  de  la  propos(V 
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en  divisant  F  [j)  f^ii'  /(j)'-,  il  ^n  résultera  une  équation 
qui  ne  comprendra  plus  que  les  demi-sommes  des  racines 
a )  & ,  c ,  etc.  'j  et,  d'après  la  relation  Z»  =:  ^ (a  +  c) ,  cette 
équation  aura  une  racine  commune  avec  la  proposée ,  qui 
sera  la  racine  &. 

Au  lieu  du  système  des  deux  équations 

/(or)  =  o     et    /(2/  —  ^)  =  o , 

on  peut  considérer  le  système  équivalent 

/{x)  =  o     et    /{7.r —  x)—/{x)z=:o, 

La  dernière  équation  admet  le  facteur  j^  —  .r-,  car  le  pre- 
mier membre  devient  nul  quand  on  suppose  y  =  x.  En 
supprimant  le  facteur  y  —  x,  avant  de  faire  Télimination, 
on  supprimera  les  solutions  du  systèmey(a:)  =  o^j — j:= o, 
par  lesquelles  on  a  les  valeurs  dey  égales  aux  racines  de  la 
proposée^  et  en  effectuant  ensuite  Télimination,  on  obtien- 
dra Féquation  qui  devra  donner  les  demi-sonunes  des  racines 
considérées  deux  à  deux. 

481 .  Ce  que  nous  venons  de  dire ,  par  rapport  à  des  rela- 
tions exprimées  par  des  équations  du  premier  degré,  s'ap- 
plique à  des  relations  quelconques  -,  et  les  difficultés  que  Ton 
peut  rencontrer  dans  les  questions  de  cette  nature  ne  con- 
sistent que  dans  les  éliminations  qu'il  faut  effectuer. 

(c  En  généra],  dit  Lacroix,  l'abaissement  a  lieu  lors- 
)>  qu'on  obtient,  entre  les  inconnues  d'un  problème  pos- 
»  sible ,  plus  d'équations  qu'il  ne  renferme  d'inconnues ,  cv 
»  à  quoi  on  parvient  souvent  en  considérant  le  problème 
))  proposé  sous  plusieurs  faces  ;  on  trouve  alors  entre  une* 
»  même  inconnue  deux  équations  finales  qui,  devant  s'ac- 
»  corder  entre  elles,  ont  un  diviseur  commun ,  duquel  un 
»  tire  la  solution  la  plus  simple  dont  le  problème  soit  sus- 
»  eeptible.   » 

M. 
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482.  Lorsque  ron  veut  déterminer  des  coefficients  d'une 
équation ,  de  manière  qu'elle  admette  des  racines  qui  satis- 
fassent à  de  certaines  conditions,  on  déduit  de  ces  condi- 
tions un  système  d'équations  qui  doivent  être  vérifiées 
simultanément  ;  et  on  en  conclut  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  coefficients ,  en  éliminant  toutes  les  autres 
inconnues. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  Ton  ait  à  trouver  les  rela- 
tions qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d'une  écpa- 
tion ,  pour  qu'elle  ait  deux  racines  qui  ne  diffèrent  Tune  de 
Tautre  que  par  leur  signe.  Soit  Téquation 

X*  -h  px^  -h  qx^  4-  rx  4-  J  =  o.' 

Celle  qui  a  les  mêmes  racines  prises  en  signes  contraires  est 

x^  —  pa^  H-  qx^  —  rr  -+-  j  =  o  ; 

il  faudra  donc  que  cette  équation  et  la  précédente    aient 
deux  racines  communes. 

On  peut  substituer  à  ces  deux  équations  celles  qui  s'en 
déduisent  en  les  ajoutant  et  en  les  retranchant ,  ce  qui  donne 

x*  4-  qx^  4-  j  =  o ,     px^  4-  rr  r=  o. 

La  dernière  équation  est  vérifiée  par  x  =  o  5  mais  cette 
solution  ne  remplit  ^as  la  condition  proposée.  On  vérifie 

aussi  cette  équation  par  x*  = ;  et  en  substituant  cette 

valeur  de  x'  dans  Tautre  équation ,  on  obtient  la  conditiou 
cherchée 

r*  —  pqr  4-  ^  j  =  o. 

483.  Considérons  aussi  le  cas  où  Ton  veut  exprimer 
qu^une  équation  f{x)  =  o  doit  avoir  une  racine  répétée  n 
fois.  Cette  racine  doit  vérifier  les  équations 

/'(x)=o,     y-(.r)=:o,...,/^"-)(:r)^o; 


CHAPITRE  SEIZIÈME.  533 

de  sorte  qu'il  faut  que  ces  équations  et  la  proposée  aient 
une  racine  commune.  Cette  racine  commune  ne  devant  se 
trouver  qu'une  fois  dans  y  ^""*^  (x) ,  on  cherchera  d'abord 
la  condition  nécessaire  pour  que  les  deux  polynômes 
^(n-«)  ^jjj  ç^  y '"""'^  (x)  aient  un  commun  diviseur  du  pre- 
mier degré;  et  il  faudra  que  la  valeur  de  x  qui  annulera  ce 
commun  diviseur,  annule  aussi  tous  les  autres  polynômes 
^(x) ,  y  (x) , . . . ,  y'^'»-')  X.  On  obtiendra  ainsi  n  —  i  con- 
ditions. 

Supposons  que  Téquation  proposée  soit  celle  de  l'exemple 
précédent,  et  qu'elle  doive  avoir  une  racine  triple.  En  divi- 
sant y  (x)  pary^''(x) ,  on  aura  un  reste  du  premier  degré;  il 
faudra  que  la  valeur  de  x  pour  laquelle  ce  reste  sera  zéro 
annule  aussi  y" (x),  puisque  ce  reste  devra  être  diviseur 
dey"(x).  Si  cette  condition  est  remplie,  la  même  valeur 
de  X  annulera  aussi  f'  (x) ,  et  il  faudra  de  plus  qu'elle 
annule  f{x) . 

Des  équations  récip/xxjues. 

484.  On  nomme  équations  réciproques  celles  dont  on  re- 
produit toutes  les  racines ,  quand  on  divise  successivement 
Tunité  par  chacune  d'elles.  Ces  équations  sont  comprises 
parmi  celles  dont  les  racines  satisfont  aux  conditions  que 
nous  avons  examinées  dans  les  n^*  477  et  478  5  on  a  alors 
p=z  i.  On  conclut  de  là ,  par  des  calculs  semblables  à  ceux 
du  n*'477,  que,  pour  qu'une  équation  de  degré  pair  soit 
rt^ciproque ,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  termes 
équidistants  des  extrêmes  soient  égaux,  ou  qu'ils  soient 
égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires,  et  que 
l'équation,  dans  ce  cas,  manque  du  terme  du  milieu.  On 
trouve,  de  même,  que,  pour  qu'une  équation  de  degré 
impair  soit  réciproque,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 
des  termes  équidistants  des  extrêmes  soient  égaux ,  ou  qu'ils 
soient  égaux  en  valeur  absolue  et  de  signes  contraires.  On 
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rccohiiait,  (*n  outre,  par  un  raisonnement  semblable  à 
celui  qui  a  été  employé  dans  le  n^  478,  qu'une  équation 
réciproque  de  degré  impair  a  une  racine  égale  à  —  i ,  quand 
les  coefficients  des  termes  équidistantis  des  externes  ont  les 
mêmes  signes  ;  à  -f-  i  quand  ces  coefficients  ont  des  signes 
contraires  \  et  lorsque  Féquation  est  de  degré  pair,  si  les 
coefficients  des  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  des 
signes  contraires,  elle  a  les  racines  +  i  et  ^  i\  On  par- 
vient d'ailleurs  aux  mêmes  conclusions  par  Finspection  des 
équations.  Quand  on  a  supprimé  les  racines  égales  à  d:  i. 
la  détermination  des  autres  racines  dépend  de  la  résolu- 
tion de  l'équation  qu'on  obtient  en  prenant  pour  inconnut* 

la  somme  j:  +  -  de  deux  racines  récipiXHpies ,  et  en  ope- 

rant  de  la  même  manière  que  dans  le  n^  477. 

485.  Les  valeurs  des  binômes  X -H- 1  x*-f--,>  x*-|-~v- 

JC  X'  JT 

peuvent  se  déduire  les  unes  des  autres  au  moyen  d'une  for- 
mule générale.  On  a  par'la  multiplication 


(•'^ -^ S)  ("^ "^  x)  =  ''"' -^  :^''^ f'^" 


Donc 


et  pour  p  =  I 

l]vs   formules   démontrent   qu'en    posant    xH — =  r. 


.r 


obtient  pour  le  binôme  .t'"-f-  —  une  fonction  de  z  du  depré  w. 
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Recherche  des  diviseurs  du  second  degré. 

486.  Lorsque  l'on  veut  trouver  les  cliviseurs  du  second 
degré  d'une  équation ,  on  représente  l'un  quelconque  de 
ces  diviseurs  par  x'  -h  px  -hq-  En  efTectuant  la  division 
du  premier  membre  de  Téquation  par  ce  trinôme,  on 
parvient  à  un  reste  du  premier  degré  Px-I-Q,  P  et  Q 
désignant  des  quantités  qui  contiennent  les  coefficients 
inconnus  p  eiq,  La  division  devant  se  faire  exactement,  il 
faut  que  ce  reste  soit  nul  indépendamment  de  la  valeur 
de  X,  ce  qui  exige  qu'on  aitP  =  o,  Q  =  o.  On  obtient  les 
diviseurs  cherchés  en  prenant  pour  p  et  q  les  couples  dr 
valeurs  qui  vérifient  ces  deux  équations. 

Le  nombre  des  diviseurs  du  second  degré  étant  jm  [m —  i  ) 
(n^  383),  si  Ton  élimine  p  ou  q  entre  les  deux  équations 
P  =  o,  Q==o,  Téquation  finale  devra  être  du  degré 
'-ni  (ni  —  i)  ;  et  comme  ce  nombre  est  plus  grand  que  m, 
toutes  les  fois  que  m  surpasse  3,  il  s*ensuit  que  la  détermi- 
nation des  diviseurs  du  second  degré  oilrira  généralement 
plus  de  difficulté  que  la  résolution  de  l'équation  proposée. 
Mais,  s'il  existe  des  couples  de  valeurs  conimensurables de 
p  et  de  q  qui  satisfassent  aux  équations  P  =  o,  Q  =  o,  il 
sera  facile  de  les  déterminer  *,  on  connaîtra  par  là  tous  les 
diviseurs  commensurables  du  second  degré  de  l'équation 
proposée,  et  la  résolution  de  l'équation  sera  ramenée  à 
<!ellc  d*une  équation  de  degré  moindre  et  de  plusieurs  équa- 
tions du  second  degré. 

-187.  Considérons  l'équation 

(  I  )  .r^  -\-  ax  -\-  b  =.  o .  » 

En  divisant  le  premier  membre  par  x'  -f-  px  -4-  q^  on  par-r 

vient  au  reste 

(p^  —  y   ^  n)  r  H-  pq  -f-  b. 
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Il  faut  poser  les  deux  équatious 

p^ — ^-f-a  =  o,     pq  -it-  h^=zo. 

En  éliminant  <f  enti*e  ces  deux  équations,  on  obtient 

(2)  p^-^-  ap  -^h  z=z  o. 

Celle-ci  n'étant  autre  que  Téquation  (i),  dans  laquelle  a 
est  remplacé  par  p  les  valeurs  de  p  sont  les  racines  de 
Téquation  proposée 

On  s^explique  cette  particularité  comme  il  suit  :  si  Tod 
représente  par  a^  o,  y  les  racines  de  Téquation  (i),  les 
diviseurs  cherchés  sont 

(x  — «i)(x  — 6),      (x— a)(jr  — 7),      (or  — 6)(x— 7); 

les  diverses  valeurs  de  p  sont  donc 

mais ,  puisque  le  coefficient  de  x*  dans  Téquation  proposée 
est  zéro  ^  on  a 

a-f-  6  -f-  7  =  o, 

d  OÙ  Ton  conclut 

—  (a  4- 6)  =  7,      —(a  4-7)  =  6,      —  Ç -f- 7^  =  a. 

188.   Considérons  encore  Téquation 
(3^  .r*  4-  ax'  -4-  ^x  -h  f  =  o. 

En  di>isant  le  premier  membre  par  x' -h /;x -h  ^,  on 
parvient  au  reste 

J>  —  ap  -^  iptf  —  p'  >  X  -^  c  —  aq  -^^  q*  —  p^q. 

Il  faut  donc  poser  les  deux  équations 

.4      p  —  '^pq  -r  fl/»  —  />  =  o ,     (5      y-  —  //  4-  /?'  :  7  -H  f  =  Q- 

On  conclut  do  la  premièri^ 
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et^en  substituant  cette  valeur  de  q  dans  la  seconde  équa- 
tion ,  on  obtient 

il)  p*'^ia/f*-+-{a^  —  ic)p\^  ^*  =  o. 

Cette  équation  est  du  sixième  degré  ;  mais  comme  elle  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue  p,  on  la 
ramènera  à  une  équation  du  troisième  degré  en  posant 
p*  =  z. 

On  pouvait  prévoir  cette  réduction  ;  car  les  six  valeurs 
de  p  doivent  être  les  sommes  deux  à  deux  des  quatre  racines 
de  l'équation  proposée;  or,  la  somme  de  ces  racines  étant 
nulle ,  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  elles  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  deux  autres  ;  Téquation 
qui  détermine  p  ne  doit  donc  contenir  que  des  puissances 
paires  de  l'inconnue. 

Si  Ton  considérait  l'équation  complète 

X*  -f-  fljT*  -H  bx^  -f-  rx  -h  c/  =  o , 

le  coefficient  p  dépendrait  d'une  équation  complète  du 
sixième  degré*,  mais  cette  équation  serait  susceptible  d'a- 
baissement. En  effet,  si  l'on  nomme  ûc,  S,  y,  d  les  quatre 
racines  de  l'équation  proposée ,  on  aura 

a -h  6 -+- 7  4- ^  =  — «; 

d'où  il  suit  que  les  valeurs  de  p  se  groupent  deux  à  deux  de 
manière  que  la  somme  des  racines  de  chaque  groupe  est 
égale  à  a  ;  par  conséquent ,  si  l'on  fait  disparaître  le  second 
terme  de  l'équation  en  p^  les  autres  puissances  impaires  de 
cette  inconnue  disparaîtront  aussi  (n^  474). 

L'élimination  de  p  entre  les  équations  (4)  et  (5)  condui- 
rait également  à  une  équation  susceptible  d'abaissement  ; 
car  les  valeurs  de  q  sont  ao,  ay,  aJ.  6y,  6J,  yJ;  or 
aëyâ=:d]  les  valeurs  de  q  se  groupent  donc  deux  a  deux 
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de  manière  que  le  produit  des  racines  de  chaque  groupe  est 
égal  à  d. 

489.  Le  dernier  terme  de  l'équation  (7)  étant  négatif, 
cette  équation  a  deux  racines  réeUes,  l'une  positive,  l'autre 
négative  (n^  376)  ;  et,  pour  chaque  valeur  réelle  de  p^  on 
obtient  une  valeur  réelle  de  q.  La  proposition  qu'une  équa- 
tion dont  les  coefficients  sont  réels  admet  toujours  des  fac- 
teurs réels  du  second  degré ,  se  trouve  ainsi  établie  pour 
Téquation  du  quatrième  degré ,  indépendamment  des  théo- 
rèmes généraux  que  nous  avons  démontrés  à  ce  sujet. 

Quand  on  a  &  =  o ,  l'équation  (4)  devient 

/?'— 2/79 -+- tf/?  =  o; 
on  satisfait  donc  aux  deux  équations  (4)  et  (5) ,  en  posant 

p  =  Oy     y'  — (aH-;7')^-|-c  =  o, 

ou  eu  posant 

/?' — 2^-|-fl  =  o,     g^ — (a -^  I?')  ^ -h  c  =  o. 

Le  premier  sptème  donne 

^  =  Y  II  ±  ^-yû' C, 

Dans  Tautre  système,  la  première  équation  donne  q = ^  » 

et  la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 
conduit  à 


Lorsque  l'on  a  a'  —  J^c^o^Isl  formule q=z^a±  ^jo}  —  c 
détermine  deux  valeurs  réelles  de  g.  Quand  on  a,  au  con- 
traire, a'  —  ^c<^o,  ces  valeurs  sont  imaginaires;  mais, 
dans  ce  cas ,  l'équation  p^  -h  2ap^  -h  «'  —  ^c  =  o  déter- 
mine deux  valeurs  réelles  de  p^  et  pour  chacune  de  ces 
valeurs  on  obtient  une  valeur  réelle  de  q. 

490.  On  pourrait  si*  pi-oposer  dv  déterminer  les  facteurs 
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du  troisième  ilegrë  crime  équation,  ceux  du  quatrième 
degré,  etc.;  mais  la  recherche  de  ces  diviseurs  n'a  pas 
d'utilité,  et  %lle  dépend  de  la  résolution  d'un  système 
d^équations  dans  lequel  le  nombre  des  inconnues  est  égal 
au  degré  des  diviseurs  que  l'on  veut  obtenir. 

Des  équations  binômes  et  des   équations   trinômes 

réductibles  au  second  degré. 

491.  Les  équations  binômes  peuvent  être  ramenées  à 
cette  forme 

(  I  )  .r*  —  A  =  o. 

Les  racines  de  Téquation  (i)  sont  les  diverses  valeurs 

m 

algébriques  de  l'expression  yÂ;  or,  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  ou  imaginaire  de  A,  Téquation  (i)  admet  m  racines 
(n^  382);  de  plus,  toutes  ces  racines  sont  inégales,  car  il 
n'existe  aucun  facteur  commun  entre  le  binôme  af*  —  A 
•n   sa  fonction  dérivée  du  premier  ordre ,  qui  est  mx~"~'. 


m 


Le  radical  y  A ,  considéré  algébriquement ,  admet  donc  m 
valeurs  différentes;  ce  qui  est  la  proposition  qui  a  été 
énoncée  dans  le  n^  214. 


m 


Soit  a  une  des  valeurs  du  radical  yA,  c'est-à-dire  une 
des  racines  de  l'équation  (i);  on  aura  a'"  =  A;  et  si  l'on 
pose  X  =  ay,  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équa- 
tion et  divisant  chaque  terme  par  a*",  il  en  résultera 

(2)  7"  —  1  =  0. 

On  obtiendra  donc  toutes  les  valeurs  de  yÂ  en  multipliant 

m 

l^uiie  d'elles  par  les  m  valeurs  de  yî. 

192.  Supposons  la  quantité  A  réelle,  et  distinguons  les 
deux  cas  de  A  positif  eï  de  A   négatif,  en  ronsidérant  les 
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deux  équations 

(3)  o^— A  =  o,  (4)       x-H-A  =  o. 


m 


Soît  alors  a  la  valeur  arithmétique  de  V  A  -,  en  posant  x  =  try, 
on  ramènera  les  équations  (3)  et  (4)  à  celles-ci  : 

(5)  /-— i  =  o,  (6)      ^"4-1=0. 

« 

Les  équations  (5)  et  (6)  sont  réciproques ,  et  on  les  résou- 
dra au  moyen  de  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^'  484  et  485. 

Examinons  successivement  le  cas  où  m  est  impair,  et 
celui  où  m  est  pair. 

L'équation  j^"""***  —  i  r=  o  a  une  racine  égale  à  i.  Elle 
^'a  pas  d'autre  racine  réelle  ;  car  elle  ne  peut  être  vérifiée 
par  une  valeur  négative  de  ^  •,  et  si  l'on  donne  à  jr  une 
valeur  positive  différente  de  i .  y*"+*  ne  sera  pas  égal  à  i. 
En  divisant  le  premier  membre  par  j —  i,  on  obtient 
Téquation 

(?)       r '"  H"  r*""'  -^  r •"*"'  -h . . .  4-  r'  -+-  r  -+-  «  =  o. 

La  résolution  de  cette  équation  dépendra  de  celle  d^une 
équation  de  degré  sous-double. 

L'équation  ^•"+*  H-  i  =  o  a  la  racine  réelle  —  i  ;  les 
autres  racines  sont  imaginaires-,  en  divisant  l'équation 
par  le  facteur  j^-f-  i ,  on  aura  une  équation  réciproque  du 
degré  2/1.  On  peut  aussi  remarquer  que  les  racines  de 
yïn+i  ^  I  :^  o,  sont  celles  dej^*"+*  —  1=0,  changées  de 
signes. 

L'équation  y*"  —  1=0  a  les  deux  racines  réelles  h-  i 
et  —  I  ^  les  autres  racines  sont  imaginaires.  On  pourrait 
diviser  Téquation  par  r*  —  i  ;  '  on  obtiendrait  ainsi  une 
équation  réciproque  du  degré  2/1  —  2,  qui  ne  contiendrait 
que  les  puissances  paires  dey.  Mais,  de  ce  que    * 
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>n  aura  toutes  les  racines  de  r*"  —  i  =  o ,  en  résolvant 
séparément  les  deux  équations 

7"  —  I  =  o  ,  et     ^ "  H-  I  =  o. 

L'équatîony'"  -i-  i  =  o  n'a  que  des  racines  imaginaires  ; 
3n  la  réduira  à  une  autre  de  degré  sous-double  en  divisant 

par  j^**  et  faisant  j^  -|-  -  =  z.  On  peut  aussi  ramener  la  réso- 

lution  de  l'équation j^'"-i- 1 =0  à  celle  d'une  équation  binôme 
de  degré  impair,  en  suivant  la  marche  qui  a  été  indiquée 
dans  les  n''»  211  et212(*). 

493.  Après  la  suppression  des  racines  réelles  de  l'équa- 

(  **  )  Lorsque  m  =  a*  .  n  ,  on  peut  Caire  dépendre  la  résolution  de  Téqua- 
tion  jT*  H-  I  =  o  de  celle  d''une  équation  du  d^ré  n ,  sans  avoir  à  extraire 
des  racines  carrées  de  quantités  imaginaires.  Considérons,  par  exemple, 
réquation 

j  ••  -1-1=0,    on     r**  -^~r=o. 


I 
En  faisant  ^  -+--  =  *,  on  a 


y*  -\ ;  =  r*  —  i. 


Soit  «'  —  2  =- 1/,  il  en  résultera 


r^  -\ — T  =  v*  —  x. 
r* 

Faisant  de  même  c'  —  u  =  u ,  on  aura 

r*  H T  =  «•  —  2. 

Faisant  encore  u'  —  2  t=  <,  on  conclura  de  la  relation  précédente,  diaprés 
les  formules  du  n^  485 , 

y*'^  -h  -i^  =  <•  —  5l*  -h  5  t. 

Il  suit  de  là  que  Ton  aura  toui«^  les  racines  de  Téquation  proposée  en 
résolmnt  successivement  les  cinq  équations 

«•  — 5i"-h5  «  =  o.    M»— a=r,    p*— a  =  u,    z^—i  —  v^    r*— «rH-i=o. 

Toutrs  Ips  «valeurs  cÎp  z  devant  êlro  réelles  (n^^OIî},   les  valeur*  de  »»,  m 
et  (  seront  aussi  réelles. 


} 
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tîon  y^qpi  =Oj  la  transformëe  en  z  qui  résulte  de   la 

relation  y '\ —  =  ^i  &  toutes  ses  racines  réelles.  Pour  le 

^      r  

démontrer,  représentons  par  a-f-S^ — i  une  des  valeurs 
imaginaires  àey^  Tinverse  de  cette  valeur  sera 

I  a  —  6^^— I  oc  -h  6^ — I 

Maïs  «4-6  y' — f  étant  une  racine  dte  Téquation  y'^=zh  i^ 
a,  —  6  ^ — I  est  aussi  une  racine  de  cette  équation  ;  de  sorte 
qu'on  a 

d'où  l'on  conclut 

[(«-|-6V^)(«-6V^=nr)]"=i,     ou     («»-+-€«)-=  i; 

et  puisque  a*  +  6*  est  une  quantité  positive ,  il  faut  que 

Ton  ait  «'  -i-  6*  =  i .  Donc 


Cotte  dernière  égalité  fait  voir  que  toutes  les  valeurs  de 
Y  -\ —  sont  réelles. 

494.  Nous  indiquerons  pour  exemples  les  résultats  sui- 
vants : 
y^  —  I  =  o.  L'un  des  deux  couples  imaginai i*es  est 

Fautre  en  diffère  seulement  par  le  signe  de  v^. 

y'' —  I  =  o.  Les  racines  imaginaires  dépendent  des  valeurs 
de  z  données  par  l'équation 

z"  -\-  Z^  —  2  3  —  I  rr:  O. 
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j^  —  I  =  o.  On  a  trois  racines  par  Téquation^^ —  i  =  o, 
les  six  antres  dépendent  des  valeurs  de  z  données  par  Té- 
quation 

«*  —  3»  -h  I  =  o. 

y*  -I-  1  =  o.  Les  racines  sont 

^*  +  I  =  o.  On  a  le  couple  de  racines  conjuguées 

^  [Va  -h  v^  ±  \/2  —  v^  ^\[  ; 

et  tous  ceux  qui  en  diffèrent  seulement  par  le  signe  de  ^2 

et  par  celui  de  la  partie  réelle  \2±  ^2. 
jy^^  -h  I  =  o.  On  a  les  deux  racines  zh  ^ — i ,  le  couple 

et  tous  ceux  qui  en  diffèrent  seulement  par  le  signe  de  ^'5 

et  par  celui  de  la  partie  réelle  VS  ±  ^5. 

Les  racines  des  trois  premières  équations  sont ,  au  signe 
près ,  celles  des  équations 

J^*-f-I=0,     J'-HI=0,      j^»-hi=o, 

et  quant  aux  équations 

jr*  —  1=0,     r*  —  1  =  0,     /'•  —  1=0, 

leur  résolution  ne  dépend  que  de  celle  des  équations  binômes 
jusqu'au  cinquième  degré. 

495.  Considérons  les  deux  équations  y  —  1  =  0  et 
j" — 1  =  0,  et  proposons  -  nous  de  reconnaître  si  elles 
peuvent  avoir  d'autres  racines  communes  que  Tunité.  Il 
faudra  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
binômes  y^  —  i  et j^"  —  i .  Or,  en  supposant  /t  <^  m ,  et  en 
HVocluant  la  division  dey""  —  i  par}" — i,  on  trouvera  les 


544  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

restes  successifs j^"*""  —  ï^JT"*""*"  —  *>  etc.,  de  sorle  que,  si 
m=  ng -^r  (r étant  moindre  que  n),  la  division  pourra 
être  continuée  jusqu^à  ce  que  le  reste  soit  jr''  —  x.  De 
même,  si  n  =  rq' -h  r',  la  division  de  j^"  —  i  par  jy^  —  i 
conduira  au  reste  j^*^  —  i .  Ainsi  de  suite.  Donc,  si  5  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  exposants  m  et  n,  le  der- 
nier diviseur  sera  y*  —  i ,  et  le  reste  correspondant  sera 
y^  —  1=0.  Dans  ce  cas ,  les  deux  équations  auront  5 
racines  communes.  Si  m  et  n  sont  premiers  entre  eux ,  les 
deux  équations  n'auront  pas  d'autre  racine  commune  que 
l'unité. 

496.  Désignons  par  a  Tune  des  racines  imaginaires  de 
j^ —  1=0.  Toutes  les  puissances  entières,  positives  ou 
négatives,  de  a,  seront  des  racines  de  la  même  équation; 
car,  puisque  a"  =  i ,  si  /i  est  un  nombre  entier,  positif  ou 
négatif,  en  élevant  à  la  puissance  n'^"*',  on  aura 

(a*)"  =:  I ,      OU     (a")"  =  I . 

Les  puissances  de  a  ne  peuvent  pas  donner  plus  de  m 
racines  différentes ,  et  on  obtiendra  toutes  ces  racines  en  ne 
considérant  que  les  puissances  dont  les  exposants  seront  les 
nombres  positifs  de  i  à  m.  Car,  de  a"*  =  i  on  conclut 


a"^'  =  a ,      a"*"*^  =  a', ...  ; 


et  pour  les  puissances  négatives, 

Lorsque  le  nombre  m  est  premier,  les  puissances  de  a 
dont  les  exposants  sont  les  nombres  de  i  à  m  sont  toutes 
différentes.  Car  soit,  s'il  est  possible,  a''=a"\  n  et  n'  étant 
moindres  que  m.  On  conclurait  de  cette  égalité  a*~*'  =  i  ; 
donc  a  serait  une  racine  commune  aux  deux  équations 

^"—1=0,    /*-"'  —1  =  0. 
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Or  cela  est  impossible,  puisque  m  étant  premier,  il  est 
premier  avec  n  —  /t^  Il  suit  de  là  que,  lorsque  m  est  un 
nombre  premier,  on  obtient  toutes  les  racines  de  y" — i  =  o 
en  formant  les  puissances  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  autre  que  Funité ,  depuis  la  première  puissance  jus* 
qu'à  la  m**"*-,  on  peut  d'ailleurs  remplacer  a"*  par  aP, 

Quand  m  n'est  pas  premier,  cette  propriété  n'a  plus  lieu 
qu'en  choisissant  une  racine*  a  qui  ne  soit  pas  comprise 
parmi  celles  des  équations  dont  les  degrés  sont  les  diviseurs 
de  m. 

497.  Soit  m  =^^,  p  et  q  étant  premiers  entre  eux;  et 
soient  S  une  racine  de  y^ — i  =:  o   et  y  une  racine  de  . 
yf —  I  =  O.  On  aura 

6/*  =  I ,     et     yi  =  i, 
d'où 

6/'?  =  I     et     7/»?  =  1  ; 

donc  S  et  7  seront  des  racines  de  j^  —  i  =  o.  Le  produit  Sy 
sera  aussi  une  racine  de  la  même  équation  ;  car  on  con- 
clut des  égalités  précédentes  (êy)''^  =  i.  La  racine  S  ayant 
p  valeurs  et  la  racine  y  en  ayant  y,  le  produit  S 7  en  a 
pq.  Toutes  ces  valeurs  sont  différentes.  En  effet,  suppo-* 
sons  qu'en  nommant  6'  et  y'  une  racine  deyf  — 1  =  0  diffé-« 
rente  de  S ,  et  une  racine  de  y^ — 1  =  0  différente  de  y,  on 
ait   67  =  6'/;  il  en  résulterait  ê'^y'*  =  ê'''/'',   par  suite 

yy  =  y'p^  puisque  6'' =  6'''^  donc  aussi  (— ,j  =1.  Or, 
y-Zz^y'^,  d'où  H-A   =1.11  faudrait  donc  que  le  rapport 

-^  fui  une  racine  des  deux  équations  y'' — 1=0,  j''  — 1=05 

et  puisque  p  et  q  sont  premiers  entre  eux,  on  devrait  avoir 
y  =  y'  (n**  49S) ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

On  conclut  de  là  que ,  si  p  eif  q  sont  premiers  entre  eux, 
on  obtiendra  toutes  las  racines  de  y^"*'  — 1  =  0  en  multi- 
5'  édit.  35 
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pliant  toutes  celles  de  y**  —  i  =  o  par  toutes  celles  dv 
y*i— i  =  o. 

498.  Les  méthodes  qui  viennent  d'être  exposées  foni 
connaître  les  expressions  exactes  des  racines  de  réquation 
y^  zp  I  =  o ,  lorsque  m  est  une  puissance  de  2 ,  ou  le  pro- 
duit de  Tun  des  nombres  3 ,  5  et  (5  par  une  puissance  de  1 
On  peut  exprimer,  dans  tous  les  cas ,  ces  racines  au  moyen 
des  lignes  trigonométriques ;  mais,  pour  cette  tliéorie. 
nous  renverrons  aux  Leçons  de  Géométrie  analytique  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy  ou  aux  Eléments  de  Trigonomé- 
trie de  MM.  Delisle  et  Gerono. 

499.  On  donne  particulièrement  le  nom  d  équations  tri- 
nômes aux  équations  qui  peuvent  être  ramenées  à  cettt 
forme  : 

(8)  j:""-h/?j;*-|- ^  =r  o. 

Si  Ton  pose  ,r"'  =  7,  il  vient 

.r' -+-/>/  -h  V  =  o. 

Soient  a  et  S  les  deux  valeurs  de  >  ;  les  valeurs  de  x  déjien- 
dront  des  deux  équations  binômes 

x*  =  a,     x^=ifi. 

Quand  les  quantités  «  et  o  sont  réelles,  la  résolution  decc^ 
équations  se  ramène  à  celle  de  Téquation  x"'  =  ih  i .  Quaml 
a  et  6  sont  imaginaires,  on  ne  peut  obtenir  les  expression<^ 
exactes  des  racines  de  Téquation  (8) ,  par  les  procédés  algé- 
briques, que  dans  le  cas  où  le  degré  rn  est  une  puissance  de  'j. 

Des  équations  irrationnelles, 

500.  Lorsqu'on  veut  faire  disparaître  des  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation ,  on  égale  chaque  radical  à  unt* 
inconnue,  on  obtient  ainsi  des  équations  qu'on  peut  immé- 
diatement débarrasser  des  radicaux,  en  élevant  les  deux 
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membres  de  chaque  équation  à  la  puissance  marquée  par 
lindicedu  radical.  Ces  nouvelles  équatioQS,  jointes  à  celle 
qpi'on  obtient  en  remplaçant  dans  Téquation  primitive 
chaque  radical  par  l'inconnue  a  laquelle  on  Ta  égalé, 
Torment  un  système  d'équations  rationnelles,  au  moyen 
duquel  on  parvient  à  Féquation  cherchée  en  éliminant 
toutes  les  inconnues  auxiliaires. 
Soit,  par  exemple,  Téquation 

3    ________ 

^^x  -+-7  -h  2  \/ar  —  4  =  '  i 
on  pose 

v^4  -^  -^  7  =  y  y    yx  —  4  =  2 , 

re  qui  donne 

4jc-h7=jS       r  —  4  =  *'* 

Il  faut  éliminer  y  et  z  entre  les  deux  dernières  équations  et 

J  +  2Z  =  I. 

0 

Celle-ci  donne  y  =  i  —  2  r ,  et  en  substituant  i  —  az  à  la 
place  àey  dans  4^^4-7  =/',  il  vient 

4j:  +  7  =  I  —  634-123'  —  8«*. 

En   éliminant  z  entre  cette  équation  et  x  —  4  =  -2',  on 
obtient 

i6j:* — i84-3F^ -h  8oi.r — i4o5=:o. 

On  peut  déduire  directement  la  dernière  équation  de 
Féquation  proposée.  On  conclut  d'abord  de  celle«-ci ,  en  iso- 
lant le  radical  cubique, 

j 

^^X  '\-  ']  =   I  —  2^X  —  4" 

En  élevant  les  deux  membres  au  cube ,  et  transposant  les 
termes,  on  obtient 

(4.r  —  I  3)  ^x  —  4  =  ^^—  27. 

35. 
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En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  au  carré . 

on  parvient  à  Téquation  ci-dessus  i6x' —  i84^*+..-=  o. 

Cette  équation  admet  une  racine  commensurable  qui 
est  5.  Les  deux  autres  racines  dépendent  de  réquation 
i6x* —  io4x  -h  281  =  o  ;  elles  sont  imaginaires. 

La  racine  réelle  x  =  5  ne  convient  pas  à  l'équation  pro- 
posée, quand  on  considère  seulement  les  valeurs  arithmé- 
tiques des  radicaux-,  mais  elle  vérifierait  cette  équation  si 

l'on  y  changeait  le  signe  du  radical  ^x  —  4- 

En  général ,  lorsqu'on  a  fait  disparaître  les  radicaux  con- 
tenus dans  une  équation ,  Péquation  rationnelle  à  laquelle 
on  parvient  doit  donner  toutes  les  valeurs  de  Finconnuc 
qui  conviennent  à  l'équation  proposée,  et  à  toutes  les  équa- 
tions qu'on  peut  en  déduire  en  ayant  égaixl  aux  différentes 
déterminations  des  radicaux;  car,  en  égalant  chaque  radical 
à  une  inconnue,  et  en  élevant  ensuite  les  deux  membres 
h  la  puissance  marquée  par  le  degré  du  radical,  on  obtient 
des  équations  qui  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  déter- 
minations des  radicaux. 

Il  peut  arriver  qu'aucune  des  racines  d(*  Téquation  finale 
produite  par  l'élimination  des  inconnues  auxiliaires  nr 
satisfasse  à  l'équation  donnée,  en  considérant  seulement  les 
valeurs  arithmétiques  des  radicaux;  dans  ce  cas,  Tc-qua- 
tion,  envisagée  de  cette  manière,  est  impossible. 

501.  Les  procédés  que  nous  venons  d'exposer  peuvent 
aussi  servir  à  former  une  équation  rationnelle  qui  admette 
pour  racine  une  expression  irrationnelle  donnée.  On  par- 
vient alors  à  une  équation  dont  les  racines  sont  les  diverses 
valeurs  que  prend  l'expression  proposée,  quand  on  a  égard 
à  toutes  les  déterminations  de  chacun  des  radicaux  qui  > 
sont  contenus. 

Supposons,  par  exemple,  que  Ton  demande  de  fonnei 
une  équation  délivrée  de  radicaux  qui  admcUe  pour  raciiit 
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3  3 

07  =  V"  "^"  v^ 

On  pourra  posci' 
il  où 

on  obtiendra  1  é^juation  demandée  par  réiimination  de  >. 
vt  de  2  entre  les  trois  dernières  équations. 

On  peut  aussi  éviter,  pour  cet  exemple,  de  recourir  à 

(les     inconnues    auxiliaires.    On    conclut    de    l'équation 

^  3 

:r  =  \a-{-  \l}^  en  élevant  les  deux  membres  au  rub(» , 

3 a  3       3 

<•('  qui  peut  s'écrire  ainsi 

- ^_       ï  _ 

jr'  —  a  —  ù  =  3  \ab  \^(i  -f-  ^b  ). 

Kn  remplaçant  ^a-\-\h  par  x,  et  en  élevant  ensuite  les 
deux  membres  au  cube,  on  obtient  une  équation  du  neu- 
vième degré  délivrée  de  radicaux. 

On  peut  encore  former  réi(uation  cherchée  d'après  celte 

ron sidéra tion ,  que  les  racines  de  cette  équation  sont  les 

j  _        3  _ 
diverses    valeurs   de    l'expression  y'a-f-vi,    lorsque   Ton 

combine  de  toutes  les  manières  possibles  les  trois  racines 

cubiques  de  a  et  les  trois  racines  cubiques  de  b.  Si  Ton 

représente  Tune  des  deux  racines  cubiques  imaginaires  de 

l'unité  par  a,  l'autre  est  a*  (n"212),  et  les  combinaisons 

dont  nous  venons  de  parler  fournissent  neuf  valeurs  de  x 

auxquelles  correspondent  les  facteurs  ci-après  : 

3  _  3  13  3  3 

X  —      ^a  —  v^,      .r  —      ^  —  a^»      -^  —      V^  —  «'V^j 
33  *_•  2  •_ 

X  —  ayÂ  —  y^,       r  —  ay/i  —  ol  yb  y      x  —  ay^  —  «'V^» 

3  j  _  3  3  :»_  .'• 

X  —  3t-  y  <7  —  y^^  ,      .r  —  «•'  y^^  —  «  ^/A  ,      .r  --  jt-  ^r/  —  a'  \lb . 
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Pour  former  le  produit  de  ces  facteurs,  on  remarquera 
que  l'on  a  a'=i,et  i-ha-f-a*  =  o>  puisque  i ,  a  et  a* 
sont  les  trois  racines  de  Téquation  y^  —  1=0.  En  faisant 
après  chaque  multiplication  partielle  les  réductions  qui 
pourront  être  effectuées  en  vertu  de  ces  deux  ^alités ,  on 
obtiendra  une  équation  du  neuvième  degré  en  x  qui  ne 
contiendra  aucun  terme  irrationnel. 

Résolution  générale  de  V équation  du  quatrième 

degré, 

502.  Les  calculs  que  nous  avons  développés  dans  le 
n^  488  conduisent  à  la  résolution  de  l'équation  générale  du 
quatrième  degré. 

Reprenons  Téquation 

(1)  X*  +  flo:*-!- Ax -h  r  =  o. 

Si  Ton  fait  ^*=z,  dans  l'équation  (7)  du  n**  488,  il 
vient 

{2)  «*  4-  2  aa'  -f-  («*  —  \c)z  —  A*  =  o. 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré ,  on  pourra  obtenir 
les  expressions  générales  de  ses  racines  (n°215).  En  les 
désignant  par  ^z\  ^z"^  4^''S  ^^^  valeurs  de  p  seront 
±  2  ^«',  ±i^Jz^'^  ±2  ^z"'.  Mais  les  valeurs  de  p  peuvent 
aussi  être  exprimées  au  moyen  des  quatre  racines  de  Téqtia- 
tion  (i);  et  si  Ton  représente  celles-ci  par  a,  6,  y,  <},  eu 
observant  que  leur  somme  doit  être  nulle,  on  trouve,  pour 
les  six  valeurs  de  p^  d:  («-+-6) ,  zb  («+7)5  ±  (a-f-^).  On 
a  donc 

On  déduit  de  là,  en  ayant  toujours  égard  à  la  relatioi^ 

(3)  «^±v^±:y^'±:\/?'. 
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Comme  a.  désigne  Tune  quelconque  des  quatre  racines 
«le  l'équation  (i),  la  formule  (3)  doit  donner  à  la  fois  les 
expressions  des  quatre  racines.  D'un  autre  côté,  Téqua- 
lion  (a)  ne  renfermant  que  le  carré  de  A,  elle  reste  la  même 
quand  on  considère ,  au  lieu  de  l'équation  (i),  Téquation 
.r*  H-  ax^  —  bx-\-cz=zo,  La  foimule  (3)  doit  donc  donner 
aussi  les  racines  de  celte  dernière  équation.  On  voit,  en 
eilet,  qu  en  raison  du  double  signe  de  chaque  radical,  Tex* 
pression  de  a  admet  huit  déterminations  différentes.  Pour 
fixclure  les  racines  de  Téquatioii  .r*  -|-  ax*  —  hx  -h  c  =  o , 
on  remarquera  quen  multipliant  entre  elles  les  trois 
quantités  a -h  6,  a  H- y,  a-+-^,  on  obtient  un  produit 
qui  se  compose  de  la  somme  des  produits  trois  à  trois 
des  racines  ce,  S,  y,  o,  augmentée  de  la  quantité 
la'H-a'o-ha'y-f-a'J;  cette  dernière  quantité  étant  nulle, 
puisqu'elle  revient  à  a'  (a  -h  6  -h  y  -+-  <J) ,  il  en  résulte  que 
le  produit  (a  -f-  6)  (a  -h  y)  (a  +  J)  est  égal  à  la  somme  des 
produits  trois  à  ^rois  des  racines  a^Z  ^y^à.  Or  cette  sonmie 
est  égale  à  —  h\  par  conséquent,  on  ne  doit  admettre  dans 
la  formule  (3)  que  les  combinaisons  des  signes  des  radicaux 
qui  satisfont  à  la  condition  que  le  produit  de  ces  trois  radi- 
caux ait  le  signe  contraire  à  celui  de  h. 

Supposons  que  les  déterminations  des   trois  radicaux 

représentées  par  -^  sjz'^  -\-  sjz"  et  -h  sjz"'  soient  telles,  que 
leur  produit  ait  le  même  signe  que  b  \  alors  les  quatre  racines 
(le  l'équation  (i)  seront  exprimées  comme  il  suit  : 

otKj.    f/équatioii  ['?)  a  nécessairement  une  racine  posi- 
liv«» ,  puisque  son  flernicr  terme  est  iicj^alif.  Les  deux  autres 
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racines  doivent  avoir  le  même  signe  ;  car  le  produit  des  iroi> 
racines  est  positif.  (>es  deux  racines  peuvent  aussi  être  ima- 
ginaires. 

La  formule  (3)  montre  que,*  lorsque  les  trois  racines  de 
l'équation  (2)  sont  positives,  l'équation  (i)  a  toutes  se$ 
racines  réelles.  Réciproquement,  Téquation  (i)  ne  peut 
avoir  toutes  ses  racines  réelles ,  à  moins  que  l'équation  (2) 
n'ait  ses  trois  racines  positives  ;  car  les  racines  de  Féqua- 
tion  (2)  sont  les  carrés  des  sommes  deux  a  deux  des  racines 
de  léquation  (i);  or,  si  les  racines  de  l'équation  (1)  sont 
toutes  réelles ,  les  sommes  deux  à  deux  de  ces  racines  seront 
aussi  réelles,  par  conséquent  les  carrés  de  ces  sonmiei* 
seront  positifs. 

Si  les    racines  2',   «'',  z'"   sont  positives,    le    produit 

{'hsJz'):x:{-\-\lz")x{-\-slz"')  sera  positif^  par  consé- 
quent, les  expressions  (4)  conviendront  seulement  au  cas 
où  b  sera  positif.  Si  b  est  négatif,  on  devra  changer  dans 
ces  expressions  le  signe  de  l'un  des  radicaux. 

Supposons  maintenant  que  les  racines  z!'  et  z"'  soient  néga- 
tives. Dans  ce  cas  les  radicaux  -h  sjz"  et  -h  ^z'"  peuvent  être 
remplacés  par  h  >l — i  et  k  ^ — 1,  heik  désignant  des  quan- 
tités positives;  le  produit  (-h  ^z')  x  (-h  ijz")  X  (-f-  ^' 
devient  donc  — hk^z'\  ainsi,  pour  que  ce  produit  ait  le 

même  signe  que  6,  il  faut  prendre  pour  •+-  sjz'  \z  déter- 
mination dont  le  signe  est  contraire  à  celui  de  b.  De  cette 
manière,  les  quatre  racines  sont 

-f-  s/2/  -f-  (A  —  /■)  \/ir7, 
-h  v^  -  (/*  -  /•)  sT^x, 

—  \/ï'  -h  (h  4-  /•)  sT-^j 
Ces  quatre  racines  sont  imaginaires,  à  moins  que  Ton  n'ait 
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^  =  A;  alors  les  deux  premières  expressions  se  réduisent  i\ 

la  quantité  réelle  \/z'. 

Supposons  enfin  que  les  deux  racines  2"  et  z"'  soient  ima- 

^naires  :  on  aura  z"  =ih-\~Ti  \J — i  et  z'"  =  h  —  k  \  —  i 
Les  deux  valeurs  de  ^z''  pourront  être  exprimées  par 
±z{m-^n)/'^)  (n^^aOS),  et  celles  de  y/'P^  seront 
±i{m  —  n  v/ — I  ).  Si  Ton  prend  pour  -+-  )fz"  et  -h  sfz^les 
deux  expressions  conjuguées  m  -f-  /i  V — i  et  m  —  n  y— i , 
on  aura  (n-  y/?')  x  (-4-  )/z^")  =  m*  H-  n*.  Ainsi,  pour  que 
le  produit  (+  s/z^)  X  (-t-  >/z^')  X  [-h  v^)  ^^^  ^^  même 
signe  que  b ,  il  faudra  prendre  pour  ■+-  sfz'  la  détermina- 
tion dont  le  signe  sera  le  même  que  celui  de  i.  De  celte 
manière  les  quatre  racines  seront 

— yfz''\-im^   —\fz'—2.m^    -+-v/a'-h2«^ — i,  -f-^«' — 2/i\/ — i- 

Les  deux  premières  racines  sont  réelles ,  les  deux  autres 
sont  imaginaires. 

Remarque,  —  L'équation  (2)  est  appelée  la  réduite  de 
Téquation  (i). 


1 


CHAPITRE  DIX-SEPTIÈME. 

DES    FORCrriONS    SYMÉTRIQUES.    DECOMPOSITION    DES    FBACTIOHS 

RATIONNELLES. 


Évaluation  des  Jonctions   symétriques   des   racines 

d'une  équation. 

504.  On  nomxa^  fonction  symétrique  de  plusieurs  quan- 
tités,  a,  &,  c,  etc.,  toute  expression  composée  de  tellr 
sorte  qu'elle  ne  change  pas  lorsqu'on  y  écliange  entre  elles 
ces  quantités  d'une  manière  quelconque;  ainsi  les  coeffi- 
cients d^une  équation  sont  des  fonctions  symétriques  des 
racines  \  de  même 

est  une  fonction  symétrique  des  trois  quantités  a,  b,  c. 

On  désigne  abréviativement  cette  fonction  par  S  (a*  A*), 
la  lettre  S  étant  employée  pour  exprimer  le  mot  somme. 

Quand  chaque  terme  de  la  fonction  ne  contient  qu'une 
seule  lettre,  comme  a^ -h  bf -\- cf* ~{-  etc.,  on  emploie  la 
notation  plus  simple  S^. 

La  fonction  S^  est  dite  fonction  symétiique  simple ,  on 
du  premier  ordre,  S  {a}b^)  est  une  fonction  double  y  ou  du 
deuxième  ordre,  S{a"*b''(f)  est  une  fonction  triple  y  ou  du 
troisième  ordre,  etc. 

Si  l'on  voulait  former  le  développement  de  la  fonction 
S(a"'i"c''),  il  faudrait  faire  tous  les  arrangements  trois  à 
trois  des  lettres  a,  ft,  c,  //,  etc.,  qui  devraient  être  conte- 
nues dans  la  fonction.  On  affecterait  ensuite  la  premièn^ 
lettre  de  chaque  arrangement  de  Texposant  ///  ;  la  deuxième 
lettre,  de  l'exposant  n\  la  troisième  lettre,  de  l'exposant  />. 
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Toutes  les  fonctions  symétriques  rationnelles  qui  ne  sont 
pas  comprises  parmi  celles  que  nous  venons  de  définir,  ne 
peuvent  résulter  que  de  la  combinaison  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs de  ces  fonctions  ;  c'est  pourquoi  celles-ci  sont  les  seules 
dont  on  ait  à  s^occuper. 

Lorsque  les  termes  d'une  fonction  symétrique  ont  des 
coefficients  autres  que  Tunité,  il  faut  que  leurs  coefficients 
soient  égaux  ;  on  a  ainsi ,  par  exemple,  S  (|  a*  è')  =  |S  (a*  i*) . 

« 

505.  Les  sommes  des  puissances  semblables  et  entières 
des  racines  d'une  équation^  peuvent  être  exprimées  ration- 
nellemeht  au  moyen  des  coefficients. 

Soient  a,  &,  c  , .  .  . ,  ^  les  m  racines  de  l'équation 


(i)  «"-h  A,x*-'-h  A,:r"-'-|-A. 


4-..  .-h  A«-,j:H-A*  =  o. 


Le  quotient  de  la  division  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion par  X  —  a  est  (  n^  380) 


7* 

<4> 


m — i 


a 

j:"-'-H/i' 

.-)_«*•-■ 

A. 

H- A.fl 

-f-A,fl— » 

-t-A,. 

H-  A,fl"— ' 

-)-A«_,. 


En  remplaçant  successivement  a  par  £,  par  c,  etc.,  on  a 
les  quotients  de  la  division  du  même  polynôme  par  les 
facteurs  x  —  i,  x  —  c,  etc. 5  et  si  l'on  fait  la  somme  de  ces 
m  quotients,  on  obtient  l'expression  suivante  : 


/WJT* 


l—l 


s. 

^-»  -f-      S, 

.r— \..4-S«_, 

m  A, 

-4- A.  S, 

-hA,S«_.. 

-h  w  A. 

-h   A,S^.; 

-h  m  A«_,. 


C\'tlc  somme  doit  être  égale  au  polynôme  dérive  du  preniici 
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K's  sotnmps  i]<»  puissances  supé- 
s  les  coeflicients. 

les  sommes  des  puissances  sein- 
ci  nés  di'  réquatîoii 

).r'  ■+■  4<)x  —  3o  ;=  o, 

,,    S.=  -89.    S,  =  55.3, 
S,  =  16419,     ^t'^- 

■s  résultais,  en  calculant  les  puis- 
<{ualion  proposée,  qui  sont  i,   a, 

imes  des  puissances  négatives  d<'s 
ncr  à  H  des  valeurs  négatives  dans 
,1  plus  simple  do  remplacer  dans 

ar  -■  On  a  ainsi  une  transformée 

/'"'.  (■"',  ote.  Donc  Itrs  sommes  dis 
sitives  dos  racines  de  celte  transfor- 
i  puissances  semblables  négatives, 

.  .,  _     L's  de  la  proposée. 

>liquani   relie  molhodo  à  l'équation    immérique 


Au  moyen  des  formules  {1)  et  (4) ,  lorsque  l'on  c<m- 
sommesSt.  Sj,  S,,  etc.,  jusqu'à  S„,.  on  peut  trouver 
fficicnrs  A,,  A,,  A,.. .  -,  A„. 

J.    Toute  Joiiclion  algéhrù/iu:  rationnelle  al  symé- 
-m  des  ritcint"i  tt'iina  équation,    peut   i'tra  cxprinu^c 
»êmt:Uotn4!iil  par  lis  tw-ffirit:rits  </f  uL'tte  équation. 
llMisidéniiLs  la  foitrlion  S  (a' !>'')■  Hi  I  oh  nuilliplii-  l'une 
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membre  de  l'équation  proposée  (n^  ^13), 

/wo*-'  4-  (ot  —  i)  A,  JC*-*  -h  (w  —  a)  A,  j?""-\  .  .  -f-  A*.,. 

Il  suit  de  là  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  jr 
dans  ces  deux  expressions  sont  égaux,  ce  qui  fournit  les 
m  —  I  équations 

S,      -HA,  =  o, 
S,     -h  A,S, -h  2Aj  =  o, 
(2)       IS3,     -f- AjS,-!- A3S, -h  3A3  =  o, 


S«— I  -h  A,  Sjn-î-h  AaS/n^a.  .  .-|-  (/W  ^  l)  Afl,_,  =  O. 

Pour  obtenir  les  sommes  S^,  S^^.,,  S„+,,  etc.,  on  multi- 
plie Féquation  proposée  par  x"^  il  vient 

remplaçant  successivement  x  par  chacune  des  racines  a ,  A, 
c,  etc.,  et  ajoutant  tous  les  résultats,  on  a 

\^)    ^m-Hi  "♦"  A|  Smi+ii— I  "4"  A2Sj||_^||_j.  .  .  -f-  Aai—i  S||^.|  -f-  AmSj,  =  o. 

Si  l'on  fait  successivement,  dans  cette  dernière  relation , 
/i=:o,  I,  2,  etc.,  en  remarquant  que  So=  0*^-4- i°-h...  =/w. 
on  obtient 

Sm     4-  Al  Sm-i  H-  Aj  Sm-7  •..-+-  A|^__,  S,  -h  m  A«  =  o , 

-  -.      I  S«n_i  -f-  A I  Sfl,     -h  A-  Sm~i  ...  H-  AjB«_i  Sj  -|-  Am  Si  =  o . 
(4)     \ 

S«i-».a  -f-  A|  Sai_f.|  -4-  Aj  Sin H-  Am— I  S3  -|-  Am  Si  =  o , 

etc. 

« 

En  résolvant  par  ordre  les  équations  (2)  et  (4) ,  on  trou- 
vera successivement  Si,  St,  S  g.  etc.,  et  chacune  de  ces 
sommes  sera  déterminée  au  moyen  des  coefficients  de  Fé- 
quation et  des  sommes  précédentes,  par  une  équation  du 
premier  degré.  On  voit  que  St  dépend  seulement  des  deux 
premiers  coefQcients  Aj  et  A, ,  que  S»  dépend  seulement  dt> 
trois  premiers  cocflicienls  Ai,  As ,  A^,  etc.,  cl  que  la  sommr 
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ouiposée  d'autant  de  termes  que  Ton  peut  faille  d'arrauge- 
I lieu ts  deux  à  deux  avec  les  m  racines,  et  ces  termes  sont 
tous  différents,  quand  les  deux  exposants  sont  diflërents^ 
mais  s'ils  deviennent  égaux ^  les  termes  sont  rendus  égaux 
deux  à  deux ,  de  sorte  que  S  (a"  h^  )  est  alors  égale  à  2  S  (a"  A"  ) , 
cl  on  a ,  d'après  la  formule  (5) , 

Pareillement,  si  n=p  dans  la  fonction  S(a"fe''c^),  cette 
lonclion  deviendra  2S(a"i"c''),  et  on  conclura,  par  con- 
séquent, de  la  formule  (6), 

Si  n=  p  =  Çy  h  fonctions  (a"  hf*c^)  sera  6S{a"  b"c").  et 
de  là  011  conclut 

Kn  général,  lorsque  a  exposants  deviennent  égaux  entre 
(*ux ,  la  valeur  de  la  fonction  est  égale  a  celle  de  la  fonction 
générale  du  mèm(»  ordre ,  divisée  par  le  produit  2.3.4'  •  •  *• 

Calcul  fie  V équation  aux  carrés  des  différences ^  au 
moyen  des  Jonctions  symétriques, 

5()8.   Soit  r équation 

x^-^  A.x"-'  -+-  A,.r"-'-f-.  .  .4-  A«=  o. 

Si  l'on  fait  —  ^  =  /i,  Téquation  aux  carrés  des  diffé- 
rences pourra  <>tre  représentée  par 

2"-f-  B.z"--'  -h  B,s'*-''-f-.  .  .-h  B„=  G  (n"467), 

et  il  s'agira  de  déterminer  les  coefficients  Bj,  R,, .  . . ,  B„. 

Désignons  par  S,,  S-,,  Srj,  etc.,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  m  racines  a .  h^  r,  etc..  de  l'équation  pro- 
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posée,  et  par  5|,  j,,  5,,  etc.,  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  /l' racines  (a  —  i)',  (a  —  c)*,  (b  —  c)',  etc., 
de  Tëquation  aux  carrés  des  difTërences.  La  question  sera 
résolue  si  Ton  parvient  à  obtenir  5i,  5s,  59,  etc.,  au  moyen 
de  St,  Ss,  Ss,  etc.^  car  les  sommes  Si,  Si,  Ss,  etc.,  pouvant 
être  exprimées  par  les  coefficients  connus  A],  Ai,  A»,  etc. 
(n?  505) ,  on  connaîtra  ainsi  les  sommes  Si,  St ,  5|,  etc.,  et, 
au  moyen  de  ces  sommes ,  on  pourra  évaluer  les  coefficients 
,   inconnus  Bj,  B, ,  Bj,  etc.  (n**  506). 

En  développant  les  puissances  [x  —  a)*'',  (r  —  ft)"'',  etc., 
ou  a  l'égalité 

(x  —  fl)'i» -4- (x  —  6)«P -f- (x  —  f)»/» -h .  .  .= 

1.2  I .2.3 

Si  Ton  suppose  successivement  dans  cette  égalité  x  =  a , 
6,  c ,  etc. ,  et  que  Ton  ajoute  tous  les  résultats ,  en  désignant, 
diaprés  la  notation  adoptée,  (a  —  />)*''-f-  (a  —  c)*'' -+-  etc. 
par  Spy  on  obtient 

2  Sp  —  /If  d  }  n  ~"*   2^  d|  !jj  « — I  *T"     — ^— — — ~^— —  03  dj  tt— 3  .    .    .   • 

Cette  formule  peut  être  simplifiée^  car,  dans  le  second 
membre ,  les  termes  également  éloignés  du  terme  du  milieu 
sont  égaux  et  de  même  signe;  par  conséquent,  si  l'on 
réunit  les  termes  égaux ,  en  désignant  par  K  le  terme  du 

milieu,  qui  est  in -^ Sp,eten  divisant 

les  deux  membres  par  «2 ,  on  a 

la  quantité  K  est  positive  ou  négative,  selo;i  que  p  est  un 
nombre  pair  ou  un  nombre  impair. 
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Prenons  pour  exemple  l'équation 

x^  -\-  px  -h  <7  r=  Ck 

L^équation  aux  <;arrë5  des  différences  sera 

2'  4-  B,  s'  4-  B,  z  4-  B»  =  o . 

On  trdttve ,  par  les  formules  (2)  et  (4)  du  n^  505. 

B,=  — i,, 

(^)  {B,  =  |(iî-xO, 

B5  =  i(3*if,  — 2J3—  *î)- 

Pour  obtenir  5i ,  5t ,  5s ,  en  fonction  des  sommes  Si ,  St ,  St ,  e te . , 
on  applique  la  formule  (i)  ci-dessus,  qui  donne 

x,  =  3S4-4s.S3-h  3s;, 

^3  =  386  — 68,85-4-  i58,S4—  loSJ. 

Il  faut  maintenant  évaluer  Si,  Sf ,. . .,  Se,  au  moyen  des 
coefficients  p  eiç  de  Téquation  donnée-.  Pour  cela ,  on  fait, 
dans  les  équations  (a)  et  (4)  du  n?  505, 

A|=ro,     .Aa=^,     A,  ==y,     A4  =  o,      Ai  =  o,...; 

il  en  résulte 

Si=o,         Si  =  —  ^Pf    S,  =  — S^, 
S,  =  2^%      Si  =  Spq^       Si  =  3  7»  —  2/?». 

Ces  valeurs  dé  Si,  St,  S|,  etc.,  substituées  dans  les  rela- 
tions (3) ,  conduisent  à 

j,  =  —  6/?,     j,=  i8;>%    ^3  =  — 66/?*  —  81  ç% 

et  la  substitution  des  valeurs  de  5i,  s^^  5|,  dans  les  rela-- 
tions  (2) ,  donne  enfin 

B,  =  6/?,     82  =  9/?%     B3  =r  4/?» -h  27  7'. 
5»  édit.  36 
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Par  conséquent ,  l'équation  aux  carrés  des  différences  est 

2*  -+-  6p^z  -h  Qp*z  -h  4/^  -h  27  9'  =  o. 

On  peut  simplifier,  dans  tous  les  cas,  le  calcul  de  l'équa- 
tion aux  carrés  des  différences,  en  faisant  évanouir  le 
second  terme  de  Péquation  proposée  \  car  on  diminue  ainsi 
toutes  les  racines  d'une  même  quantité ,  ce  qui  ne  change 
pas  leurs  différences. 

De  V élimination  et  du  degré  de  l  équation  Jinale. 

509.  Les  propriétés  des  fonctions  symétriques  peuvent 
servir  à  effectuer  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux 
équations. 

Soient  les  deux  équations  à  deux  inconnues 

(i)       ar--i-A,x-^'4-A,jr*-'-|-...-»-A^,x-|-A«  =  o, 

(2)  X*  -hB,x»~'  4- Bj a:*-»  H- .  .  .-+-  B,_,a:  -h  B,  =  o. 

La  première  est  du  degré  m ,  la  seconde  du  degré  n  ;  m  n'est 
pas  inférieur  à  n,  et  les  coefficients  A«,  Ai,  A|,  etc.,  B|, 
Bt ,  B),  etc.,  sont  des  fonctions  de  y  (n^  456). 

Supposons  qu'on  ait  résolu  l'équation  (i)  par  rapport 
à  JT,  et  soient  a,  &,  c,  etc.,  les  m  racines  qui  seront  dos 
fonctions  de  j\  Si  Ton  fait  successivement,  dans  l'équa- 
tion (2) ,  a:  =  a ,  T  =  i,  X  =  c ,  etc. ,  on  obtiendra  m  équa- 
tions qui  ne  contiendront  que  l'inconnue  y  y  et  qui  seix>nt 

a»  -h  B,fl— •  -h  B,û"- M-. .  .-h  B„^,<ï  4-  B»=  o, 

.^"-^-B.^-'-h  Bjô"-'-*-. .  .-|-B,_,^  H-  B,=:o, 

(3)  {  . 

etc. 

Toutes  les  valeurs  de  y  qui  satisfont  à  l'une  des  équa- 
tions (3),  conviennent  aux  équations  (i)  et  (2).  En  effet . 
soit  6  une  racine  de  la  première  équation 

û»  H-  B,  «"-'  -h      .  =  o  , 
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et  soit  OL  la  valeur  de  x  qui  résulte  de  la  substitution  de  S  à 
la  place  de  y  dans  a.  Les  valeurs j^  =  S)  x  =  a  satisferont 
à  l'équation  (a)^  elles  satisferont  aussi  à  Téquation  (i), 
puisque  celle-ci  est  vérifiée  par  a:  =  a ,  quelle  que  soit  y. 
Il  est  facile  de  voir  que ,  réciproquement ,  si  j^  =  6  et  x  =  a 
est  une  solution  du  système  des  équations  (i)  et  (2) ,  la 
valeur^  =  6  devra  vérifier  l'une  des  équations  (3). 

Il  suit  de  là  qu*en  faisant  le  produit  de  toutes  les  équa- 
tions (3),  on  aura  Y  équation  finale  en  j^.  Or,  les  facteurs 
de  ce  produit  restant  les  mêmes  quand  on  échange  entre 
elles,  d^une  manière  quelconque ,  les  racines  a,  &,  c,  etc., 
le  produit  sera  une  fonction  symétrique  de  ces  racines; 
par  conséquent  il  pourra  être  exprimé  rationnellement  par 
les  coefficients  Ai,  A, ,  As,  etc.,  de  Téquation  (i). 

Prenons  pour  exemple  deux  équations  que  nous  avons 
déjà  traitées  par  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur 
[exemple  iv ,  page  5 1 2), 

[y  —  2)*'  —  2JC-f-5/  —  a=:0, 

fx*  —  Sx  -^  ê^y  =0. 

Soient  a  et  &  les  valeurs  de  x  déterminées  par  la  seconde 
équation:  en  les  substituant  dans  la  première  équation, 
on  a 

(j^—  2)  a* —  2<l  -h  5^  —  2riO, 

(jr  —  2)  é'  —  a  ^  -h  5j  —  2  =  o; 
et  en  faisant  le  produit  de  ces  deux  équations ,  on  obtient 

(jr-2)/l'A»-2(r-  2)S.fl'6-f-(j— 2)(57— 2)S.— 2{5j-2)S, 

-f-  4  «*  4-  (5^  —  2)»  =  G. 

Il  faut  évaluer  les  quantités  ai,  a' A',  Sj,  Sj  et  S  («*i).  Or, 
a  eib  étant  les  deux  racines  de  Téquation 

jrx^  —  5x  -4-  4r  =  o, 

36. 


5G4  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

on  sait  que 

5 

« -V  ^  = -ï     et     ab  =  i,         d'où     a'A'==i6. 

X 

On  peut  obtenir  les  valeurs  des  deux  autres  quantités  sans 
recourir  aux  formules  générales;  car 

par  suite, 

Ces  diverses  valeurs  donnent,  après  toute  réduction ^  Të- 
quation  finale 

r'  -\-  I  a/*  4-  87  j*  —  200/  4-  1 00  :=  o. 

510.  Le  degi'é  de  Véquation  Jinalc  qui  résulte  de  V éli- 
mination d'une  inconnue  entre  deux  équations  à  deux 
inconnues,  ne  peut  pas  être  supérieur  au  produit  des 
degi^és  des  deux  équations. 

Le  produit  des  premiers  membres  des  m  équations  du 
système  (3)  (page  56^),  est  une  somme  de  termes  tels  que 

BArt"-*XB4Ô"-*XB/A— 'X...,  ou  (BaB*B/...)(û*~**""*«*-'...) 


•  /» 


et  comme  ce  produit  est  une  fonction  symétrique  des 
racines  a^b^  c^  «te,  le  coefficient  B^BiiB/.  . .  multiplie  une 
somme  qui  se  compose  de  tous  les  termes  de  la  fonction 
symétrique  S  (a"""*  i"""*c'''"'...)-,  il  suffit  donc  de  démontrer 
que  le  plus  fort  exposant  de  y  dans  le  produit 

( BaB*B/.  . .  )  X  S  (û--* ^•-*c*-' .    .  ) 

ne  surpasse  pas  mn.  Or  Texposant  de  j^  est  au  plus  égal  à  h 
dans  Ba,  h.  h  dans  B^,  etc.  (n°4o6);  par  conséquent,  la 
somme  des  exposants  de  >  dans  le  produit  B^B^B/.  .  .  nV>t 
pas  supérieure  à   h-^-k-^l.,,.    D'un  autre  côté,   en   m 
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reporlaiu  aux  équations  (2)  et  (4)  qui  doiineut  Si,  S^,  etc. 
(n"  505),  on  voit  que  Si  ne  peut  être  que  du  premier 
degré  en  y,  S)  du  deuxième  (legré ,  et  en  général ,  S^  du 
degré  p.  Donc  le  produit  S„_a  X  S„_ji  X  S,i_/ .  - .  est  au 
plus  d'un  degré  marqué  par  n  —  h-\-  n  —  k  -\-n  —  /-t-  etc. 
ou  mn  —  (A  +  ^  H-  '  -h  etc.)  \  et ,  par  suite ,  d'après  les 
formules  qui  donnent  les  valeurs  des  fonctions  doubles, 
triples,  etc.  (n^  507) ,  la  fonction  symétrique 

est  aussi ,  au  plus ,  du  même  degré  mn  —  (A  -f-  Ai  -f-  /. .  .  ) . 
Donc  le  plus  fort  exposant  de  j*  dans 

(BaBaB/.  . .)  X  S(fl«-*ft'-*r— '. .  .) 
n'est  pas  supérieur  à 

Cette  démonstration  a  été  étendue  par  Poisson  ,  au  cas 
où  l'on  élimine  m  —  i  inconnues  entre  m  équations  à  ni 
inconnues.  [Journal  de  V École  Polytechnique ,  cf  cahier.) 

Décomposition  des  fractions  rationnelles. 

flx) 
5H.  Soit  =77-;  une  fraction  dont  les  deux  termes  sont 

des  fonctions  entières  de  x.  Supposons  que  les  deux  termes 
n'aient  pas  de  facteurs  communs,  puisque,  s'ils  en  avaient, 
on  pourrait  les  supprimer  ^  supposons  aussi  le  degré  du 
numérateur  moindre  que  celui  du  dénominateur,  attendu 
que,  s'il  était  plus  grand,  on  obtiendrait,  en  effectuant  la 
division,  une  partie  entière,  avec  une  fraction  dont  le 
numérateur  serait  d'un  degré  moins  élevé  que  le  dénomi^ 
nateur.  Soit ,  «»n  outre , 
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a  étanl  une  des  racines  de  Téquation  F  (x)  =■  o,  et  J**i  (x) 
un  polynôme  entier  qui  ne  contient  plus  le  facteur  x  —  a. 
Nous  allons  prouver  qu'on  pourra  décomposer  la  fraction 

~— .  en  deux  autres ,  de  cette  manière  : 

F(x) 

^^  F  (x)  "~  (x-  a)"       (x  —  a)—»  F,  (*)  ' 

Â  étant  une  constante  etfi  (x)  un  polynôme  entier. 
En  effet,  on  a  identiquement,  et  quel  que  soit  A, 

m^ /W  ^       A  /(x)-^AF.(x) 

F(x)       (x  — fl)«F,(x)       (x  — a)"       (x  — fl)"F,(x)' 

Pour  que  le  facteur  x  —  a  ne  soit  qu*à  la  puissance  n  —  i 
dans  le  dénominateur  de  la  dernière  fraction ,  il  suffit  que 
le  numérateur  y(x)  —  AFi  (x)  soit  divisible  par  x  —  a  ;  or 
cette  condition  sera  remplie  si  Ton  a 

/(«)-AF.{fl)  =  o,     d'où     A=:M. 

On  obtient  ainsi  pour  A  une  valeur  finie ,  déterminée  et 
différente  de  zéro ,  puisque ,  les  polynômes  ^(x)  et  Fj  (x) 
n^étant  pas  divisibles  par  x  —  a ,  les  quantitésy(a)  et  F,  (a) 
sont  toutes  deux  différentes  de  zéro. 

On  voit  de  plus  que,  si  le  dénominateur  F  (x)  est  du 
degré  m ,  auquel  cas  le  numérateur  f(x)  sera  au  plus  du 
degré  m — i ,  la  fonction  y,  (x)  sera  au  plus  du  degré  m —  2, 
puisqu'elle  est  le  quotient  de  f[x)  —  AFi  (x)  par  x  —  a ,  et 
cpie  F|  (x)  est  tout  au  plus  du  degré  m  —  i . 

Enfin  les  fonctions  J\  (x)  et  Fi  (x)  n^auront  aucun  fac- 
teur commun  ;  car,  si  elles  en  avaient  un ,  le  second  membre 
de  Fégalité  (i)  se  réduirait  à  une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur serait  d'un  degré  moindre  que  celui  de  F(x). 
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On  aura,  par  une  décomposition  semblable, 

AW ^        A.  %(x) 

{x  —  û)"-'  F,  (or)        {x  —  «)'«-•        (x  —  û)»- »  F,  {x)  ' 

/i  (x)  sera  au  plus  du  degré  m  —  3 ,  et  n'aura  aucun  fac- 
teur commun  avec  F,  (x).  Il  faut  remarquer  seulement 
que  Al  pourra  être  zéro,  attendu  que  y,  (x)  pourra  être 
divisible  par  x  —  a. 

En  continuant  ainsi ,  on  obtiendra 


A^)            A                  A, 

.     A,_.     _    <t{x) 
•^x-a    '    F,(x) 

¥{x)~  {x     a)-       {x      a)—'   '    " 

La  fonction  cf  (x)  sera  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  Fi  (x) , 
et  n'aura  avec  Fi  (x)  aucun  facteur  commun. 

Si  Ton  a  F,  (x)  =  (x  —  b)f  F,  (x) ,  b  étant  une  seconde 
racine  de  Téquation  F  (x)  =  o,  il  en  résultera 

y(-^)  _        B         ,  B.  ,     B^_,         y.(a:) 

F.(x)  ~-(x—by'^(x-  b)P-'  '^    "^  x—b       Y,{x) 

En  poursuivant  ces  opérations ,  on  parviendra  à  un  dére- 
loppement  qui  ne  comprendra  que  des  fractions  dont  les 
numérateurs  seront  constants,  et  dont  les  dénominateurs 
seront  les  diverses  puissances  des  facteurs  correspondants 
aux  racines  de  l'équation  F(ar)  =  o. 

512.  Les  explications  par  lesquelles  nous  avons  établi 
c!ette  proposition  montrent  en  même  temps  comment  on 
obtiendra  les  numérateurs  A,  A],  etc.  On  aura  d'abord 

A  =  ^,     e.    Mx)=MlZ^M. 
F ,  (fl)  ^  X  —  a 

On  aura  ensuite 

'^'-fM'     "'    ■^'(•'^)-         x-a 

ainsi  de  suite. 
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Les  coefficients  B,  Bi,  etc.,  correspondants  à  la  racine  b, 
s'obtiendront  de4a  même  manière,  au  moyen  des  fonctions 
(f(x)  etF,(x). 

Mais  ce  procédé  serait  peu  commode ,  et  il  est  avanta- 
geux de  lui  en  substituer  d'autres. 

513.  On  peut  employer  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés dont  on  verra  ci-après  d'autres  exemples.  En  sup- 
posant la  décomposition  effectuée,  on  aura  une  égalité 
dans  laquelle  on  fera  disparaître  les  dénominateurs^  et 
comme  cette  égalité  devra  subsister  quelle  que  soit  la  valeur 
de  j?,  on  devra  égaler  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  X  dans  les  deux  membres.  Il  est  facile  de  reconnaitre 
qu'on  obtiendra  ainsi  autant  d'équations  quMl  y  aura  de 
numérateurs  à  déterminer.  Toutes  ces  équations  seront 
d'ailleurs  du  premier  degré. 

Soit  la  fraction  ' 

X^  —  2 

{x—  i)*(j:-f- i)  (xH- 2) 
On  posera 

x>  —  2  A  A,  B  C 


(X— l)'(x-f-l)(xH-2)  {X  —  l)'  X  —  I  X-hl  X-h2 

En  chassant  les  dénominateurs,  et  en  égalant  ensuite  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  obtient  ces  quatre  équations 

A,  +     B  -+-     C  =  1 , 

A4-2A1—     C  =  o, 
3A—     A,  — 3B  — C  =  o, 
2A  —  2A,-+- 2B -hC=— 2. 

On  en  conclut 

=  —  -y,        A,  — 7J,        O  —  —  7,       Ka —     ,. 

514.  Si  a  est  une  racine  simple  de  Téqualion  F  (x)  =  o, 
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on  pourra  trouver  immédiatement  le  numérateur  de  la 
fraction  correspondante  au  facteur  x  —  a,  sans  avoir  à 
calculer  le  quotient  de  F  (or)  par  x  —  a.  En  eflei,  on  a  vu 

«lu'en  représentant  ce  quotient  par  F.  (x) ,  on  a ..  =  M , 

mais,  d'un  autre  côté,  la  fonction  dérivée  F' (x)  étant  la 
somme  des  quotients  qu'on  obtiendrait  en  divisant  F  [x)  par 
cliacun  de  ses  facteurs  du  premier  degré  (n^  413) ,  et  tous 
ces  quotients ,  à  PeTcception  de  Fi  (x) ,  renfermant  le  fac- 
teur x —  a,  et  devenant  par  conséquent  nuls  quand  on  y 

fait  X  =  a,  on  a  F,  (a)  =  F' (a)  ;  donc  A  =^^- 

Considérons  maintenant  une  racine  multiple.  Soit 

A^)  _        A A^ A^.  y(j:) 

F(x)  "^  (x— a)"  "^  (x— «)»- "^' • '"^  a:  - /i  "^  F,(2')' 

Fj  (x)  étant  le  quotient  de  ¥(x)  par  (x  —  a)",  et  ne  conte- 
nant plus  le  facteur  x  —  a. 

On  conclut  de  cette  égalité,  en  chassant  les  dénomina- 
teurs ,  et  mettant  -, — ^-^  au  lieu  de  Fi  (x) , 

^  '  [x — û)"  (x — II)"   •  X  —  a      ^  /   T\  / 

On  a ,  en  changeant  x  v.n  a  '\-  x  —  a  ^ 

f{x)  =f[a)  ^€^[0:^0)  H-^  {x  -  ay^..., 

I  1    •  ^ 

et  puisque  F(x)  et  ses  n  —  i  premières  dérivées  sont  nulles 
pour  x  =  a^ 

F  (x)  =  -i ^  (.r  ~  ny  ^  — i J^  (.r  -  /i)-^-  -H .  .  . . 

^    '  1.2.../?^  ^  I  .2..  .(«  4-  0 

En  mettant  ers  développements  à  la  place  de  J(x)  et  d<' 
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F(.r),  dans  iVgalité  précédente,  il  vient 


1 .2. .  ./i 


I  1 .2. .  .(/iH-i)  I    2    .    «  P  ' 


etc. 


,=(x— rfV 


(  I.2...(/i— l)  1.2. ..(2/1—1)  1.2.../l)^ 


4-  etc. 


11  suit  de  cette  égalité  que  le  premier  membre  doit  être 
divisible  par  [x — a)"  ;  et  conmie  tous  les  termes  qui  suivent 
le  dernier  de  ceux  qui  sont  écrits  sont  divisibles  par 
(x —  a)",  il  faut  que  les  coefficients  de  toutes  les  puissances 
de  Jî — a,  jusqu'à  celui  de  [x — a)"**  inclusivement ,  soient 
nuls,  cette  condition  fournit  n  équations,  par  lesquelles  on 
déterminera  les  n  coefficients  A,  Ai, ... ,  A„.i. 

En  prenant  pour  exemple  la  fraction r^. ^  »  on 

^JC  —  Ij    ^X  "T"  2j 

obtient  le  développement  suivant  : 

I  i  23 


3(x— i)'       g(j? — 1)»       27(j:  — 1)       27  (x -f- 2) 

515.  On  peut  effectuer  la  décomposition  relative  aux 
racines  multiples  par  une  méthode  qui  n'exige  que  rem- 
ploi de  la  division  algébrique. 

En  supposant,  comme  précédemment, 

F(j?)=(x  — flr)»F,(x), 

on  fera  j;  =  a  -f-  x  dans  la  fraction  ~-,  ;  eUe  deviendra 

F{x) 

--~7 ~  Or,  si  Ton  effectue  la  division  def(a  -+-  z)  par 

sî" F| \o  ■+•  zj  ^ 

p,  ^a-^  x)^  en  ordonnant  ces  polynômes  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  ^ ,  et  eu  arrêtant  le  quotient  au  terme 
du  degré  n  —  i ,  le  reste  sera  un.  polynôme  dont  tous  )e> 
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Kermès  seront  divisibles  par  i;";  soit  «"R  ce  reste,  R  sera 
cin  polynôme  entier,  et  on  aura 

F,  (û  -i-  z)  F,  (fl  -h  z) 

D'où  Ton  conclura,  en  divisant  par  z"  et  remplaçant  z 
par  X  —  a, 

/I-^)  _        A  A.  A,-.  (p(x) 

(x  —  a)'»F,(x)  ~  (:r  — fl)"  '^  (x  —  û)»-  "*"'  '  '"^  x  — a  "^  F.(x) 

Pour  trouver  les  fractions  simples  correspondantes  à  une 
autre  racine  multiple  h ,  on  appliquera  la  même  méthode  à 

la  fraction  ^  ;.  ;-  On  obtiendra  ainsi  une  troisième  fraction 

sur  laquelle  on  continuera  l'opération. 

516.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  supplique  aux 
racines  imaginaires  aussi  bien  qu'aux  racines  réelles;  mais, 
pour  les  racines  imaginaires,  il  est  préférable  de  modifier 
la  forme  du  développement,  de  manière  à  n'obtenir  que  des 
fractions  exprimées  par  des  quantités  réelles. 

Considérons  deux   racines  conjuguées,   a  +  ëy' — i  et 

gi  —  6  ^ — I ,  et  supposons  d'abord  que  le  facteur  corres- 
pondant à  ces  racines  n'entre  qu'une  fois  dans  le  polynôme 
P(x).  Les  numérateurs  des  fractions  simples  données  par 
ces  racines ,  seront 

F' (a  -H  6  V^)'      F'f«  —  ^  \/— '  )' 


La  première  quantité  étant  A  H-  B  y— i ,  la  seconde  est 
A  —  B  ^ — I ,  et  la  somme  des  deux  fractions  est 

-— -; ^  -^t       ^^"       7 TT-      ^   ' 

j:_a— 6/=7        r-x-f-Çv'-i  (.r  —  a)' -h  Ç' 
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on  réduisant  au  même  dénominateur  et  en  faisant 

7.A  =  M     et     —  2(Aa -+-86)  =  ^. 

Supposons  actuellement  que  le  facteur  du  second  degré 

correspondant  aux  deux  racines  a  -+-  6  ^ — i  et  a  —  6  V— i, 
entre  plusieurs  fois  dans  F(x).  Représentons  ce  facteur  par 
X*  -h^px  +  9,  et  soit  F  (x)  =  (x*  H-  px  -h  y)" F,  (x). 
On  posera,  dans  ce  cas, 

/(x)_       Mx-f-N  M,x-f-N, 

F{x)  "~  (JT»  -f-/?.r  -f-  qy       (x»-t-/?x  -h  g)"-'  "*"'** 

M»^,x-hN«_i    ,    ç(x) 


x^-i-px-tq         F,(.r) 

On  conclut  de  cette  égalité 

Celle-ci  montre  que/(x)  —  (Mx  -+-  N)  Fi  (x)  doit  être  divi- 
sible par  x'  H-^x  -h  ^,  par  consécpient,  il  faut  que,  si  l'on 

fait  x  =  «-h6^/^  dans /(x)  — (Mx-|-N)F,(x),  le 
résultat  soit  zéro.  On  obtiendra  ainsi  une  équation  qui  ^ 
partagera  en  deux  autres ,  au  moyen  desquelles  on  déter- 
minera M  et  N. 
Soit 

x»-h/?x-h7  ^^  '' 

la  quantité  /i  (x)  —  (MjX  -h  N,)  Fj (x)   devra   aussi  eue 
divisible  par  x'-f-px-h^î  et  par  conséquent,   si  Ion  y 
remplace  x  par  a  -f-  6  ^ — i ,  le  résultat  devra  être  zéro ,  tf 
qui  déterminera  M|  et  N, . 
De  même,  en  posant 

/:(x)-(M.x4-N.)F.(x)  ^ 
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J  faudra  que^i  (x)  —  (M,a:  -h  jN,)  Fi  (x)  soit  divisible  par 
px  +  </,  et  devienne  par  conséquent  zéro  quand  on 


fera  x  =:  a  -+•  6  ^ — i ,  ce  qui  déterminera  Mt  et  N,.  Ainsi 
de  suite. 

CommeF,  (x)  nepeutpasdevenirzéropourx=aH-6^ — i, 

on  aura  pour  tous  les  coefficients  M,  N,  Mi,  Ni ,  etc.,  des 
valeurs  finies,  ce  qui  démontre  la  possibilité  de  la  décom- 
position qu'on  avait  établie  d'une  manière  hypothétique. 

Soit  la  fraction 

2X*' —  5x^-1-  I 

On  a 

/{x)  =  20:*  —  5x*-Hi,      F,  (j:)=:d:'  —  3x-f-2, 

x^-\-  px  -h  q  =  x^-h  i  j      a  -h  6  ^ — I  =  ^ — I. 

D'après  ces  valeurs,  on  trouve  d'abord 


Mv/::^-hN=^'^^V-^;     d'où     M  =  |,     N  =  -t 

I  —  3  V — I  ^  ^ 

On  a  ensuite 

2X*— 5x^-4- I  —  t(7'^"~6)('^* — 3x-f-2) 

/  W  = ^rqpi 

=  i-(iox'  —  3ixH-  17); 


M.V:=74.N,  =  Jpi^^,    d'où    M.=  -ii,    N.=  i^, 

^  5(1— 3  v^^^)  5®  5o 

^  -^(lox'—  32X-I-  17)  — 7y(— iix-f-  io3)(x» — 3xH-  2) 


x'  4-  1 


/ «,        —  36  4-  1 1  J — I 

5of,  — 3v/^) 
d'où 

M  __       97        ^  _       % 

31 .  m  —  x î         *  :  —  —  7: —  • 

5oo  5oo 
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On  a  ainsi ,  pour  les  trois  fractions  partielles  correspon- 
dantes au  facteur  (x*  -h  i)', 

73?  —  6        —  Il  x4-  io3       —  97 *  —  69 

5(x«-f-i)>'       5o(x»4-  ly   '      5oo(x»-f.i)  • 

En  joignant  k  ces  fractions  celles  que  donnent  les  facteurs 
simples  du  trinôme  x*  —  3  x  +  2 ,  et  qu'on  obtient  comme 
nous  Favons  expliqué  daas  le  n^  514,  on  a  le  développe- 
ment suivant  : 

'  7  97x4-69 


4(x  —  i)       125  (x— 2)      5oo(x*H-i) 

11x4-1  o3        7X  —  6 


4--, 


5o(x*4-  0*        5(x»4-i)' 

517.  Au  lieu  d^opérer  comme  nous  venons  de  le  faire, 
pour  calculer  les  coefficients  M,  M ,  Mi,  N|,  etc.,  on  poiu^ 
rait  employer  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 
On  peut  aussi  remarquer  que ,  d'après  l'égalité  (a) ,  en  fai- 
sant passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  à 
l'exception  du  seul  terme  (x*  4-  px  4-  </)"  9  (x) ,  le  premier 
membre  devra  être  divisible  par  (x*  4-  px  4-  ^)",  ce  qui 
exigera  qu'il  devienne  nul ,  ainsi  que  ses  /i  —  i  premières 

dérivées ,  pour  x  =  a  4-  6  y— 1  ^  de  sorte  qu'en  mettant 
cette  valeur  de  x  dans  ce  polynôme  et  dans  ses  n  —  i  pre- 
mières dérivées,  et  en  égalant  les  résultats  à  zéro,  on  attra 
n  équations  qui  se  partageront  chacune  en  deux  autres ,  an 
moyen  desquelles  on  déterminera  les  2  //  coeiBcients  M,  N. 
M,,  Nj,  etc. 

518.   Une  fraction  donnée  —^  '  ne  peut  être  décomposée 

que  d'une  seule  manière  en  fractions  partielles ,  telles  qu^ 
celles  que  nous  venons  de  considérer. 

En  eilet,  1^  les  dénominateurs  des  fractions  partielles  m* 
peuvent  être  que  des  facteurs  de  F(x).  Car,  soit  X  un  fac- 
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teur  du  premier  degré ,  ou  un  facteur  du  second  degré  de 
la  (brme  (x  —  a)*  H-  6%  qui  ne  soit  pas  l'un  de  ceux  de 
F(j:)  ^  si  l'on  suppose  que  l'une  des  fractions  partielles  ait 
pour  dénominateur  X**,  après  la  réduction  de  toutes  ces 
fractions  au  même  dénominateui*,  X  divisera  tous  les  numé- 
rateurs, à  l'exception  d'un  seul;  donc  il  ne  divisera  pas 
leur  somme ,  donc  la  somme  de  ces  fractions  ne  pourra  pas 

être  ^ale  à  ^. 

2^.  Si  X  est  un  des  facteurs  de  F  (x) ,  et  s'il  entre  dans 
F  (x)  à  la  puissance  n ,  et  n'y  entre  pas  â  ime  puissance 
plus  élevée,  on  verra,  par  le  même  raisonnement,  qu'on 
ne  pourra  obtenir  aucune  fraction  ayant  pour  dénomina- 
teur X'*'*'%  ou  une  puissance  plus  élevée  de  X.  On  en  aura 
nécessairement  une  dont  le  dénominateur  sera  X"  ;  autrt;- 
ment,  en  réduisant  toutes  les  fractions  au  même  dénomi- 
nateurf  et  les  ajoutant,  on  obtiendrait  une  fraction  dont  le 
dénominateur  ne  contiendrait  le  facteur  X  qu'à  une  puis- 
sance inférieure  à  la  n*'"". 

3^.  Enfin ,  la  fraction  donnée  ne  pourra  pas  être  égale 
en  même  temps  à  plusieurs  sommes  de  fractions  ayant  les 
mêmes  dénominateurs ,  et  des  numérateurs  différents;  car, 
diaprés  ce  qu'on  a  vu  dans  les  n^*  514  et  516 ,  en  supposant 
la  décomposition  effectuée,  on  ne  peut  obtenir,  pour  le 
numérateur  de  chacune  des  fractions  simples ,  qu'une  seule 
valeur  (*). 

(  *)  La  dernière  partie  des  explications  du  n<*  tf  18  ne  s^appliquerait  plus, 
ai  Ton  n^avait  employé  que  la  méthode  du  x\^  «SliS,  pour  établir  la  possi- 
bilité du  déreloppement  et  pour  calculer  les  valeurs  des  constantes.  Mais , 
dana  ee  cas,  on  ferait  la  démonstration  comme  il  suit  : 

Supposons  qu''il  existe  deux  développements  différents,  et  représentons- 
les  par 

A  B  A^  R^ 

n  et  If'  étant  les  plus  forts  exposants  de  x  —  a  dans  les  deux  dc^eluppemcnls. 
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Si  ToD  D^a  pas  n  =  n'y  soit  n  >  n'  ;  on  conclura  de  Téc^lité  des  deux  défe- 

loppements,  en  mettant  la  fraction  t r-  seule  dans  un  membre, w  » 

(x  —  a)"  ' 

multipliant  par  (x  «^  a)",  que  la  constante  A  serait  égale  à  une  qnuiiité  qui 
deviendrait  nulle  pour  x  =  a;  il  faudrait  done  que  Ton  eût  A  =  o.  Il  sait 
do  là  que  les  plus  forts  exposants  de  x  —  a,  de  part  et  d'autre ,  sont  égaux. 
Cela  posé ,  si  l'on  n^a  pas  A  =  A',  en  retranchant  de  chacun  des  deux  déTc^ 

loppements  la  quantité  - — ^   >   9  les  restes  devront  être  égaux  ,  ce  qui  len 

contraire  à  la  conclusion  ci-dessus ,  puisque  Fun  d*eux  contiendra  eucore 
en  dénominateur  (x  —  a)»,  et  dans  Pautre  il  n^  aura  pour  dénomlnatae 
que  des  puissances  moindres  de  x  —  a. 

Les  deux  fractions  correspondantes  aux  plus  hautes  puissances  de  x  —  « 
devant  être  les  mômes  de  part  et  d'autre ,  on  pourra  les  supprimer,  et  es 
raisonnant  de  la  même  manière,  on  prouvera  que  les  fractions  qui  auroot 
pour  dénominateurs  les  plus  hautes  puissances  du  même  binôme  x  — a, 
ou  d'un  autre  binôme  ^  dans  l'un  et  l'autre  reste ,  devront  être  identiques. 
En  continuant  ainsi,  on  démontrera  que  les  fractions  simples  des  dem 
développements  sont  égales  chacune  à  chacune. 

On  fera  une  démonstration  semblable  pour  les  fractions  oorrespondant» 
aux  facteurs  du  second  degré  de  la  forme  (x  —  a)'  -f-  6V 


«M^i%VM<MWW«««««  WM%«»%««  ^ 


k«MA»M*^M  vv  ^\•'v<^<^^<^%V»>»^»»<»'%\^^'<^»^^^^>*v^^^>^w» 
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Développements  par  la  méthode  des  coefficients 

indéterminés. 

519.  Considérons  une  expression  fractionnaire 

a  -\-  bx  -\-  rx' 

—     -  il'  • 

///  H-  rix  -h  px"^  -J-  qx^ 

Si  Ton  effectue  la  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur, en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  X,  il  en  résultera  une  suite  qui  se  prolongera  indéfini- 
ment ,  et  qu'on  peut  représenter  par 

A-f-Bx-hCx'-f-Dx^-h.  •., 

les  coefficients  A,  B,  C,  D,  etc.,  étant  des  quantités  indé- 
pendantes de  jc,  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Ce  quotient, 
multiplié  par  le  diviseur  m  -h  nx-hpx*  -f-  </x%  devra  repro- 
duire le  dividende  a  -\-bx  -h  ex'  5  or,  en  effectuant  la  mul- 
tiplication ,  on  obtient  le  produit  ci-dessous  : 


m  K 


x-h/wC 

x'-f-/wD 

.r^  -f-  /n  E 

H-  /i  B 

-f-  /iC 

-u  /iD 

4-/?A 

-}-  />B 

-h  /?C 

H-  7  A 

-h  17B 

Pour  que  ce  produit  soit  identique  avec  le  dividende ,  il 
faut  que  les  coefficients  des  trois  premiers  termes  soient 
respectivement  égaux  aux  coefficients  a,  i,  c,  et  que  les 
roeffîcients  de  tous  les  autres  termes  soient  nuls  \  de  sorte 

5«  édil.  37 
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que  Ton  doit  avoir 

m  A  =  « , 

/«  B  -H  /i  A  =r  ^ , 

iwC  -f-/iB-+-y7A  =  f, 

wD-l-/?C-f-/?B-f-7A;=o, 

//f  E  4-  /J  D  -f-  /^  C  -h  7  B  =  6 , 
etc. 

La  première  équation  fait  connaître  la  valeur  de  A.  La 
deuxième  donne  la  valeur  du  coefficient  B  au  moyen  dp 
celle  de  A.  La  troisième  fait  connaître  la  valeur  du  coeffi- 
cient C  au  moyen  de  celles  de  B  et  de  A.  D'après  la  qua- 
trième équation  et  les  suivantes ,  qui  sont  toutes  de  la  même 
forme ,  on  obtient  chaque  coefficient  du  quotient ,  a  partir 
de  celui  de  la  troisième  puissance  de  x,  en  ajoutant  les  trois 
coefficients  précédents  multipliés  respectivement  par  les 

n          p             a 
rapports >  — —et • 

520.  Les  suites  qui  proviennent  du  développement  dune 
expression  fractionnaire  sont  toujours  formées  suivant  une 
loi  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'observer.  EUles  sont 
appelées  séries  récurrentes;  et  elles  donnent  lieu  a  trois 
questions  que  nous  mentionnerons  sans  nous  y  arrêter: 
1®  trouver  le  terme  général  d'une  série  récurrente,  c'est- 
à-dire  une  expression  au  moyen  de  laquelle  on  puisse  obte- 
nir un  terme  quelconque  de  la  série  sans  connaître  les 
termes  précédents;  ^^  trouver  la  somme  d'un  certain 
nombre  de  termes  d'une  série  récurrente;  3°  une  série  étant 
donnée,  reconnaître  si  elle  est  récu/Tente,  et,  dans  ce  cas, 
trouver  la  fraction  génératrice.  (Ployez,  pour  la  résolution 
de  ces  questions ,  les  Leçons  d'jilgèbre  de  M..  Lefébure  dr 
Fourcy,  ou  les  Éléments  d'Algèbre  de  M.  Bourdon.) 

521.  Proposons -nous  de  trouver  le  développement  Av 
(i  -h  x)"',  Texposant  m  étant  un  nombre  quelconque,  posi- 
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tif  ou  négatif.  Soit 

le  premier  terme  du  développement  doit  être  i ,  puisque 
l'expression  proposée  (i  4-  J?)*"  se  réduit  à  i  quand  on  sup- 
pose X  =  o. 

Comme  on  a  (a  -+-  x)""  =  a*"  (  i  -f  -  j  ^  on  obtiendra  le 

développement  de  (a  -h  x)'^  en  remplaçant ,  dans  le  second 

membre  de  Téquation  (1) ,  x  par  -  9  et  multipliant  tous  les 
termes  par  a'";  il  viendra  ainsi 

(2)  \ 

En  changeant  dans  la  dernière  égalité  x  en  x-hUj  on 
obtient 

.        i(a  4- a: -h  a)"  =  a" -h  A  a"-' (x -H  a) -h  B  «•-' (x -+- a)» 
j  -H-  Cr*— ^  {x  +  i«)»H-  Dû—*  (4?  4-  a)*4-. . . . 

On  peut  aussi  obtenir  le  développement  de  (a  -h  x  4-  u)"" 
en  remplaçant,  dans  Téquation  (2) ,  a  par  a-{-x  etx  par  ir^ 
et  de  cette  manière  il  vient 

. ,                 (  (fl  4-  X  -f-  «)*  =  (fl  4-  x)"  4-  A  (a  4-  x)r^'  u 
I  -hB(fl4-x)— »a'H 

Puisque  les  seconds  membres  des  équations  (3)  et  (4)  sont 
les  expressions  d^une  même  quantité  mise  sous  deux  formes 
différentes,  ils  doivent  être  égaux  ]  et,  comme  cette  égalité 
devra  subsister  sans  qu'on  attribue  aucune  valeur  particu- 
lière à  u,  il  faudra  qu'il  y  ait  séparément  égalité  entre  les 
multiplicateurs  des  mêmes  puissances  de  u. 

Pour  obtenir  les  multiplicateurs  des  diverses  puissances 
de  n  dans  le  second  membre  de  réquation  0}^  il  faut  déve- 
lopper les  quantités  (x  4-m)*,  (x  4-  m)',  etc.  Les  exposants 

37. 
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élaiit  des  nombres  entiers ,  les  développements  sont  connu?: 
mais  la  méthode  que  nous  exposons  comprend  la  démons- 
tration de  la  formule  qui  a  été  établie  dans  le  chapitre  XI. 
pour  le  cas  où  ni  est  un  nombre  entier. 

En  formant  par  la  multiplication  les  développements  de 
(r  H- w)',  (x-f-ix)',  etc.,  on  conclut,  par  analogie,  que 
les  deux  premiers  termes  du  développement  de  {x  -f-  ui% 
Il  étant  un  nombre  entier,  sont  x"-t-wiix""^  On  peut 
d'ailleurs  prouver,  par  la  multiplication,  que,  si  cette  com- 
position des  deux  premiers  termes  est  vérifiée  pour  la  puis- 
sance /i'''"',  elle  est  vraie  pour  la  puissance  [n  -♦-  i )*'"*';  d  où 
il  suit  qu'elle  est  générale. 

On  conclut  de  là  qu'en  nommant  V  la  partie  indépendante 
de  II  dans  le  second  membre  de  l'équation  (3) ,  et  ^  t  1< 
multiplicateur  de  la  première  puissance  de  i/,  on  a 

¥  =  «■■  -h  Aflr'^'a:-^-Bû"-'j:'  +  C«'"-3x^H-.  .  ., 
V,  =:  Afl*-'  +  2Bfl"-'j^-i-  3C«"-^J7'-4-  4Dû"-*je-|- 

La  quantité  V  doit  &lre  égale  à  (a-i-j:)'",  ce  qui  est 
Téquation  (2).  La  quantité  Vj  doit  être  égale  à  A  (a-f- jr)""'. 
ce  qui  fournit  l'équation 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par 
a  -h  jc,  et  en  remplaçant  (a  -f-  x)"^  par  le  second  membre 
de  l'équation  (2) ,  on  obtient  celle  qui  suit  : 

A/i^-f-     A'^z-^'x  -h   ABi?"-'j:'  -h  ACa"-^x^    -j-   . 


(5)     {  =  A  /?"  4-  2  B 

A 


«*"-'  x  -h  3  C 

2B 


3C 


fl*-'je  -h...- 


Dans  cette  dernière  équation ,  comme  dans  les  précé- 
dentes, les  coefficients  A  ,  B,  C,  D,  etc.,  sont  des  nombres 
indépendants  de  a  et  de  a:,  et  l'équation  doit  être  vérifiôr 
sans  que  l'on  attribue  des  valeurs  particulières  ka  et  à  x: 
il  faut  donc  quMl  y  ait  séparément  égalité  entre  les  coeffi- 
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«'ierils  des  mêmes  puissances  lie  x  ou  de  /i,  ee  <]ui   fournil 
les  équations  ci-dessous  : 

Al'A  — i', 
2  B  -+-     A  —  AM  (  R  --  — ' 

^^ 

B(A  — ?.l 
(I  ou  ^  6 

4 

etc. 

Ces  étjualions  sont  formées  suivant  une  loi  facile  à  recon- 
naître, et  d'après  cette  loi,  si  les  coefficients  de  x"~*  et  de 
jC'*  dans  le  second  membre  de  Téquation  (i)  sont  H  el  K  , 
on  aura 

H(A  —  //  4-  i; 


//K-h  v'»  — 011=  ^^^^     (l'oii     K 


// 


On  pourrait  d'ailleurs  parvenir  directement  à  cette  der- 
nière relation  en  écrivant  dans  l'équation  (i)  les  deux 
termes  \\oc"~^  -4-  Ko:",  et  en  écrivant  aussi  dans  les  équa- 
tions suivantes  les  termes  qui  en  résulteraient. 

11  ne  s'agit  plus  actuellement  que  de  déterminer  le  coefii- 
eient  A. 

Suivant  ce  qui  a  été  dit  plus  haut ,  lorsque  l'exposant  ;;* 

est  un  nombre  entier,  on  a  A  =  m.  Soit  w  =  —  ;  dans  ce 

cas  (i  ^-  x)'"  =  v^(i-f- .r)'';  or  les  deux  premiers  termes  du 
développement  de  (iH-x)''  étant  i -f-  px^  on  trouve,  par 
la  règle  qui  a  été  doiuiée  pour  l'extraction  des  racines 
(n"  338),  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  de 


^(  I  H-  xY^  ou  (i  -I-  .r)'/,  sont  i  -|-  —  .r. 

Pour  m  négatif,  soit  m  =  —  /?•,  on  a 

( I  --f-  x) -r  =  . — —~  : 
(i  -f-  t)p 
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or  les  deux  premiers  termes  du  développement  de  (i  +  x)' 
étant  I  +  px^  on  reconnaît  par  la  dÎTision  que  les  deux  pre- 
miers termes  du  développement  de ç  sont  i  —  px. 

On  a  donc ,  dans  tous  les  cas ,  A  =  m. 

En  remplaçant  A  par  m  dans  les  équations  ci-dessus,  on 
en  conclut 

m(m--t)  w(/w  — i)(w--2) 

U  —  7       l>  =  5 9 

I  .  *2  I  .  2 .  J 

1 . 7. .  3 . 4 

on  a  généralement  pour  la  relation  entre  les  coefficients  de 

x"  et  de  a:""% 

H(;w-/i-f-i), 
^~ n ' 

et  en  reportant  dans  Féquation  (i)  les  valeurs  des  coefS- 
oients  A,  B,  C,  D,  etc.,  on  obtient  la  formule  suivante  : 

(6)  (i-h4:)'"  =  H-OTJ:H ^ Ix'-i--^ i\ -'je-l-.... 


I  .2 


.3.3 


Le  terme  qui  en  a  n  avant  lui  dans  cette  formule ,  ou  le 
terme  général,  est 

m  {m  —  I  )  (m  —  2) .  . .  (w  —  /î  H-  I  ) 

5r ^' 

1 .2.  j.  .  .11 

Quand  m  est  un  nombre  entier  positif ,  le  développemeni 
s'arrête  au  /n  -h  1**"**  terme;  car  lorsqu'on  fait  n  =  m  -f- 1. 
ou  /i  >  wi  -f- 1 9  le  coefficient  du  terme  général  devient  nul. 
Quand  m  est  fractionnaire  on  n^atif ,  le  développement  se 
prolonge  indéfiniment, 

522.  Lorsqu'on  emploie  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés pour  obtenir  le  développement  d'une  fonction,  on 
ailmet  Texistence  de  ce  développemeni,  en  lui  attribuant 
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une  forme  déterminée  qu  il  n^est  pas  toujours  possible  de 
justifier  à  priori  ;  et  lorsque  l'on  a  trouvé  les  valeurs  des 
coefficients  en  vertu  de  certaines  propriétés  de  la  fonction 
proposée,  il  faudrait  que  Ton  fût  assuré  que  ces  propriétés 
appartiennent  exclusivement  à  cette  fonction.  En  outre, 
quand  on  veut  faire  usage  du  développement  pour  l'évalua- 
tion numérique  de  la  fonction,  après  avoir  donné  des  valeiirs 
aux  lettres,  si  le  développement  se  prolonge  indéfiniment, 
il  faut  qu'en  se  bornant  à  un  nombre  limité  de  termes  on 
puisse  obtenir  une  valeur  aussi  approchée  qu'on  le  veut  de 
la  fonction.  Il  est  donc  nécessaire  d'avoir  recours,  pour 
établir  la  légitimité  de  la  formule  (6),  et  les  autres  for- 
mules de  développements,  à  un  mode  de  démonstration 
diflérent  de  celui  qui  vient  d'être  employé,  et  plus  rigou- 
reux . 

Propositions  sur  les  séries. 
523.  Considérons  une  série  quelconque 

(l)  tt»,    W, ,    ttj, 

ii„  sera  le  terme  qui  en  aura  n  avant  lui ,  ou  le  terme 
général  àc  la  série 5  celle  quantité  ii„  étant  une  fonction 
de  w,  telle  qu'en  attribuant  h  n  les  valeurs  entières  posi- 
tives o,  I,  3,  3,  etc.,  on  en  déduise  successivement  tous 
les  termes.  Représentons  en  outre  par  5„  la  somme  des  n 
premiers  termes,  de  sorte  qu'on  ait 


.V„  z=  //«  -h  tt,  -^  ttj  .  .   .  -h  U, 


«— I' 


Suivant  les  notions  qui  ont  été  établies  dans  le  chapitre  VIII 
(n'*  237) ,  si,  lorsque  n  croîtra  indéfiniment  à  partir  d  une 
certaine  valeur,  la  somme  5„  s'approche  indéfiniment  d'une 
certaine  limite  fixe  5,  la  série  sera  convergente,  et  la  limite 
s  sera  alors  la  somme  de  la  série.  Si,  au  contraire,  pour 
des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  de  // ,  la  ^ommc  s„  ne 
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s'approche  d^aucune  limite  fixe,  la  série  sera  divei^ente  et 
n^aura  pas  de  somme 

524.  Lorsque  la  série  est  convergente ,  si  Ton  considère 
les  sommes  j„,  s„^i,  -^n+i?  «^n+s  ?  etc.,  en  attribuant  à  n  une 
valeur  suffisamment  grande,  ces  sommes  di livrent  très-peu 
les  unes  des  autres,  puisqu'elles  doivent  être  toutes  très- 
peu  différentes  de  la  limite  s.  Or  on  a 

j«^.,  =  a«  -h  tt,  -H  Mj  -4- . . .  -+-  «„_,  -h  ««, 

^«-»-2  =  «0  -4-  a,  H-  «2  4- ...  -h  «,-,  -h  a«  4-  ««+i , 

etc., 
par  conséquent 

Donc ,  pour  que  la  série  soit  convergente ,  il  faut  d'abord 
qu'on  puisse  donner  à  n  une  valeur  assez  grande  pour  que 
chacun  des  termes  de  la  série ,  à  partir  de  u„ ,  soit  moindre 
qu'une  quantité  aussi  petite  que  l'on  veut. 
Comme  on  a  en  outre 

il  faut  encore  que ,  pour  une  valeur  suffisamment  grande 
de  72 ,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  des  termes  u„ . 
^n+i'i  ^n^it^^^'t  à  partir  de  u„y  soit  moindre  que  toutr 
limite. 

Réciproquement,  lorsque  toutes  ces  conditions  sont  rem- 
plies, la  série  (i)  est  convergente;  car  les  sommes  j„,  5„^.j. 
•^'n+îî  ^n+Sî  etc.,  pouvant  devenir  aussi  peu  diflerentes  les 
unes  des  autres  qu'on  le  veut,  ces  sommes  convergent  néces- 
sairement vers  une  limite  qui  diffère  très-peu  de  s^. 

S25.  Supposons  que  les  termes  de  la  série  (i)  n'aient  pa^ 
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tous  le  même  signe ,  et  désignons  les  valeurs  numériques 
de  ces  termes  par 

(2)  Uo,  U, ,  U,,  U3, 

Toutes  les  fois  que  ces  quantités  formeront  une  série  con- 
vergente, la  série  (i)  sera,  à  plus  forte  raison ,  convergente; 
car  la  série  (2)  étant  convergente,  il  s'ensuivra  que  les 
sommes  des  quantités  U„ ,  U„4.i,  U„^.i,  etc.,  prises  en  tel 
nombre  que  Ton  voudra,  à  partir  de  U„,  pourront  devenir 
moindres  que  toute  limite,  si  l'on  donne  à  n  une  valeur 
suffisamment  grande.  La  même  condition  aura  donc  lieu, 
à  plus  forte  raison ,  pour  les  sommes  que  Ton  obtiendrait 
en  substituant  aux  quantités  ci-dessus  les  quantités  i/„, 
^n+it  "n-f 8  î  etc.,  qui,  par  hypothèse,  ont  respectivement 
les  mêmes  valeurs  numériques  que  les  précédentes ,  sans 
être  toutes  positives. 

526.  Lorsque,  pour  toutiîs  les  valeurs  de  n  plus  grandes 

qu'un  certain   nombre  m ,   le  rapport  -rf^  reste  constam- 

ment  plus  petit  qu'une  quantité  r  plus  petite  que  Tunité, 
la  série  (2)  est  convergente.  Car,  dans  ce  cas.  les  termes  de 
la  série,  à  partir  de  U^,  sont  tous  inférieurs,  à  l'excep- 
tion de  U,„  seulement,  aux  termes  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

et  comme  il  est  toujours  possible  d'assigner  dans  cette  pro- 
gression, dont  la  raison  est  plus  petite  que  i ,  un  terme  tel , 
que  les  sommes  formées  avec  les  termes  suivants  en  tel 
nombre  que  Ton  veut  soient  moindres  que  toute  limite,  la 
même  chose  a  lieu,  a  plus  forte  raison,  pour  la  série  (2). 
Il  suit  aussi  de  là,  qu'en  prenant  la  somme  des  m  premiers 
termes  de  la  série  (2)   pour  une  valeur  approchée  de  la 

somme  de  la  série,  l'erreur  est  moindre  que     -^-. 

*       I  —  r 
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Si,  pour  les  valeurs  de  n  qui  surpassent  un   certain 

uombre  m,  le  rapport  -^  est  constamment  plus  grand 

qu^une  quantité  r  plus  grande  que  l'unité ,  la  série  est  diver- 
gente ,  puisque  les  termes  à  partir  de  U^,  vont  en  augmen- 
tant. Dans  ce  cas,  la  série  (i),  dont  les  termes  sont  les 
mêmes ,  aux  signes  près ,  que  ceux  de  la  série  (2) ,  est  aussi 
divergente. 

Lorsque  les  termes  de  la  série  (1)  sont  altemativemeDt 
positifs  et  négatifs,  on  a  vu  que  la  série  est  toujours  con- 
vergente, si  les  termes  décroissent  de  manière  à  devenir 
moindres  que  toute  limite  (n°240). 

527.  Considérons  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  d'une  quantité  variable  x: 

(4)  6,  H-  ^,x  H-  biX^  -+-  b^x^  -h.  •  .  . 

Soient  s^  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  première 
série ,  et  s^  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  seconde 
série,  de  sorte  qu'on  ait 

s'^  =  ^0 H-  b^x-h  bjx^  H- . .  .-h  b^^tJif^'; 

et  concevons  que  l'on  multiplie  entre  elles  les  expre5sioii> 
de  j„  et  de  5^.  En  prenant  les  termes  du  produit  dans  les- 
quels Texposant  de  x  sera  moindre  que  7/,  et  désignant  la 
somme  de  ces  termes  par  5^ ,  on  aura 

(5^  I  ^n  =  ^« *•  -^  [''«  ^*  "+"  ^« *« ] ■'^  -^  [^» ^»  4-  ûi  ^1  -♦-  «•  à,]x^^ . . . 
)  4-  [€ï«-.  *o-+-  <5f«_,^,-f- . . .  -h  fl,  bn^i  4- a.b^,]x^\ 

Les  termes  qui  composent  la  somme  5",  pourront  être  con- 
sidérés comme  les  n  premiers  termes  d'une  série  dont  lr 
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terme  général  aura  pour  expression 

(6)  [fl, b,  -+■  flf„_,  *,  4- . . .  -H  fl,  ^,-1  -+■  a.  6,]  X». 

Cela  posé ,  nous  allons  démontrer  que ,  si,  pour  une  valeur 
particulière  de  x,  les  sénés  (3)  et  (4)  étant  uniquement 
composées  de  ternies  positifs,  sont  convergentes  et  ont 
respectivement  pour  sommes  s  ets\  la  série  dont  le  terme 
général  est  l'expression  (6)  est  aussi  convergente  et  a  pour 
somme  s  X  s'^  et  la  même  propriété  a  lieu  si,  les  termes 
des  séries  (3)  et  (4)  n  étant  pas  tous  positifs,  chacune 
d'elles  ne  cesse  pas  d'être  convergente  quand  on  c/iangc 
les  signes  des  termes  négatifs. 

Supposons  d'abord  que  les  termes  des  séries  (3)  et  (4) 
soient  tous  positifs.  Dans  ce  cas  on  voit  immédiatement  que 
l'on  a 

D'un  autre  côté,  en  désignant  par  m  le  nombre  entier 
j(n  —  i)  ou  ^[n  —  a) ,  suivant  que  n  est  un  nombre  impair 
ou  un  nombre  pair,  le  produit  des  deux  sommes  j^^,  et 
s'm^i  ne  donnera  que  des  termes  dans  lesquels  Fexposant 
de  X  sera  moindre  que  n  ;  de  sorte  que  ces  termes  se  trouvent 
tous  compris  dans  Texpression  de  5';  donc  on  a 

Mais  si  Ton  conçoit  que  le  nombre  n  croisse  indéfiniment, 
le  nombre  m  croîtra  aussi  indéfiniment,  et  les  sommes 5^,  et 
^m+i  convergeront  l'une  et  Tautre  vers  la  limite  5;  en  môme 
temps  les  sommes  5^  et  s',„^i  convei^eront  vers  la  limité  s\ 
Donc  la  somme  .f^,  qui  est  comprise  entre  les  deux  pro- 
duits SnSn  et  5„^i5^,,  convergera  vers  la  limite  ss\ 

Supposons  actuellement  que  les  différents  termes  des 
séries  (3)  et  (4)  conservent  les  mômes  valeurs  numériques, 
Ci  que  ces  termes  ou  quelques-uns  d^entrc  eux  changent  de 
signe.  Il  suit  de  l'explication  qui  vient  d'être  donnée,  que 
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dans  le  cas  où  tous  les  termes  sont  positifs,  si  l'on  fait  croitrt 
indéfiniment  le  nombre  /i,  la  différence  s^s'^  — si,  converge 
vers  zéro.  Or,  cette  différence  se  compose  de  tous  les  terme» 
du  produit  s„5,'  dans  lesquels  l'exposant  de  x  est  plus  grand 
que  n  —  i  ;  de  sorte  qu'on  a 

Donc ,  si ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /i ,  la  différena' 
s^si,  —  s^  converge  vers  zéi^o  lorsque  tous  les  termes  qui  la 

composent  ont  le  signe  +,  la  même  chose  aura  encore  liea 
si  tous  les  termes,  ou  quelques-uns  d'entre  eux,  changent 
,  de  signe,  en  conservant  les  mêmes  valeurs  numériques.  Par 
conséquent,  la  série  dont  le  terme  général  est  l'exprès*- 
sion  (6)  sera  encore  convergente  et  aura  pour  sonmie  55'. 

Démonstration  de  la  formule  du  binôme  pour  un 

exposant  quelconque. 

528.  Soit  la  série 

m  [m  —  I  )    .       m  (m  —  1  )  (m  —  2) 
1.2  I .2.3 

dont  le  terme  général  est 


m 


(m  —  ^){fn  —  2) .    .{m  —  w  -f-  1  ) 


(2:  5 " X^. 

I  .  2  .  O  .  .  .  /I 

Lorsque  //»  est  un  nombre  entier  positif,  cette  série  m* 
réduit  à  un  polynôme  composé  d'un  nombre  fini  de  termes. 
vx  elle  a  pour  somme  (  i  -f-  jr)'".  Supposons  que  m  soit  frac- 
tionnaire ou  négatif,  et  cherchons  quelles  sont  les  condi- 
tions nécessaires  pour  que  la  série ,  qui  sr  compose  alnr«> 
d'un  nombre  infini  de  termes,  soit  convergente. 

Kn  désignant  par  u„  le  ternir  qui  en  a  n  avant  lui.  «t 


CHAPITRE  DIX-HUITlfeMK.  5tk> 

par  u„^i  le  termo  suivant,  on  a 

m 


.r,      on r=r x. 


I  -*-  - 
n 

Or,  si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  w,  la  fraction 


m 


I  -H  - 
n 


—  convergera  vers  Tunité;  donc  la  valeur  numériquo 


du  rapport  -^  aura  pour  limite  la  valeur  numérique  de  x. 

Par  conséquent,  la  série  (i)  sera  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  -f-  i  et  —  i  ;  elle  sera 
divergente  toutes  les  fois  que  la  valeur  numérique  de  x 
sera  plus  grande  que  Tunilé  (n"  52(5). 

Pour  reconnaître  quelle  est  la  somme  de  la  série  (i), 
lorsqu'elle  est  convergente,  attribuons  à  m  deux  valeurs 
différentes  h  et  A*,  la  série  proposée  se  changera  successive- 
ment dans  les  deux  suivantes  : 

(3)      \^hx^  ^ i  X»  -h  -^ -^ ^  x^  4-  .  . . . 

^    '  1.2  ^1 .2.3 

(4^      I  -*.  X-jr  -h  -^ ^  .r'  -h  -  -^ — o- ^  X'  -h 

^^'  1.2  1.2.3 

Si  Ton  multiplie  entre  elles  ces  deux  séries,  il  en  résultera 
une  nouvelle  série  dont  le  terme  général  sera 

h ;//—  I ) . . .  (/*— /i-f- 1  )       /i (/i—  I ) .. .  A— /ï-f-2)  / 

.5)         r:2T:T^       ^    ttt^^tp"  i  "^ "*  ^^ 

h  XfX— i)...(X— /f-+-2)       X(^--i)...(X— /i-hi) 

— f-  —  '"  -f- 

_      i         1 .  2 . .  .  (/?  —  I  )  1.2../? 

Cette  série  sera  aussi  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  -f- 1  et  —  i  (n^  «)27).  De  plus,  si  Ton 
représente  la  somme  de  la  série  (i)  par  o(w),  celle  de  la 
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série  (3)  sera  ç  (h) ,  celle  de  la  série  (4)  sera  (f  (k) ,  et  la  série 

dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  aura  pour  somme 

Supposons  maintenant  que heik deviennent  des  nombres 
entiers  positifs.  Dans  ce  cas  les  séries  (3)  et  (4)  sont  com- 
posées  d'un  nombre  fini  de  termes ,  et  elles  ont  respecti- 
vement pour  sonmies  (i  -h  x)*  et  (i  -h  x)*5  par  conséquent, 
la  série  dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  est  aussi 
composée  d'un  nombre  limité  de  termes;  et  elle  a  pour 
somme  (i-|-ar)*+*5  d'où  il  suit  que  Ton  a  pour  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  A  et  Ai 

A(A—  i)...(A  — /i  -hi)      ^(A  — i)...(A  — /i-h  2)  À 
i.a.../i  1.2. . .(/i— i)  I 

^  ^M' —  ')-  '  '(^  — n  +  2)       ^(X-  —  i).  .  .{X-  —  /!-+-  1) 
I  1 .2.  .  .(/i  —  i)  1 .2. .  ./i 

_  (A  H-  ^)  (/<  -H  /•  —  1). .  . (A  +  ^  —  /i  -+-  i) 

I  .  2.  .  ./I 

Pour  que  cette  dernière  égalité  soit  vérifiée  par  toutes 
les  valeurs  entières  positives  des  nombres  h  et  k  il  faut 
nécessairement  que  les  deux  membres  soient  identiques.  En 
effet,  ces  deux  membres  étant  des  fonctions  entières  de  h  et 
de  A ,  du  degré  n ,  si  l'on  développe  les  opérations  indiquées 
et  qu'on  ordonne  ensuite  chaque  membre  par  rapport  à  A- , 
on  aura  une  égalité  de  cette  forme  : 

A,  -f-  A,  *  4-  Aa Ar»  H-. .  .  =  B,  H-  B, it  -h  B,/t'  4-.  . . , 

les  coefficients  Ao,  A,,  A,,  etc.,  Bo,  B,,  B,,  etc.,  étant  des 
fonctions  entières  de  A ,  et  les  deux  membres  ne  contenant 
que  les  puissances  de  k  inférieures  à  la  (;t  +  i  )'*"'. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  donné  à  A  une  valeur 
fixe,  choisie  arbitrairement.  L'égalité  ci-dessus  devant  avoir 
lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  positives  de  A,  il  faudra 
que  l'on  ait  Ao  =  Bo ,  A,  =  B, ,  A,  =  B, ,  etc.  ;  car,  si  ces 
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conditions  n^avaient  pas  lieu ,  en  réunissant  tous  les  termes 
dans  un  seul  membre ,  on  aurait  une  équation  du  degré  n , 
à  une  seule  inconnue  k ,  qui  ne  pourrait  être  vériGée  pour 
plus  de  n  valeurs  différentes  de  k^ce  qui  est  contraire  à  la 
supposition.  D^aillcurs,  cette  conclusion  devant  subsister 
quelle  que  soit  la  valeur  de  h ,  pourvu  qu'elle  soit  un  nombre 
entier,  on  peut  appliquer  aux  égalités  Ao  =  Bo,  Ai=B, ,  etc. , 
un  raisonnement  semblable^  par  conséquent,  celles-ci  doi- 
vent être  aussi  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  de  h. 

Il  suit  de  cette  démonstration  que  la  série  dont  le  terme 
général  est  l'expression  (5)  est  toujours  composée  avec  A  -f- A*, 
comme  les  séries  (3)  et  (4)  sont  composées  respectivement 
avec  h  et  avec  k  ^  ainsi,  les  sommes  des  deux  dernières  séries 
étant  exprimées  par  (p(//)  et  7 (A),,  la  somme  de  la  série 
dont  le  terme  général  est  l'expression  (5)  sera  (f  (A  -t-  fc)  5  et 
puisque  cette  somme  est  aussi  égale  k  (f(h)x.(f  (k) ,  on  aura 

(6)  ff{h)-<ffA)  =  ^(h)^A). 

En  remplaçant  dans  cette  équation  k  par  A*  -}-  / ,  on  ob- 
tient 

<?  W  X  ?  W  X  t(0  =  <?(/*  -h  /•  H-  /). 

On  aura  donc ,  en  considérant  un  nombre  quelconque  de 
quantités  A,  A,  /,  etc., 

?(A)Xf(^)X?(/)Xelc.  =  ç(>iH-X-h/-t-..  .)• 
Si  Ton  suppose  les  quantités  A ,  A ,  / ,  etc. ,  toutes  égales  à 
une  fraction  positive  ~,  et  que  le  nombre  de  ces  quantités 
soit  y,  il  viendra 

[,(^)]'  =  ,W.   -«   .(«)  =  [rW]'- 

Or,  p  étant  un  nombre  entier,  (f(p)  est  (i  -f-  x)^.  Donc 


'fâ= 


p 

(1  -hx)i' 
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En  supposant  dans  Téquation  (6)  A  =  —  A ,  on  trouve 

?(o)  =  ?(a:x  *(-*); 

or,  pour  m  =  0,  la  série  (i)  se  réduit  à  i  ;  d*où  il  suit  que 
o  (o)  =  I  ;  la  dernière  équation  donne  donc 


D'ailleurs  on  vient  de  voir  que ,  pour  h  positif,  on  a 

donc 

Il  est  donc  démontré  que,  lorsque  x  est  compris  entre  i 
çt  —  I ,  on  a ,  pour  toutes  les  valeurs  de  m , 

m(m  —  i^    .      m(m  ^i)(m — a) 

o29.  La  formule  (7)  peut  être  employée  pour  les  extrac- 
tions de  racines.  Supposons  que  Ton  ait  à  calculer  la  racine 
//''*"'  d'un  nombre  p.  En  posant  p  =y±z,  on    aura 

or,  si  Ton  choisit  les  nombres  z  et  jr^  de  manière  que  If 

second  soit  plus  grand  que  le  premier,  et  que  y"  soit  unt 
quantité  rationnelle,  la  formule  (7)  donnera  le  développe- 


z'^" 


ment  de  (  i  ±:  -  )    en  une  série  convergente  5  on  obtiendra 

une  valeur  approchée  de  cette  quantité  en  calculant  h 
somme  d'un  nombre  suffisant  de  termes  de  la  série  a  partir 
du  premier,  et  il  ne  restera  qu'à  multiplier  cette  valeu/ 

approchée  par  la  quantité  rationnelle  y''. 


CHAPITRE  DIX-HUITIÈME.  S93 

330.  Quand  on  emploie  la  formule  (y)  b,  ces  sortes  d'ap- 
plications, il  est  nécessaire  d'avoir  des  limites  de  Terreur 
que  l'on  commet  en  ne  prenant  qu'une  partie  des  termes  de 
la  série. 

Pour  trouver  ces  limites ,  supposons  d'abord  x  positif; 
et ,  comme  la  valeur  de  x  doit  être  plus  petite  que  i ,  repré- 
sentons-la par  -  ]  a  sera  un  nombre  plus  grand  que  i . 

Désignons  par  ]N  le  terme  de  la  série  qui  en  a  n  avant  lui  \ 
la  quantité  par  laquelle  il  faudra  multiplier  N  pour  avoir 
le  terme  suivant,  sera 


///  —  n    I 


/î  -h  I    n 


Cette  quantité  peut  être  d'abord  positive,  mais  elle  devient 
négative  dès  que  l'on  a   n^m.  Si,  en  outre,  le  nombre 

m  -f-  I  est  positif,  la  traction ou ,  ou  en- 

core  —  {  I ^^^—  I ,  est  comprise  entre  —  i  et  zéro  \  par 

conséquent ,  la  valeur  numérique  du  rapport  ci-dessus  est 
plus  petite  que  -.  La  suite  des  termes  de  la  série,  à  partir 
de  jN,  peut  s'écrire  ainsi  : 

IV  —  N     1 I-  +  N    I ; — )    I —-)--—.... 

Ces  termes  vont  en  décroissant  et  ils  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  donc  leur  somme  est  plus  petite  que  N, 

et  elle  est  plus  grande  que  N  —  N  (  i j  -.  L'erreur 

que  l'on  commet  en  ne  prenant  que  les  termes  qui  précè- 
dent N  est  donc  comprise  entre  ces  deux  limites. 

Supposons  maintenant  x  négatif,  et  posons  x  = • 

La  somme  des  termes  de  la  série ,  à  partir  de  celui  qui  en 
5*  êdit.  38 
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a  n  avant  lui ,  sera 


4- 


Celte  somme  est  moindre  que  celle  de  tous  les  termes  de 
la  progression  géométrique  indéfinie 

N-4-Ni  -+-N~-h...; 
a  à* 

et  elle  est  pins  grande  que  celle  de  tous  les  termes  de  la 
progression 

N-hN     I —     --^-Nl  I — -     -- 

Or  les  sommes  de  ces  progressions  sont 

et  ^  ^ 


a  —  I  (/i-f-i)a  —  (n  —  m) 

L'erreur  que  Ton  commet  en  ne  prenant  que  les  termes 
de  la  série  qui  précèdent  N  est  donc  comprise  entre  ces 
deux  quantités. 

Si,  après  avoir  calculé  la  somme  des  termes  qui  pré- 
cèdent N ,  ^n  prend ,  pour  la  somme  des  termes  à  partir 

de  N ,  la  moitié  de  la  somme  des  deux  fractions 

a  —  I 

et  7 r-^^ — 7 — - — r>  1  erreur  sera  moindre  que  la  moitié 

(/i-Hi)fl  —  {n  —  m)  ^ 

de  la  différence  de  ces  fractions;  ce  qui  donne  pour  limite 
supérieure  de  l'erreur 

Na(/ii-|-.i)  Nû(iii-»-i) 


2(fl  —  i)[(ii-Hi)«— (/*  —  '«)]         2(û--i)[/i(a—  i)  H-m-f-a] 

Lorsque  le  nombre  m  +  i  est  négatif,  les  limites  de  l'er- 
reur sont  encore  celles  que  nous  avons  obtenues;  Aiais. 
dans  ce  cas ,  pour  que  les  termes  décroissent  à  partir  de  N  . 
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il  faut  que  la  valeur  de  n  vérifie  l'inégalité  n  ^  ; 

et ,  si  la  valeur  de  x  est  négative ,  la  somme  des  termes ,  à 
partir  de  N,  est  plus  grande  que  la  somme  de  la  pro- 
gression dont  la  raison  est  - ,  et  elle  est  plus  petite  que 

celle  de  la  progression  dont  la  raison  est  (  i j  -  • 

531.  Quand  on  veut  appliquer  la  formule  (7)  aux  ex- 

tractions  de  racines ,  on  peut  remplacer  m  par  -  -,  il  vient 
alors 

/       .        xn  I  n I      ,  (n l)(2/l l) 

^  '  n  7.n^  2.3./Î* 

_  (/?  — i)(a/?  — i)(3/i--i) 

2.3  4/1*  ^  •••• 

Par  le  changement  de  m  en  —  m  dans  la  même  for- 
mule, on  obtient 

^  1.2  I .2.3 

En  supposant  m  =  i  ,  et  en  changeant  x  en  —  j: ,  on 
retrouve  la  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une 
progression  décroissante  par  quotient,  prolongée  indéfi- 
niment ,   savoir  : 

(  I  —  .r)-'  =  \-\'X-\-x'^-\-x^-\-  .... 

Développements  Hes  exponentielles  e*  et  a*, 

et  de  \[\  -\'  x). 

532.  Remplaçons  dans  la  formule   (7)  du  n^  528  x 

par  ax  el  m  par  -»   il  viendra   pour   toutes  les  valeurs 

de  ao:  comprises  entre  -h  i  et  —  i ,  et ,  par  conséquent, 

38. 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  H —  et • 


x^ 


(H-aj?)    =i4-xH (i  — a)H ^(i  — a)(i— -aat)  -H 

^  1.2.3 

Si  Ton  suppose  que  a  décroisse  indéGniment ,  on  trou- 
vera en  passant  aux  limites,  et  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  —  00    et   -f-  00  , 

tt.  J?'  x^ 

lim.  (i+ax)    =1-1- «H ( _  4-  , .  .  . 

'  2         2.3 

En  supposant  dans  la  dernière  formule  x  =  i  ,  on  obtient 

lira.  (H-a)"=i  -f-iH 1 ^ -f-  ... 

^  2        2.3 

ou  ,  en  *  remplaçant  la  série  numérique  qui  forme  le  se- 
cond membre  de  cette  égalité ,   par  la  lettre  e  qui   en 

désigne  la  sonmie  (n^  238)  , 

I 

lim,  (i  -^0)**=  e. 

Cette  formule  est  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  la 
note  du  n^  302,  mais  elle  est  ici  démontrée  pour  toutes 
les  valeurs  positives  et  négatives  de  a.  En  écrivant  ax 
au  lieu  de  a ,  on  a 

lim.  (i  -H  ax)        =r  r; 

d*où  Ton  conclut 

'-  r  ;^T 

im.  (i  -4-ax)"=  lim.  L(i  -|-ax)"'J  =  e*. 


x'  x^  X* 


lim 
Donc 

^  '  21 .2.3       I .2.3.4 

La  formule  (i)  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 
11  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer,  au  moyen  du  principe 
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lu  n"  526 ,  que  la  série  qui  forme  le  second  membre  est 
toujours  convergente. 

533.  Soit  a  une  quantité  positive  quelconque  \  en  indi- 
quant par  la  lettre  /  les  logarithme^  dont  la  base  est  e , 

on  a 

a  =  e^y     d'où     a*  =  e^; 

donc 

(xiaY       (xlaY 

(2)  fl'  =  I  4-  x/a  -h  i '-  -f-  ^ ^  -h 

^  1.21 .2.3 

534.  La  formule  du  développement  de  (i  +  x)"*  donne 
m  2  ^  '       3  ^  '  \        2  / 

Si  ,  dans  cette  dernière  équation  ,  on  suppose  que  m 
convei^e  vers  zéro ,  on  trouve  en  passant  aux  limites , 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  +  i  et  —  i , 

,.       (i-f-x)" I  x*        X*        X* 

lim. ^ =  x hô 7"-*-  •••• 

m  2^4 

D'un  autre  côté , 

(i -+- x)- =«*'(•■+")  =  I  -|-/iî/(i  -+-^)H ' ■'-\-  ... 

d*où 

iw  ^  '  2 

et  en  faisant  converger  m  vers  zéro , 

lira.  ^ =  /(i  -f-  x). 

m 

Donc 

La  formule  (3)  subsiste  tant  que  la  valeur  numérique 
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de  a:  est  inférieure  à  l'unité;  et  il  est  facile  de  voir,  an 
moyen  du  principe  du  n^  526,  que,  dans  ce  cas,  la  série 
qui  forme  le  second  membre  est  convergente.  Mais  cette 
série  devient  divergente  quand  la  valeur  de  x  est  supé- 
rieure à  l'unité ,  et  l'équation  (3)  cesse  d'être  exacte.  Dans 
le  cas  particulier  où  j:  =  i ,  le  second  membre  devient 
I  —  T  -h 7  —  etc.;  or  cette  série  est  convei^gente  (n®  240)  ; 
donc 

/(2)=i-l4-i-H-.... 

Pour  X  =  —  I ,  le  second  membre  de  l'équation  (3)  devient 
—  I  —  7  —  7  —  7  —  etc. ,  et  comme  la  somme  des  quan- 
tités 1 9  ?  9  7 ,  7 ,  etc.,  en  nombre  infini ,  a  une  valeur  infinie 
(n^239),  la  formule  (3)  donne  /(o)  =  —  oo  ,  ce  qui  est 
exact. 

En  remplaçant  x  par  -  9  et  en  observant  que 


on  trouve 


(-i)='('^)=""-'-" 


(4)  /(«  4_  ,)  =  /„  -|_  i. L  H_  J^  _  — 

^  '  «       2/1'       3/1* 

Cette  formule  peut  servir  à  calculer  les  logarithmes  des 
nombres  entiers  consécutifs. 

En  changeant  dans  la  formule  (3)  x  en  —  x,  on  obtient 

X*       x^        x' 

/(.-*)=-*---3--^-..., 

donc 

.  iv  I  -f-  X       /M     j,    ,  m  —  /i    .•     . 

et  SI  1  on  pose =  — ,  d  ou  x  =  — ; —  »  il  vient,  pour 

'  I  —  X        n  m  '{■'  n  '* 

toutes  les  valeurs  positives  de  m  et  de  /i , 

,m        ,         ,  Vm  —  «       i  (m  —  /i\  '       1  /m  —  /i\  *  "1 

/-  =r//w— //i  =  2 \--r[ )-h^    1  -^    ..l- 

n  \m  -f-  «       6  \m  -h^/        5  \/w  -f-  /?/  J 
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En  faisant  m  =  n  -i-  z^  onà 

.,     ,    ,      r  *      i    z^       12* 

et  pour  -2=1, 

/(/I4-  l)=://l-h2|  î- h:j7 -T--S+--    r 

La  dernière  formule  peut  é%re  employée  préférablement  à 
la  formule  (4) . 

535.  Les  diverses  formules  que  nous  venous  d'établir  ne 
donnent  que  les  logarithmes  népériens.  Si  Ton  veut  avoir 
les  logarithmes  vulgaires,  il  faudra  multiplier  ceux  qu'on 

trouvera  au  moyen  de  ces  formules  par  le  modide  - — 

(n"  302).  En  désignant  ce  module  par  M,  on  aura,  d'après 
la  formule  (3) , 

(5)  Iog(i-+-x)  =  M  ^x-^-f-|'— ...j, 

et  d'après  la  formule  (4) , 

(6)  l„g(«+,)-lo6«  =  M(i-^H-3i,-...). 

« 

Évaluation  des  erreurs  qui  résultent  de  la  proportion 
à  laquelle  on  a  recours  pour  calculer^  au  mojen 
des  Tables ,  le  logarithme  dun  nombre,  ou  le 
nombre  correspondant  à  un  logarithme. 

536.  Soit  n  un  nombre  entier  quelconque;  désignons 
par  d  une  quantité  plus  petite  que  Tunité,  et  par  M  le 
module  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes  népé^ 
riens  pour  obtenir  les  logarithmes  vulgaires.  Puisqu'on  s 

log  (n  -h  f/)  —  log  w  =  log  (  i  H-  -  I  j  on  trouve ,  en  rcmpla- 
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çanl  X  par  -  dans  la  formule  (5)  du  n°  53S , 

fd       d^        rf»  \ 

Si  le  nombre  n  est  très-grand,  les  termes  -—t  ô"^»  ^^c., 

seront  tous  très -petits  comparativement  au  terme  —  :  on 

pourra  donc  obtenir  une  valeur  fort  approchée  de  la  diffé- 
rence log  [n-^d)  —  log  71 ,  en  se  bornant  au  seul  terme 

M—  Comme  la  valeur  de  ce  terme  est  proportionnelle  à  la 

quantité  dy  il  s'ensuit  que,  pour  des  nombres  suffisamment 
grands,  les  différences  des  logarithmes  sont  à  très-peu  près 
proportionnelles  aux  différences  des  nombres^  ce  qui  jus- 
tifie le  procédé  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n^  306. 

On  peut  aisément  obtenir  une  limite  de  l'erreur  que 
Ton  commet  en  calculant  par  ce  procédé  la  différence 
log  (rt  -h  rf)  —  log  rt.  Soit 

log(/ï-hrf)  —  log/i  =  ^    et    log(/i -f- 1)  —  log/i  =  i^. 

On  a  trouve  dans  le  n?  535 , 

Cette  dernière  formule  donne 

^  M  ^  M  /  I  \ 

A<—     et     A>  — (i |. 

^  /i  H  \         in] 

Diaprés  la  formule  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  pour 
le  développement  de  la  différence  log  (/i  -4-  rf)  —  log  /» ,  on  a 

n  /î    \  2/1^ 

Pour  obtenir  par  approximation  la  valeur  de  la  différence 
log  («  H-  rf)  —  log  n ,  on  pose  la  proportion  i  :  rf  :  :  A  :  j. 
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d'où  x=i  dùk.  Or,  le  produit  ^A  est  compris  entre et 

f  I 1  ;  et  puisque,  d'après  les  inégalités  ci-dessus, 

la  vraie  différence  d  est  comprise  entre et  —  (  i U 

^  n  n    \        2/1/ 

elle  est  comprise  à  fortiori  entre  —  et  —  (  i 1  •  Donc 

^  n  n    \        un) 

l'erreur  que  Ton  commet  en  prenant  JA  au  lieu  de  d  est 

moindre  que  la  dilierence (  i )  ou • 

*  n  n    \         2nJ         nn^ 

Le  logarithme  népérien  de  10  est  2,3o258...;  il  fait 

partie  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  les  Tables  de  Callet.  Si 

l'on  veut  le  calculer  au  moyen  des  formules  du  n°  534,  on 

fera  d'abord  n  =  i  dans  la  formule  (4)  ;  on  aura  ainsi  /  a , 

d'où   l'on  conclura  /4  =  2/25  en  faisant  n  =  4  dans  la 

même  formule,  on  trouvera  /5,  et  on  aura  /io  =  /2-f-/5. 

En  divisant  l'unité  par  ce  logarithme,  on  a  M  =  o,43 ...  ; 

par  conséquent,  lorsque  le  nombre  n  est  plus  grand  que 

10 000,  la  fraction  — ^^   dans  laquelle  d  est  une  quantité 
moindre  que  i,  a   une  valeur  moindre  que     ^     • 


200000000  ^ 


cette  valeur  est  donc  moindre  que  le  quart  de  l'unité  déci- 
male du  8*^  ordre.  L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant 
dA  pour  la  valeur  approchée  de  d  ne  peut  donc  pas  influer 
sur  les  sept  premières  décimales  du  logarithme  demandé. 

On  déduit  aussi  des  relations  ci-dessus  une  limite  de 
l'erreur  qui  résulte  de  la  proportion  qu'on  établit  entre 
les  différences  des  nombres  et  celles  des  logarithmes,  quand 
on  cherche  le  nombre  auquel  appartient  un  logarithme 
donné.  Supposons  que  n  ein-\-  i  soient  les  nombres  dont 
les  logarithmes  comprennent  le  logarithme  donné,  que  ce 
logarithme  soit  log  n  -i-  ^,  et  que  le  nombre  correspondant 
soit  //  -h  d.  La  valeur  approchée  de  ce  nombre,  calculée  par 
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le  procédé  du  n®  306,  sera  «  -f-  -  ;  ainai  Terreur  sera  d 

Or,  suivant  ce  qui  précède,  la  valeur  absolue  de  la  diffé- 
rence  dA  —  ^  esl  moindre  que  — -;  on  a  donc 

et  puisque  A>— (i jj  on  a,  à  plus  forte  raison , 

A        2/1  — •  I 

Quand  le  nombre  n  est  plus  grand  que  loooo,  la  fraction 
est  moindre  que •  L'erreur  que  l'on  commet 

2/1  —  I  *        20000  ^ 

en  prenant  le  quotient  -  pour  la  valeur  de  d^  n'influe  donc 

pas  sur  les  quatre  premières  décimales  du  nombre  cherché. 

537.  Les  limites  que  nous  venons  de  calculer  supposent 
que  les  logarithmes  des  nombres  entiers  sont  connus  exac- 
tement. 11  resterait  à  tenir  compte  de  Tincxactitude  des 
logarithmes  donnés  par  les  Tables  ;  mais  nous  renverrons 
pour  ces  détails  à  une  Note  de  M.  Vincent,  qui  se  trouve 
dans  V Algèbre  de  M.  Bourdon.  Nous  nous  bornerons  à 
dire  que  Tauteur  de  cette  Note  y  fait  voir  que ,  lorsqu*il 
s'agit  de  trouver  le  logarithme  d'un  nombre,  on  obtient  ce 
logarithme  à  moins  d'une  unité  du  septième  chifTre  déci- 
mal ,  et  lorsqu'il  s^agit  de  trouver  le  nombre  qui  correspond 
à  un  logarithme  donné,  la  caractéristique  de  ce  logarithme 
étant  4  9  Terreur  que  l'on  commet  dans  l'évaluation  du 

nombre  a  pour  limité  =-9  D  représentant  la  diflérence  des 

logarithmes  des  nombres  entiers  qui  comprennent  le  nombre 
cherché,  considérée  comme  un  nombre  entier. 
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OK  I.*USAOE  DBS  VONGTIOlrS  DÉBIV^Eft  DAHS  LIS  QUESTIONS  DE  MAXllIUM 
BT  DE  MINIMUM.  ÉVALUATION  DBS  QUANTITl&S  QUI  SE  PBÉSENTENT 
SOUS   LA    FOBME  j. 


De  l'usage  des  fonctions  dérivées  dans  les  questions 

de  mcujcimum  et  de  minimum. 

538.  On  dit  que  la  valeur  d^une  fonction  d'une  variable 
est  maximum  ou  minimum  pour  une  valeur  particulière  a 
de  x^  lorsqu'en  donnant  à  x  des  valeurs  suffisamment  voi- 
sines de  a,  soit  plus  petites,  soit  plus  grandes,  la  fonction 
prend  des  valeurs  toutes  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes 
que  pour  x:=a\  ou,  en  d'autres  termes,  f{x)  est  maxi- 
mum ou  minimum  pour  j:  =  a ,  lorsque  la  différence 
f[a  -H  h)  — f(d)  reste  toujours  négative  ou  toujours  posi- 
tive, quel  que  soit  le  signe  de  A,  tant  que  cette  quantité  est 
suffisamment  petite. 

On  peut  dire  aussi  que  la  valeur  d'une  fonction  est 
maximum  lorsqu'elle  cesse  de  croître  et  commence  à  dé- 
croître, et  qu'elle  est  minimum  lorsqu'elle  cesse  de  dé- 
croître et  commence  à  croître. 

539.  Lorsque  la  fonction ^'(a:)  est  entière,  on  a 

(  ■)        /(«  +  h)  -f{a)  =f{a)  h  +r{a)  *' 


1.2 


Si  Ton  attribue  à  h  une  valeur  suffisamment  petite,  la 
différence  f(a  -f-  /*)  — f(a)  aura  le  signe  de  son  premier 
terme  (n°  372).  Donc,  .8i/'(a)  n'est  pas  nulle,  cette  diffé- 
rence changera  de  signe  avec  A;  et  par  conséquent  f(a)  ne 
sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum. 


1 
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Si /'(a)  est  nulle  et  sif^'(a)  a  une  valeur  différente  de  zéro, 
la  différence /(a  4- A)  — f{a)  aura  le  même  signe  que/*"  (a), 
quel  que  soit  le  signe  de  A,  pourvu  que  cette  quantité  soit 
suffisamment  petite.  Donc,  quand  f{a)  sera  une  quantité 
négative ,  f(a)  sera  un  maximum  ;  cpiand  f  (a)  sera  une 
quantité  positive ,  ^(a)  sera  un  minimum. 

Si  l'on  a  en  même  temps /'(a)  ==  o  et  y*"  (a)  =  o^y{a)  ne 

sera  ni  un  maximum  ni  un  minimum,  à  moins  que  Ton 

n'ait  aussi  y"  (a)  =  o  ;  et  dans  ce  ca*y(a)  sera  un  maximum 

siy^'''(a)  est  une  quantité  négative,  et  un  minimum  si 

y '^  (a)  est  une  quantité  positive. 

En  général ,  pour  que  x  =  a  donne  un  maximum  ou  un 
minimum  de  J^(x) ,  il  est  nécessaire  et  il  suflit  que  la  pre- 
mière des  fonctions  dérivées  successives  de  J[x)  qui  n'est 
pas  réduite  à  zéro  soit  d'ordre  pair^  et  suivant  que  cette 
fonction  est  négative  ou  positive  pour  x  =  a ,  la  valeur 
correspondante  de  la  fonction  est  un  maximum  ou  elle  est 
un  minimum. 

Soit  y(j:)  =^x^ — gx^-i-iSx  —  3. 

En  égalant  à  zéro  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre , 
on  obtient  l'équatioil 

j:'  —  6:f  -H  5  =  o. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  i  et  5.  La  valeur  x=  i 
réduit  y' (x)  à  —  125  par  conséquent,  la  valeur  de  y(x) 
pour  x=i  est  un  maximum.  La  valeur  x  =  5  réduit  f{x) 
à  +  I  a  ;  donc  elle  rendf(x)  minimum. 

Soit  f(x)  =:x* — 3  x'-f-  3x-f-  7. 

La  première  dérivée  de  cette  fonction  est  3  x* —  6  jc-h  3, 
ou  3  (x  —  i)',  elle  ne  devient  nulle  que  pour  x  =  i .  Cette 
valeur  de  x  réduit  aussi  f"(x)  à  zéro,  et  f*"{x)  est  un 
nombre.  Par  conséquent,  la  fonction  proposée  n'admet  ni 
maximum  ni  minimum. 

Soit  encore  f{x)  =  x^  —  3  x'  +  6  x  -f-  7. 


CHAPITRE  DIX-NEUVIÈMÇ.  6o5 

En  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  ordre,  on  obtient 
une  équation  qui  n^a  que  des  .racines  imaginaires;  ainsi  la 
fonction  proposée  n'admet  ni  maximum  ni  minimum. 

Dérivées  des  Jonctions  qui  dépendent  des  diverses 
opérations,  des  logarithmes  et  des  exponentielles. 

540.  Quandy*(j:)  est  une  fonction  entière,  on  a 

Les  fonctions  dérivées  étant  entières,  leurs  valeurs  sont 
finies  tant  que  x  ne  devient  pas  infini  ;  par  conséquent ,  si  h 

converge  vers  zéro,  le  rapport —^   convergera 

vers  y  [x).  Donc,  la  déris^ce  d^  une  fonction  entière  d'une 
variable  est  la  limite  vers  laquelle  convier ge  le  rapport  de 
V accroissement  de  la  Jonction  à  V accroissement  de  la  va- 
riable y  quand  ces  accroissements  tendent  indéfiniment 
vers  zéro, 

541.  Lorsque  J[x)  est  une  fonction  quelconque,  on 
appelle  encore  dérivée  de  cette  fonction  la  limite  du  rap- 
port — j — =^^ ,  pour  des  valeurs  de  h  qui  décroissent 

indéfiniment*,  et  Ton  désigne  toujours  cette  dérivée  par 

Il  suit  de  cette  définition  que  la  dérivée  d*une  constante 
est  zéro.  La  dérivée  def(x)  -\-  a^  a  étant  une  constante, 
est  la  même  que  celle  dey  (a:).  Celle  de  — Ji-x^)  est  — J^{^)h 
et,  généralement,  la  dérivée  de  aj{x)  est  aj'{x). 

542.  Soient  X,  Y,  Z,  U,...  des  fonctions  quelconques 
d'une  variable  X'^  désignons  par  Xi,  Yj,  Zi ,  Ui,...  ce 
que  deviennent  ces  fonctions  quand  x  devient  x -\-h\  et 
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par  X')  Y',  Z',  U',...  les  dérivées  de  ces  mêmes  fonctions. 

c'est-à-dire  les  limites  des  rapports  — ^ — ?      '      — , 

Si  Von  a  X  =  YH-ZH-U-f-..,,ilen  résultera 

et  en  passant  aux  limites 

X'=rY'-»-Z'-|-U'-|..... 

Donc,  la  dériifée  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions  est  la 
somme  des  dérivées  de  ces  fonctions. 

543.  Soit  X  =  YZ,  on  aura 

X.  -  X  =  Y,  Z.  -  YZ  =  Y.  (Z.  -  Z)  4-  Z  (Y.  —  Y)  ; 


donc 


X|  —  X Z|  —  z       _  Yi  —  Y 

—  *  I ; ~T~  i* 


h  '         h         '  h 

Lorsqu'on  passera  à  la  limite^  en  faisant  A  =  o,  Yi  devien- 
dra Y,  et  l'on  trouvera 

X'  =  YZ'  -f-  ZY'. 

Donc,  la  dérùée  du  produit  de  deux  fonctions  est  égale 
à  la  somme  des  produits  quon  obtient  en  multipliant 
chaque  fonction  par  la  dérii^  de  Vautre . 

Si  la  fonction  X  est  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
de  facteurs  Y,  Z,  U,  V,...,  en  faisant  ZUV...  =  F(x),  on 
aura ,  diaprés  la  règle  précédente, 

X'  =  Y'F(x)-f-YF'(«). 

En  faisant  ensuite  UV...  =F,(x),  d'où  F(x)  =  ZFj(jc), 

on  aura 

r(x)  =  Z'F,(x)-hZr,(ar); 

par  conséquent 

9 

X'  =  Y'ZUV. . .  -f-  Z'YUV.  .  .  -H  yzf;(j:). 
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On  pourra  continuer  de  la  même  manière ,  aussi  longtemps 
que  Fexigera  le  nombre  des  facteurs^  et  de  là  il  suit  que  la 
dén'i^ée  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs 
est  égale  à  la  somme  des  produits  quon  obtient  en  multi- 
pliant la  dériuée  de  chaque  facteur  par  le  produit  de  tous 
les  autres  facteurs. 

Cette  règle  comprend,  comme  cas  particulier,  la  pre- 
mière proposition  du  n**  H3. 

544.  Si  toutes  les  fonctions  Y,  Z,  U,...  sont  égales,  on 
aura  X  =  Y*"  et  X'  =  mY'"~*Y'.  Donc,  pour  obtenir  la 
dérii^ée  de  la  m,'^""  puissance  d^  une  fonction  ^  il  faut  mul- 
tiplier la  dériv^ée  de  la  fonction  par  V exposant  et  par  la 
(m  — i)''*"'  puissance  de  la  fonction. 

545.  Soit  X  =  -•  On  conclut  de  là 

^'       ^~Z.        Z"~  Z.Z     ' 

donc 

X.  — X i_  Z.  —  Z 

~  h      ~"      z,z'     h     ' 
et  en  passant  à  la  limite 

Y 

On  déduit  de  là  la  dérivée  d'une  fraction  —  ]  car  en  con- 

sidérant  cette  fraction  comme  le  produit  Y  X  y  ,  et  en  ap- 
pliquant la  règle  du  n°  543.  on  a,  pour  la  dérivée  de  ce 

produit , 

,1       ^7/  ZY'  —  YZ' 

Y'. Y.-,     ou 

Z  Z»  Z' 

Donc^  pour  obtenir  la  dériv^ée  d'une  fraction,  il  faut 
multiplier  la  dérii^ée  du  numérateur  par  le  dénominateur j 
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soustraire  de  ce  produit  celui  de  la  dérii^ée  du  dén<muna- 
teurparle  numérateur^  et  dwiser  la  différence  par  le  carré 
du  dénominateur. 

Si  Ton  a  X  =  — ?  il   en  résultera  X'  = ^— —  »   ou 

X'  =  — mZ~'"~*.Z',  ce  qui  prouve  que  la  dérivée  d'une 
puissance  négative  se  forme  suivant  la  même  règle  que 
celle  d* une  puissance  positive. 


m 


546.  pour  X=  ^,  on  a,  d'après  la  division  de  a" — i" 
par  a  —  i, 


lU 


Y, -Y 


m  m  m 


X.  — x  =  v^y.-v/y=  

d*où 

X,  — X      Y,  — Y  I 


A  m  m  M  tn 

V^YT^  -h  y/Y7=»yT-h...-h  /y=^ 


et  en  passant  à  la  limite 

X'  = 


Y' 


M 

m 


V/Y—' 

En  faisant  usage  de  Texposant  fractionnaire,  on  a 

j^  j 

X  =  Y'"     et     X  =  -.Y'.Y'"    '•, 

m 

de  sorte  que  la  dérivée  est  formée  suivant  la  même  règle 
que  celle  d'une  puissance  entière. 
Dans  le  cas  où  m  =:  2 ,  on  a 

X=zJy     et     X'  =  -^. 

2V^ 

Donc,  la  dérivée  d'un  radical  du  second  degré  ^st  égale 
à  la  dérivée  de  la  quantité  sous  le  radical  j  divisée  par 
deux  fois  le  radical. 
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&47.  Supposons  X  =  log  Y  ;  on  en  conclura 

X.-X=logY.-loj;Y  =  logIi. 

Y  Y 

Soit  — î— T —  =  ô,  d'où  Yi  =  Y  -I-  6h^  on  aura 


Y 


Xi— X       I,  _/_       Bh\       B  ,      /        Bh\Bh 


Y/ 


eh 


Si  Ton  feit  converger  h  \erù  zéro,  la  quantité  1 1+-^) 

convergera  vers  e  (n^  833) ,  et  0  convergera  vers  la  dérivée 
Y';  donc,  en  passant  aux  limites,  on  aura 

Donc,  pour  obtenir  la  dénuée  éHun  logarithme,  û  faut 
calculer  la  dérivée  de  la  quantité  dont  on  doit  prendre 
le  logarithme^  la  diviser  par  cette  quantité^  et  la  multi" 
plier  par  le  logarithme  du  nombre  e  dans  le  système  auquel 
appartient  le  logarithme  que  Von  cçnsidère ,  ou  par  le 
module  de  ce  système* 

518.  SoîtX  =  fl^  d'où  Xi  — X  =  a^(a^«-^— i).    Si 
Ton  fait 

Y,  — Y  =  «,     et    =  6, 

il  en  résultera 


lim  ^  =  Y',     et    û  =  (n-  n6)*'     ou     a 


=[('+'.sr*J  • 


Pour  y;  =  o ,  la  dernière  relation  devient  a = e  ,  d'où  6 = fa , 
donc,  lim =  la.  Mais 


= .  •  Y?     donc      um — 7 —  =  Yi«; 

h  TU         n  n 

5«  édit,  39 
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et  puisque  X,-.X  =  a^(a^"^—i)  =  /i^(a''—i), 

h 

Donc,  la  Jérii^ée  d^une  fonction  exponentielle  est  égale 
à  la  dénuée  de  l'exposant ,  multipliée  par  la  fonction  et 
par  Ih  logarithme  népérien  de  la  base, 

54>9.  Quand  on  a  calculé  la  dérivée  d'une  fonction  ,  eo 
prenant  la  dérivée  de  cette  fonction  dérivée  on  a  la  secronde 
dérivée  de  la  fonction  proposée ,  ou  la  dérivée  du  second 
ordre.  La  dérivée  de  cette  seconde  dérivée  est  la  troisiènif 
dérivée,  ou  la  dérivée  du  troisième  ordre  de  la  fonctioii. 
Ainsi  de  suite. 

550.  Puisque  la  première  dérivée  d'une  fonction  est  la 
limite  du  rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  Tac- 
croissement  de  la  variable,  lorsque  cette  dérivée  est  positive 
pour  une  valeur  particulière  a  de  x,  en  désignant  par  h  une 

quantité  très-petite^  le  rapport 7 — :^-^  est  aussi 

positif;  donc,  si  h  est  positif,  on  a /"{û  +  A)  >y*(a) , 
c'est-à-dire  que  la  fonction  croît  avec  x.  Si,  au  contraire. 

la  dérivée  est  négative  pour  x = a,  le  rapport  — -^- — ^^ 

est  aussi  négatif  pour  h  suffisamment  petit;  donc,  h  étant 
positif,  on  a  f(a  H-  h)  <^f{a)^  c'est-à-dire  que  la  fonction 
décroit  lorsque  x  augmente. 

Il  suit  de  là  que,  pour  que  la  fonction  cesse  de  croître 
et  commence  à  décroître,  ou  pour  qu'elle  cesse  de  décroitre 
et  commence  à  croître ,  c'est-à-dire  pour  qu'elle  devienne 
maximum  ou  minimum,  il  faut  et  il  suffit  que  la  dérivée 
change  de  signe.  Il  7  a  maximum  quand  la  dérivée  passe 
du  positif  au  négatif,  et  minimum  quand  la  dérivée  passe 
du  négatif  au  positif. 
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Supposons,  par  exemple,  que  Ton  demande  le  maximum 

de  la  fraction  — .  La    dérivée  de  cette   fraction   est 

X* 


J^  _«_  Qx'  I 

/ju  .4.    \7  —  ^^  dénominateur  (x*  -h  x)*  étant  toujours 

positif,  cette  dérivée  ne  peut  changer  de  signe  qu'autant  que  le 
numérateur  changedc  signe,  et,  par  conséquent,  devientzéro. 
D'ailleurs^  F  équation  x* —  6x^  —  i  =  o  a  seulement  deux  ra- 

cines  réelles  x=Y3ifcvio:le  premier  membre  est  néga- 
tif poiir  les  valeurs  de  x  comprises  entre  ces  deux  racines, 
il  est  positif  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x  ;  et  le  con- 
traire a  lieu  pour  la  fonction  dérivée.  On  conclut  de  là  que 

la  fraction  proposée  est  minimum  pour  x'  =  3  —  ^10,  et 

qu'elle  est  maximum  pour  x*  =  3  -I-  v^io. 

Soit  encore  la  fraction  ^5  sa  dérivée  est     ..  .  ■  ^  elle 

s'évanouit  pour  /x=  i,  ou  x=e,  et  elle  est  négative 
quand  x  <[  e ,  positive  quand  x^e,  La  fraction  proposée 
a  donc  une  valeur  minimum  qui  est  le  nombre  e. 

551.  Quand  la  fonction  y(x)  est  entière,  sa  dérivée  est 
aussi  une  fonction  entière ,  et  elle  ne  peut  changer  de  signe 
qu'en  devenant  zéro.  Soit  a  une  racine  de  /'(x)  =0^  si 
/"{a)  >  o ,  la  fonctiony^  (x)  est  croissante  pour  des  valeurs 
croissantes  de  x  très-voisines  de  a ,  donc  elle  passe  du  néga- 
tif au  posi^f;  si  /"(«)  <^o,  la  fonction  f'{x)  est  décrois- 
sante^ donc  elle  passe  du  positif  au  négatif-,  si /"(a)  =  0, 
a  est  une  racine  multiple  de  /'  (x)  =  o,  et  pour  que  /'  (x) 
change  de  signe  lorsque  x  passe  d'une  valeur  plus  petite 
que  a  à  une  autre  plus  grande,  il  faut  que  le  degré  de  mul- 
tiplicité de  la  racine  a  soit  impair.  On  retrouve  ainsi ,  pour 
les  fonctions  entières ,  les  règles  qui  ont  été  établies  dans  le 
n^  539  par  la  considération  du  développement  de/(x-f-/2). 

39. 


G 12  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  D'ALGÈBRE. 

ÈK>aluation  des  quantités  qui  se  présentent  sous  la 

Jorme  ^. 

552.   Soient  f(x)  et  <f(x)  deux  fonctions  entières  qui 

deviennent  nulles  quand  on  fait  x  =  a\  la  fraction   -^ 

prendra  alors  la  forme  indéterminée  J.  Si  Ton  divisait  les 
deux  termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  on 
obtiendrait  une  expression  équivalente  qui  aurait  une  valeur 
déterminée ,  quelle  que  fût  celle  de  x.  Mais  on  peut  aussi 
trouver  la  valeur  de  la  fraction  pour  x  =  a  sans  recourir  à 
l'opération  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Si  l'on  fait  x  —  a  =  h,  d'où  jr  =  a-f-A,  on  aura,  à 
cause  de /(a)  =  o  et  ©  (a)  =  o ,  et  en  supprimant  le  facteur 
h ,  qui  sera  commun  aux  deux  développements  de  f(a  -I-  h) 
et  (f  (a  -f-  h) , 

d'où ,  en  faisant  A  =: o ,  qui  correspond  k  x  =  a^ 

Si  les  quantités  f  (a)  et  y'  (a)  sont  toutes  deux  nulles ,  on 
trouvera ,  en  supprimant  une  seconde  fois  le  facteur  h , 

?(«)     t"(«)" 

Ainsi  de  suite. 

On  conclut  de  là  cette  règle  générale  :  pour  obtenir  la 

ftx) 
valeur  d'une  fraction  -7-r  dont  les  deux  termes  sont  des 

fonctions  entières  d'une  variable  x ,  et  qui  devaient  f  pour 
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i  r        r  f  ,1      r      .'        /'W    /"(•') 

X  =  a ,  a  toiit  former  la  siate  des  fractions  -tt^  y     ,,)  [  ? 

\,    .  >  etc.  ;  /a  valeur  cherchée  est  celle  de  la  première  de 
ces  fractions  qui  nest  pas  \  pour  x  =  a. 

553.  Supposons  maintenant  que  f[x)  et  ^  (jr)  ne  soient 
plus  des  fonctions  entières-,  si  elles  sont  nulles  pour  x  =  a , 
en  faisant  x  =  a  -4-  A ,  on  aura ,  à  cause  de  f[a)  =  o  et 
9)(fl)2=o, 

f[a  4-  h)  -f[a) 
Ax)^f{a-\-h)-f{a)^  h 

?  W       ?  («  -H  '0  —  ?(«)       ?(«  +  /<)— y  (^) 

A 

Lorsque  /i  convergera  vers  zéro ,  le  rapport  — j — ^-^ 

iu   \  f  «»  («  -h  A)  —  « (fl) 

convergera  vers  y  (a),  et  le  rapport  -ï-^ j- ^^-^-^  con- 
vergera vers  f '(â)  \  on  aura  donc ,  en  passant  aux  limites , 

?W     ?'  («)' 

Si  les  deux  quantités /'(a)  et  <f'  [a)  sont  nulles,  on  ap« 
pliquera  la  même  proposition  à  la  fraction  •^tt-t  5  de  sorte 

que  la  valeur  cherchée  sera'-rrr-^.  Si  celte  dernière  fraction 

est  encore  \ ,  il  faudra  employer  les  dérivées  du   troisième 
ordre.  Ainsi  de  suite. 

a 

Prenons  pour  exemple  la  fraction »  qui  de- 
vient ^  pour  .r  =  o.  La  dérivée  du  numérateur  est 
^  (i  —  x)    S  celle  du  dénominateur  est  i ,  et  le  quotient 

de  la  division  de  la  première  quantité  par  la  .secondr, 
pour  X  =  o,  est  }.  Ce  nombre  est  la  valeur  cherchée. 
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Sbit  encore  la  fraction qui  est  f  pour  x  =  o»  La 

dérivée  du  numérateur  est  e'  4-  e~'  5  celle  du  dénominateur 
est  I ,  et  le  quotient  de  la  division  de  la  première  quantité 
par  la  seconde ,  pour  x  =  o ,  est  2.  Ce  nombre  est  la  valeur 
cherchée. 

554.  On  peut  parvenir  autrement  à  ces  résuluts.  On  a , 
pour  le  premier  exemple , 

»  ~  I  II 

donc 

s 

I ^I — X  I  1      I 

X  5        6   6 

« 

Pour  X  =  0^  le  second  membre  de  la  dernière  égalité  se 
réduit  à  [. 

A.  regard  du  second  exemple,  en  remplaçant  les  ex- 
ponentielles e*  et  e"'  par  leurs  développements ,  on  a 

c*  —  er*  ij^  î>.x* 
=  2 


I .2.3        I .2.3.4-5 

Pour  j:  =  o,  le  second  membre  de  cette  égalité  se  réduit 
à  2. 

555.  Lorsque  les  fonctions /(x)  et  ç(x)  deviennent  in- 

finies  pour  une  valeur  de  x,  la  fraction  ^-^jA  se  présente 

sous  une  forme  indéterminée.   On  peut  considérer  cette 

fraction  comme  le  quotient  de  la  division  de  -7-:  par  -77-,  » 

et  ces  deux  dernières  quantités  deviennent  Tune  et  l'autre 
zéro  pour  x  =  a. 

Quand y*(x)  et  ^  (x)  sont  des  fonctions  entières  ,  elles  ne 
deviennent  infinies  que  pour  x  =  00  .  Dans  ce  cas,  pour 
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obtenir  la  valeur  correspondanle  de  la  fraction  "^-r-!  »  il 

suffit  de  diviser  les  deux  termes  par  la  plus  haute  puissance 
de  X. 
Soit 

<P(j:)~"  Ajr'-hBx*-'  -f- C  jr^» -h  ....* 

Si  m  >  /ï ,  en  divisant  par  x^  et  faisant  x  =  00  ,  le  numé- 
rateur deviendra  « ,  et  le  dénominateur  sera  zéro  ;  la 
valeur  de  la  fraction  sera  donc  infinie.  Si  m  =  /t ,  après  la 
divfsion  par  x^,  en  faisant  x  =  00  ,  le  numérateur  de- 
vient a ,  et  le  dénominateur  devient  A  ;  la  valeur  de  la 

fraction  est  donc  - .  Si  m  <^  w ,   la  valeur  de  la  fraction 

A 

pour  X  =  00  est  zéro. 

Il  en  sera  de  même ,  en  faisant  x  =  00  ,  si  les  deux 

termes  de  la  fraction  -7—,  sont  des  quantités  irrationnelles. 

développées  et  ordonnées  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  X.  La  valeur  de  la  fraction  sera  Tinfini,  ime  quan- 
tité finie,  ou  zéro,  suivant  que  le  degré  du  numérateur 
sera  plus  grand  que  celui  du  dénominateur,  égal  à  celui  du 
dénominateur,  ou  plus  petit  que  celui  du  dénominateur. 

5S6.  Si ,  pour  X  =  fl,  f(x)  est  zéro,  et  (f  (x)  est  00  ,  le 
produit  f(x)  X  ç  (x)  se  présentera  sous  une  forme  indé- 
terminée^ mais  on  peut  considérer  ce  produit  comme  le 

quotient  de  la  division  de  f(x)  par  -r-r,  et  ces  deux 
quantités  sont  zéro  pour  x  =  a  (*). 

^*)  Le  produit  xlx  est  o  x»  pourx  =  o.  En  mettant  ce  prodoit  8ous 

celle  forme  —<,  la  dériv«^c  du  numérateur  e»t  i ,  celle  diï  dénominateur  est 
I 

Ix 
^j ,  et  le  quotioiit  de  la  division  de  la  première  quantité  par  la  seconde 

X{tXj 
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est  —  '(''')'  <I^i  ^t  aussi  o  Xoo  pour  x  =  o;  mais ,  puisque  la  valeur  de 
la  première  expressioo  rbc,  pour  x  =  o,  est  éfpile  à  celle  de  —  x(Lr)*y  en 
désignant  cette  valeur  par  $t  on  a 

e=—elx    ou     ^(n-ir)=o; 

et  puisque  2x  est  —  oo  pour  x  =  o,  9  =  o. 
On  peut  parvenir  autrement  à  ce  résultat.  En  laisant  «  =  ->  on  a 


Soit  U  = 

/i 

il 

en 

résultera 

x/x  = 

Donc 

.=.'' 

=  i-hy 

1.2 

4 

SI                  y 

l*      y             i.a 

i.a. 

5 

Pour  c  =  +  00 ,  qui  correspond  à  x  =  o,  le  premier  tenue  du  déreloppe- 

a  y  y* 

ment  de  -r-  est  zéro,  les  termes  -^9  ■»   etc. ,  sont  infinis,  et  comme 

ils  sont  tous  positifs,  leur  somme  est  infinie.  Donc  -r-  =  00;  paroooaé- 

if 
U 
quent  —  =0. 
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CHAPITRE  VINGTIEME 


ADDITIONS. 


I.  — Sur  la  théorie  de  l'élimination. 

1 .  En  considérant  un  système  de  deux  équations  de  degré 
quelconque  à  deux  inconnues .  on  peut  se  proposer  deux 
questions,  que  Ton  confond  assez  ordinairement  l'une  avec 
Fautre ,  mais  qui  sont  cependant  distinctes.  On  peut  vou- 
loir trouver  toutes  les  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions par  rapport  à  Tune  et  à  l'autre  inconnue ,  ou  seulement 
une  équation  à  une  seule  inconnue ,  par  laquelle  on  puisse 
obtenir  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue  qui  con- 
viennent aux  deux  équations  avec  des  valeurs,  correspon- 
dantes de  l'autre  inconnue ,  les  mêmes  pour  chaque 
équation.  La  théorie  qui  a  été  exposée  dans  le  chapitre  XV, 
pour  la  résolution  de  ces  deux  questions ,  est  imparfaite , 
en  ce  qu'elle  ne  fait  pas  connaître  quel  sera  le  degré  de 
multiplicité  des  racines  de  l'équation  finale  en  y,  et  elle  ne 
comprend  pas  les  valeurs  de  y  auxquelles  correspondent 
des  valeurs  infinies  de  x.  M.  Làbatie  a  donné  des  règles 
qui  font  disparaître  ces  imperfections.  M.  Ossian  Boiîiïet 
s'est  aussi  occupé  de  la  résolution  des  équations  simul- 
tanées à  deux  inconnues.  M.  Bonnet  donne  d'abord  une 
définition  précise  des  solutions  multiples  et  de  leur  degré 
de  multiplicité.  Au  moyen  de  cette  définition,  il  prouve ^ 
i  ^  que ,  si  A  =  BQ  -+-  R  ,  les  solutions  des  deux  systèmes 
A  =  o,  B  =  o,etB  =  o,R==o,  ont ,  dans  l'un  et  dans 
l'autre,  le  môme  degré  de  multiplicité;  i^  que  le  système 
CA  =  o  ,  R  =  o  équivaut  toujours  aux  deux  systèmes  C  ="0 , 
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B  =  o,  etA  =  o,  B  =  o.  Il  conclat  de  ces  deux  lemnies 
un  procédé  rigoureux  de  résolution ,  indépendant  du  théo- 
rème de  MM.  Labatie  et  Sarrus ,  et  ensuite  une  démons- 
tration nouvelle  de  ce  théorème ,  qui  n'est  plus  qu'une 
abréviation  de  sa  méthode.  Ce  travail  de  M.  Bonnet  a  été 
inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  des  Mathématiques 
(février,  mars,  avril  et  mai  1846).  L'autetu* annonçait  quMl 
s'occuperait  aussi  de  Téliminatioh  proprement  dite ,  c'est- 
à-dire  du  cas  où  le  procédé  de  Félimination  est  employé 
seidement  pour  obtenir  une  ou  plusieurs  équations  indé- 
pendantes de  Tune  des  incounues ,  et  qui  donnent  toutes 
les  valeurs  de  Tautre  inconnue.  C'est  ce  sujet  que  je  vais 
traiter  :  les  résultats  sont  ceux  auxquels  M.  Labatie  était 
parvenu;  mais  les  démonstrations  sont  de  M.  Bonnet,  qui 
ne  les  avait  pas  encore  publiées,  et  qui  a  bien  voulu  me  les 
communiquer. 

2.  Soient  y  (x ,  j)  =  o  et  F  (a:,  y)  =  o  deux  équations 
algébriques  à  deux  inconnues.  Supposons  qu'on  ait  ré- 
solu chacune  d'elles  par  rapport  à  x,  et  soient  Xi,  Xt ,  Xa,.. . 
les  racines  de  la  première ,  x^ ,  x', ,  x, , . . .  celles  de  la  se- 
conde. Ces  quantités  sont  des  fonctions  dej",  et,  pour 
qu'un  couple  de  valeurs  x  =  a ,  y  =  6  soit  une  solution  des 
deux  équations,  il  faut  et  il  suffit  que ,  lorsqu'on  fera  j^  =  ^  >. 
une  ou  plusieurs  des  racines  Xi ,  Xt ,  Xs , . . . ,  et  une  ou 
plusieurs  des  racines  x\ ,  x', ,  x', , .  * . ,  deviennent  a.  Il  suit 
de  là  que,  si  Ton  forme  le  produit  P  de  toutes  les  diffe^ 
rences  'X|  — ~~  x . ,  X|  '~~~  x  ^ , .  •  •  %  Xj  ■—  x . ,  x  §  ^—  x^ ,  •  •  •  ^  et  si 
y  =  ë  ne  rend  infinie  aucune  des  racines  Xj  ,  Xt , .  .  . , 
x\ ,  x'j , . . .  de  l'ime  et  de  l'autre  des  deux  équations,  celte 
valeur  6  de  j-  devra  vérifier  P  =  o  ;  et  réciproquement , 
toute  valeur  qui  vérifiera  l'équation  P  =  o ,  sera  une 
valeur  convenable  de  j^. 

3.  Supposons  d'abord  que   les   coefficients  des  termes 
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du  plus  haut  degré  par  rapport  à  x,  dans  tes  deux  équa- 
tions, soient  numériques.  Dans  ce  cas,  les  racines  jTi  ,  Xt , .  •  •  > 
a:',,  a:'j,.«-  ^^  deviennent  ni  infinies  ni  7. pour  aucune 
valeur  dey.  On  a,  en  outre, 

/{jCyj)  =  J?*-+-  A|a:*^'4- AjX*-'-!- ...  =  (x— x,)  {x — a:,)  {x — X3)..., 
F  {x,x)  =x"-+-B,x«-«-+-B,j:— »  -+- ...  =(x— x',)(x— x;)(x— x',). ..; 

donc  ,  en  substituant  dans  la  seconde  équation  les  racines 
de  la  première , 

F  (x,  jx)  =  (*t  —  A)  (*'  -■  "^'0  (^«  —  ««^i)  •••  > 

F  (-^îj  j)  =  (^»  —  -=«^1)  (^î  —  ^7)  (^ï  —  •=*^»)  —  ; 

par  suite, 

P  =  F(x.,7)  X  P(*Mr)  XF  (x3,r).... 

On  peut  évaluer  ce  produit  en  fonction  rationnelle  de  la 
seule  inconnue  j^  au  moyen  des  fonctions  symétriques.  . 
Ecrivons  le  produit  P  sous  cette  autre  forme  : 

P  =  (x7-f-B,x— '-t-B^-'-h...)  (x^ -h B,x^-'-+-B^-'-h.. .).... 


Après  la  substitution  des  valeurs  des  racines  ^Ti ,  Xs ,  X} ,..., 
un  terme  quelconque  de  la  fonction  P  contiendra  au  plus 
m  coefficients  de  F(x^y)  et  n  coefficients  def(x^y).  En 
effet,  il  estd^abord  évident,  par  l'expression  ci-dessus  de  P, 
qu'un  terme  quelconque  de  ce  produit ,  avant  la  stibstitu- 
tion,  ne  contient  pas  plus  de  m  coefficients  de  la  suite  Bi , 
B«....  Il  en  est  encore  de  même  après  la  substitution  des 
valeurs  de  Xi  ^  Xt , . . . ,  puisque  cette  opération  ne  peut  in- 
troduire que  des  coefficients  dey(j:,/).  D'un  autre  côté, 
on  peut  former  la  quantité  P  en  substituant  dans  la  pre- 
mière équation  les  racines  de  la  seconde ,  et  de  cette  ma- 
nière, un  terme  de  P  contiendra  au  plus  n  coefficients  de 
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4.  Soient  actuellement 

/(*,  7)  =  A«j:*-Ï-A,j:^'4-A,x*-»H-  ...  , 
F  (x,  x)  =  Bo  X»  -+-  B,  -c*-'  4-  B,x^»  -h 


On  pourra  écrire  les  équatîonsy(x,  r)  =  0  et  F  (j:,  v)=  o 
de  cette  manière: 

Al  Aa      _ 

o:" 4- -r- x-^' 4- —  JC^*-+-..  •  =0,  . 
Ao  A^ 

B,  B, 

x-  4-  ^  x^'  4-  ^  x""'  4- .  . .  =0. 

Diaprés  la  remarque  précédente ,  le  dénominateur  d^un 
terme  du  produit  P  ne  pourra  être  que  A"  B^ ,  ou  le  pro- 
duit de  deux  puissances  moins  élevées  de  A 0  et  de  Bo.  Donc, 
en  multipliant  P  par  A"  B7,  on  aura  une  fonction  entière 
de  j^.  Soit  F  =  PA"  B^"^  nous  allons  démontrer  que  F  =  o 
est  Féquation  finale. 

Cela  serait  évident  si  Féquation  finale  ne  devait  contenir 
que  des  racines  pour  lesquelles  on  n^eût  ni  A*  =  o,  ni 
Bo  =  o,  et  si  l 'équation F  =  o  n^avait aussi  que  de  semblables 
racines  ;  car  alors  les  racines  de  F  =  o  seraient  les  mêmes 
que  celles  de  P  =  o  ;  et ,  d'un  autre  côté,  comme  les  racines 
qui  devraient  être  données  par  Féquation  finale  ne  ren- 
draient infinie  aucune  des  racines  Xt ,  a:« , . . . ,  x,  ,  x', , . . . , 
elles  devraient  toutes  satisfaire  à  Féquation  P  =  o  ;  mais 
il  faut  prouver  que  la  proposition  énoncée  subsiste  aussi  , 
en  considérant  les  valeurs  de  y  qui  annulent  un  des  coeffi- 
cients  Aq  etBo,  ou  qui  les  annulent  tous  les  deux. 

Supposons  d'abord  que,  pour  y  =  S ,  on  ait  Ao  =  o, 
et  que  Bo  ne  soit  pas  nul*,  dans  ce  cas  ,  une  ou  plusieurs  des 
racines  x^  Xt,  Xi,...  sont  infinies.  Supposons  que  les. 
racines  infinies  soient  x^  et  x^'^  on  a 

PB7  = 

(B« x';4-B,x^-'4-...)(B,.r'i4-B,j:î-' 4-. ..)fBoX';4-B,x",-'4-. ..)..- 
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ou  bien 


PB7  = 


et ,  en  multipliant  les  deux  membres  par  A'^ , 


PA;B7  = 


(A.  j:,  x,)M  B.4-B,~  4- . . .  Ub,H-B,  j  4- . . .  W^ 


Nous  allons  d'abord  démontrer  que  le  produit  Ao  Xi  Xt 
a  ,  pour  j^  =  ê ,  une  valeur  finie ,  diiFérente  de  zéro.  En 
considérant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  Fëquation 
f(x^y)  =  o ,  dont  le  dernier  terme  est  A^ ,  on  a 

A. 


Ag  X\  X<i  «Tj  •  •  •    —  «•M  y        ^  Ou       Ai^  JC\  JC^  — » 


x^x^ 


Or,  sij"  =  S  n'annule  pas  A,„,  auctmedes  racines  X|,j?4,  . . . 
n'est  zéro  quand  on  fait  y  =  6  ;  par  t^onséquent,  le^second 
membre  de  la  dernière  égalité  a  une  valeur  finie ,  différente' 
de  zéro. 

Si  Am  est  annulé  par  j^  =  S,  il  y  a  des  racines  nulles; 
mais,  dans  ce  cas,  que  Ton  augmente  toutes  les  racines 
d'un  même  nombre  A,  tel  qu^ aucune  des  racines  ne  soit 
égale  à  —  A  ;  le  dernier  terme  de  l'équation  ne  sera  plus 
zéro.  On  aura  alors 

A.(x.  +  h)  (X.+  A)  =  (^^_^;^j*|;^;^)_^  • 

Il  suit  de  là  que  le  produit  Ao  (Xi  +  h)  (x^  ■+-  h)  aura  pour 
y  =  6  une  valeur  finie,  diiférentc  de  zéro  ;  or  ce  produit 

est  égal  k  AoXiXt  (iH j  (iH 1,  et  lorsque  Xi  et  Xt 

deviennent  infinies,  il  a  la  même  valeur  que  le  produit 

A^  X\  X\» 

Revenons  maintenant  à  l'expression  ci-dessus  du  produit 
PA"Bî*.  Lorsqu'on  fait  r  =  ê,  les  deux  pi^miers  facteurs 
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polynômes  de  cette  quantité  se  réduisent  à  Bo  ,  puisque  x, 
et  JCt  sont  infinies.  Chacun  des  facteui*s  suivants  a  une  va- 
leur finie  qui  n'est  pas  zéro ,  à  moins  que  Tune  des  racines 
Xs ,  X4 ...  ne  prenne  une  valeur  égale  à  celle  d'une  des  ra- 
cines de  l'équation  F(x,  j)  =  o,  auquel  cas  il  7  aurait  une 
valeur  a  de  x  qui  vérifierait  les  deux  équations  avecj^  =  c. 
Donc,  puisque  AoX^Xt  est. une  quantité  finie,  différente 
de  zéro ,  si ,  pour  y  =  6  qui  annule  Ao ,  les  deux  équa- 
tions n'ont  aucune  solution  commune,  finie  ou  infinie, 
PB7  A^  ou  F  a  une  valeur  différente  de  zéro  5  et  si  les  deux 
équations  ont  une  solution  commune  x  =  a  ,  F  est  zéro. 

Si  y=ê  annule  Ao  et  Bo ,  ^n  supposant  toujours  que 
Xi  et  Xi  soient  les  racines  de  /* (x,  y)  =  o  qui  deviennent 
infinies ,  les  deux  premiers  facteurs  polynômes  de  PA^  B" 
sont  nuls  quand  on  y  fait  j^  :=  6,  et  tous  les  autres  facteurs 
ont  des  valeurs  finies;  donc  F  =  o. 

Il  est  démontré  par  Jà  que  l'équation  F  =  o  donne  toutes 
les  valeurs  finies  de  j^  qui  vérifient  les  deul  équations  avec 
une  valeur  finie  ou  infinie  de  x. 

5.  L'équation  F  =  o  peut  avoir  des  racines  ^ales  ;  mais, 
relativement  au  degré  de  multiplicité  de  ces  racines,  nous 
considérerons  seulement  le  cas  où  l'une  des  équations  ne 
contient  pas^*,  de  sorte  que  le  système  proposé  esty*(x)=o, 
F  (x,  j-)  =  o.  Dans  ce  cas,  les  racines  Xj ,  X|,  x»,...  de  la 
première  équation  sont  des  quantités  numériques ,  et  Ton 
peut  ne  pas  tenir  compte  du  coefficient  Ao  qui  est  aussi  un 
nombre.  On  a 

F  =  PB';  =(B.x^  -+- B.x»-  -h. . .)  (B,x»,  ^-  B.x;-'  -h- . .) 


Il  résulte  de  cette  composition  de  la  quantité  F  que ,  si 
l'équation  y*(x)  =  o  admet  p  racines  égales  à  a ,  et  si ,  par 
la  substitution  de  a,  F(x,  ^)  =  o  admet  p'  racines  égales 
à  6,  F  admet  le  facteur  (y —  o)'''' . 
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G.  Il  reste  à  expliquer  comment  on  obtient  Téquation 
F  =  G,  quand  on  fait  usage  du  procédé  d^ élimination  par 
le  plus  grand  commun  diviseur.  Considérons  pour  cela  les 
égalités 

rAt=  Bq  H-Rr, 
r,B  =  R7,-f-R,r,, 
,c,  R  =  R|  <73  -h  Rjr, , 
r3R,=  R^<7j -h  Tj. 

Soient  Fi  =  6  Féquation  finale  du  système  B  =  o,  R  ^  p  - 
Fi  =  o  celle  du  système  R  =  o,  Rj  =  o;  Fj  =  o  celle  du 
système  Ri  =  o,  R»  =  o. 

Soient  m,  n ,  /?,  pi ,  ;;,  les  degrés  de  A ,  B,  R,  Ri ,  R, , 
par  rapport  à  a: ^  et  a,  6,  p,  pn  pj  les  coefficients  des  pre- 
miers termes  de  ces  polynômes. 

En  substituant  dans  A  les  racines  de  B  =  o ,  on  aura  une 
suite  d'égalités 

cA'  =  RV,     fA'  =  RV,     c  A'^  =  R^'r, . .  . 
d'où  l'on  conclura  --r-  =  -s-'  »     ou     c"F  =  r*Fi  6"-''. 

5*"  &* 

On  aura  semblablemeiit 

cf.F,  =  ^f»F,pr^, 
Par  suite,  en  multipliant  membre  à  membre  , 

U  est  à  remarquer  que  c,  Ci,  Cj,  Cj  peuvent  n\>tre  pas 
les  facteurs  les  plus  simples  par  lesquels  il  faut  multiplier 
pour  rendre  les  divisions  possibles. 
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IL  — Méthode  de  M.  Gauchy,  pour  l'évaluation 
des  fonctions  symétriques  rationnelles  et  cn- 
tières  des  racines  et  une  équation  (*). 

1 .  Soit  une  équation 

Soient  a,  &,  c,...,  <*,  Xi,  /les  racines,  et  V  une  fonction 
symétrique  quelconque  rationnelle  et  entière  de  ces  racines. 
Supposons  qu'on  ait  éliminé  de  l'expression  de  V,  par 
un  moyen  quelconque,  toutes  les  racines,  excepté  a;  il 
en  résultera  une  valeur  de  cette  fonction  sous  la  forme  d'un 
polynôme  rationnel  et  entier  par  rapport  à  a,  de  sorte 
qu'en  ordonnant  ce  polynôme  suivant  les  puissances  de  a, 
on  aura 

V  =  A«û^  -H  Ai  û'*""'  ...  4-  A^_,  a-^  A/i- 

'  Ao,  Al,  etc.,  étant  des  quantités  composées  rationnelle- 
ment avec  les  coefficients  de  Téquation  proposée. 

Soit ,  en  outre ,  en  remplaçant  x  par  a  dans  l'équation , 


Nous  allons  démontrer  que  si  l'on  divise  le  polynôme  V 

par  le  polynôme  A ,  le  reste  sera  indépendant  de  a ,  et  sera 

la  valeur  de  la  fonction  V. 

En  effet ,  si  Q  et  R  désignent  le  quotient  et  le  reste  de  la 

division  de  V  par  A ,  on  aura  V  =  AQ  -4-  R ,  et ,  comme  A 

est  nul , 

V  =  R. 

Le  reste  R  est  au  plus  du  degré  m — i  en  a;  représentons- 


(*)  Celle  mélbode  a  élé  publiée  par  M.  Caucby  dans  ses  anciens  Ejnr- 
cices  de  Mathématiques  (4'  année}. 
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le  par  . 

On  aura  donc  aussi 

Mais  puisque  V  est  une  fonction  symétrique ,  on  peut  rem- 
placer a  par  i,  par  c ,  etc.  5  et  comme,  par  ces  changements, 
^0,  ^1,  etc.  conservent  leurs  valeurs,  il  s'ensurt  qu'en 
écrivant  x  au  lieu  de  a,  dans  le  second  membre  de  la  der- 
nière équation  ci -dessus,  cette  équation,  du  degré  m ij 

seï*a  satisfaite  par  m  valeurs  différentes  de  x-,  ce  qui  est 
impossible,  à  moins  que  les  coeflScîents  des  puissances  de  x 
ne  soient  tous  nuls.  Donc  le  reste  R  est  y^_,,  et 

2.  Cette  démonstration  suppose  que  les  m  racines  sont 
inégales  ;  mais  les  conclusions  qui  s'en  déduisent  subsistent 
encore  quand  l'équation  X  =  o  a  des  racines  égales.  Pour 
Je  prouver,  il  suffit  de  considérer,  au  lieu  de  Féquation  X=o 
qui  a  des  racines  égales ,  une  autre  équation  U  =  o  dont 
toutes  les  racines  soient  inégales ,  et  qu'on  obtiendrait  en 
faisant  subir  des  modifications  insensibles  aux  coefficients 
de  X.  Par  exemple ,  si  X  =  o  a  trois  racines  égales  à  a,  et 
que  toutes  les  autres  racines  soient  différentes,  on  prendra 

^  _  X(j:  —  /?  —  A)  (x  ~  g  —  A^) 

Le  polynôme  U  ne  diffère  de  X  qu'en  ce  que  deux  des 
trois  racines  égales  à  a  sont  remplacées  par  a-i-  /i  et  a-f-A^  ; 
et  Ton  modifierait  d'une  manière  semblable  le  polynôme  X, 
si,  outre  les  trois  racines  égales  à  «,  l'équation  proposée 
avait  plusieurs  racines  égales  à  6,  d'autres  égales  à  c,  etc. 
Cela  posé,  en  substituant  l'équation  l]  =  oàX  =  o,  et 
conservant  les  notations  précédentes,  on  aura  V  =  y,„_,  • 
5'  édit.  4(1 
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mais  puisque  cette  équation  aura  lieu  quelque  petites  que 
soient  les  quantités  h ,  h\  etc. ,  elle  aura  lieu  aussi  à  la  limite 
quand  on  fera  A  =  o,  A'  =  o,  etc. 

3.  Voici  maintenant  quelle  est  la  méthode  que  M.  Cau- 
chy  déduit  de  la  proposition  précédente ,  pour  calculer  la 
valeur  de  la  fonction  symétrique  V. 

Divisons  X  par  x  —  a,  et  soit  Xt  le  quotient^  cK visons 
de  même  Xj  par  x  —  i,  et  soit  X,  le  quotient;  divisons 
encore  Xt  par  x — c,  et  soit  Xs  le  quotient;  continuons 
d'enlever  ainsi  de  X  tous  les  facteurs  du  premier  degré 
jusqu'à  X  —  k\  de  sorte  que  X,„_i  ne  contiendra  plus  que 
le  seul  facteur  x  —  /.  Cela  posé ,  considérons  les  m  équa- 
tions 

X    =    O,  X|    =    Oy  X3  =    Oy  .     .    .  ,  Xm^I   =    G. 

La  première  est  la  proposée,  et  elle  a  pour  racines 
a,  6,  c,...,'Xi,  /;  la  deuxième  a  pour  racines  &,  c,...,  j^,  /, 
et  ses  coefficients  sont  exprimés  sous  forme  entière  au 
moyen  de  a  et  des  coefficients  de  la  proposée  ;  la  troisième 
a  pour  racines  c,. . . ,  %^  /,  et  ses  coefficients  sont  expri- 
més sous  forme  entière  au  moyen  de  b  et  des  coeflicieuts 
de  la  précédente,  c'est-à-dire  par  a ,  6  et  les  coefficients  de 
la  proposée.  En  général ,  les  coefficients  de  Tune  quelconque 
de  ces  équations  sont  exprimés  sous  forme  entière  par  les 
coefficients  de  la  proposée  et  les  racines  qui  n'appar- 
tiennent  pas  à  Féquation  que  l'on  considère.  Enfin,  dési> 
gnons  par  A  la  valeur  de  X  pour  x  =  a ,  par  B  la  valeur 
de  Xi  pour  x=b^  par  C  celle  de  X,  pour  x  =  c,  et  ainsi 
de  suite  :  en  sorte  que  I  sera  la  valeur  de  X„_3  pour  x  =  *\ 
K  celle  de  X„_t  pour  ar  =  A ,  et  L  celle  de  X,n-i  pour  x* = /. 
On  aura 

m 

A  =  o,      B  =:  o,      C  =  o, ...,     I  =r  o,      K  =  o,      L  =  o. 

Cela  posé,  V  est  une  fonction  symétrique,'  non-seulemeni 
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ci(!S  racines  de  réquation  X  =  o ,  mais  aussi  d(^  relies  de 
Tune  quelconque  des  équations 

«V  I    O^  \.J    ——    0|  •    •    •   j  Agi—  I    O. 

Nous  allons  faire  voir  qu'en  s'appuyant  sur  cette  remarque, 
on  peut,  à  Taidc  du  théorème  fondamental  qui  a  été 
démontré  en  premier  lieu,  éliminer  successivement  chaque 
racine  de  l'expression  de  V. 

D'abord  Féquation  L  =  o ,  où  /  entre  au  premier  degré, 
permet  de  chasser  immédiatement  /  de  Texpression  de  V. 
Considérant  alors  V  comme  une  fonction  symétrique  des 
deux  racines  h  et  /  de  l'équation  X,^,  =  o,  dont  Tune  est 
déjà  éliminée,  on  l'ordonnera  par  rapporta  A*,  et  on  la 
divisera  par  K,  suivant  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (1  )  ;  le  reste 
de  la  division  ne  contiendra  plus  k  et  sera  la  valeur  de  la 
fonction  V  débarrassée  des   racines  k  et  /.  On  considérera 
cette  valeur  de  V  comme  une  fonction  symétrique  des  trois 
racines  /,  A,  /de  l'équation  X,„_8  =  o ,  dont  les  deux  der- 
nières ont  été  éliminées,  et  après  l'avoir  ordonnée  par  rap- 
port à  2,  on  la  divisera  par  I  afin  d'éliminer  i]  le  reste  de 
la-  division  ne  contiendra  pas  i  et  sera  la  valeur  de  V  débar- 
rassée des  trois  racines  <*,&,/.  On  continuera  ainsi  jusqu'à 
ce  qu'on  ait  éliminé  de  V  chacune  des  racines  a ,  & ,  c , . . . , 
ij  k^  l'j  on  aura  alors  la  valeur  de  cette  fonction  exprimée 
par  les  coefficients  de  l'équation  proposée. 

i.  L'expression  définitive  de  V  s'obtient  par  de  simples 
divisions,  et  comme  les  premiers  termes  des  polynômes 
A,  B,  C,...,  I,  R,  L,  qui  servent  successivement  de 
diviseurs,  ont  tous  l'unité  pour  coefficient,  ces  divisions 
n'introduiront  aucun  dénominateur;  par  conséquent,  si 
l'expression  de  V  est  entière  non-seulement  par  rapport 
.aux  racines  a,  è,  c, . . . ,  i,  fc,  /,  qui  y  entrent  symétrique- 
ment, mais  encore  par  rapport  aux  coefficients  /?,,  p^^ 

40. 
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^s ,  etc.,  qui  peuvent  aussi  y  entrer,  Fexpression  définitive 
de  V  sera  aussi  entière  par  rapport  à  ces  coefficients  ;  et 
enfin,  si  ces  coefficients  sont  des  nombres  entiers,  la  valeur 
de  V  sera  elle-même  un  nombre  entier.  Cette  proposition, 
qu'on  aurait  peine  à  démontrer  complètement  au  moyen 
de  la  méthode  qui  a  été  exposée  dans  le  chapitre  XVII ,  se 
déduit  immédiatement  de  celle  de  M.  Cauchy. 

III.  —  Sur  les  racines  imaginaires.  Tliéorème 

de  M.  Cauchy. 

■ 

1 .  Soit  f[z)  une  fonction  rationnelle  et  entière  par  rap- 
port à  2: ,  du  degré  m,  qui  pourra  contenir  des  coefTicients 
imaginaires.  Représentons  par 

a,  -h  6,  /^,      a,  -h  6,  ^—  I , .  .  . , 

les  m  racines  de  cette  équation  ;  ces  racines  pourront  ne  pas 
être  toutes  inégales ,  et  sHl  y  a  des  racines  réelles ,  elles 
seront  comprises  dans  les  mêmes  expressions ,  en  réduisant 

à  zéro  le  coefficient  de  ^ — i .  Soit  aussi  13  -h  V  ^ —  1  co 
que  devient  le  polynôme  f[z)  quand  on  y  remplace  z  par 

X  -h  J  v/ — I ,  on  aura 

On  peut  mettre  l'expression  x  —  a  -h  (y — S)  V — »  sou* 

cette  autre  forme 

r(cos/?-H  V^ — »  sin/?). 
On  a  alors 

r=[(^-a)'4-(7-6)»lS 

X  —  6t                       Y — 6                         J  —  6 
.  cosp  =  • j     sm/?  =  '^ 9     tang/7  :=- . 
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En  faisant  de  même 

U  4-  V  v/^=  R(cosP-f-  v^=T$mP), 
on  a 

V 

langP^  ~, 

et  l'égalité  (i)  se  change  dans  la  suivante  , 

^  (cos  P  -4-  \/^^sin  P)  = 

/ ,  (cos/>,  H-  v^— I  sin  /?,  )  X  /"i  (cos/>,  -f-  v'"  sin/?,)  X ...  ; 

d'où  Ton  conclut 

V=  Pi -h  Pi -h  Pi  4- 

2.  Considérons  les  variables  j:  et^  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  indéterminé  M  d'un  plan ,  et  et  et  6  comme 
celles  d'un  point  fixe  A  dans  le  même  plan.  Les  quantités  r 
et  p  seront  alors  les  coordonnées  polaires  du  point  M  par 
rapport  au  point  fixe  A. 

Lorsqu^un  angle  varie  d^une  manière  continue^  la  tan- 
gente de  cet  angle  peut  changer  de  signe  en  devenant  nulle , 
ou  en  devenant  infinie;  et  chaque  fois  qu'elle  change  de 
signe  en  devenant  nulle,  elle  passe  du  négatif  au  positif 
quand  Tangle  est  croissant,  et  elle  passe,  au  contraire,  du 
positif  au  négatif,  quand  l'angle  est  décroissant.  Soient 
p'  et  p'^  deux  angles  quelconques  déterminés;  supposons 
p^'  >  p'j  et  soient  ^tt  et  (k  -h  11)7:  les  multiples  de  ir  immé- 
diatement inférieurs  à  p'  el  k  p" ,  Les  valeurs  de  Tangle  p 
comprises  entre  p'  et  p"  pour  lesquelles  la  tangente  sera 
zéro,  seront 

donc,  si  Tangle  p  est  constamment  croissant  depuis  p' jus- 
qu'à p"^  sa  tangente  passera  n  fois  du  positif  au  négatif  en 
devenant  nulle.  Si  l'angle  p  varie  depuis  p^  jusqu'à  p"  sans 
être  constamment  croissant ,  sa  tangente,  en  devenant  nidle^ 
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pourra  passer  tantôt  du  négatif  au  positif,  et  tantôt  du 
positif  au  négatif^  mais  l'excès  du  nombre  de  fois  qu'elle 
passera  du  négatif  au  positif  sur  le  nombre  de  fois  qu'elle 
passera,  au  contraire,  du  positif  au  négatif,  sera  égal  à  n  \ 
car  si  l'angle  p,  en  variant  depuis  p'  jusqu'à  p'',  prend 
plusieurs  fois  une  des  valeurs  intermédiaires  (^  +  i)^, 
(i  -h  2)  TT , . . . ,  (/t  +  w)  TT  5  il  la  prendra  alternativement  en 
croissant  et  en  décroissant ,  et  il  devra  la  prendre  une  fois 
de  plus  en  croissant  qu'en  décroissant. 

3.  Supposons  maintenant  un  contour  fermé  quelconque, 
qui  soit  tel  qu'en  aucun  de  ses  points  on  n'ait  à  la  fois 
U  =  o  et  V  =  o.  Si  Ton  construit  des  points  At,  A, ,  etc., 
qui  aient  pour  coordonnées  les  différents  couples  «i  et  c,, 
fit)  et  S) ,  etc.,  aucun  de  ces  points  ne  sera  situé  sur  le  con- 
tour^ et,  si  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  j 
parcourt  le  contour  entier,  lorsqu*il  sera  revenu  à  sa  posi- 
tion initiale,  l'angle  p.-  correspondant  au  point  A, ,  et  dont  ce 
point  sera  le  sommet ,  aura  augmenté  de  27r  ou  il  aura  repris 
sa  valeur  primitive ,  suivant  que  le  point  A^  sera  situé  dans 
l'intérieur  ou  à  l'extérieur  du  contour.  Donc,  si  n  est  le 
nombre  des  points  intérieurs  au  contour,  l'angle  P  aura 
augmenté  àeimi\  par  conséquent  Texcès  du  nombre  de  fois 

que  la  tangente  de  cet  angle,  ou  le  rapporter,  aura  passé 

du  négatif  au  positif  en  devenant  nul ,  sur  le  nombre  de 
fois  que  ce  rapport  aura  passé  du  positif  au  négatif  en 
devenant  nul,  sera  égal  à  2n;  ou,  en  d'autres  termes  : 

*S/ f  (z)  ==  f  (x  H- y  v/ — i)=U-hVv^ — I,  en  supposant 
que  Von  prenne  successwement  pour  xetjles  coordon- 
nées de  tous  les  points  d'un  contour  fermé  quelconque^ 
tel  qu'en  aucun  point  de  ce  contour  on  n'ait  à  la  fois 

U  =  o ,  V  =  o,  et  en  calculant  l'excès  du  nombre  de  fois 

V 
que  le  rapport  y-,  en  devenant  nul,  passe  du  négatif  au 
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positif,  sur  le  nombre  de  fois  que  ce  rapport  passe  en 
dev^enant  nul  du  positif  au  négatif  pendant  que  le  point 
X,  y  parcourt  le  contour  en  ai'ançant  toujours  dans  le 
même  sens  y  jusquà  ce  quil  ait  repris  sa  position  initiale  ; 
si  A  est  cet  excès ,  le  nombre  des  points  dont  les  coor- 
données  x  =  a ,  y  =  6  vérifient  l'équation 

et    qui  sont  situés  dans   V intérieur   du   contour  fermé , 
t^st  -A(*). 

4.   Au   moyen  de  ce   théorème,    on  peut  connaître  le 
nombre  des  racines  imaginaires  de  Téquation 


f{z)  =/(.r  -f-  y  s[^)  =:  o, 

dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  deux  limites  données 

a  et  a! ^  et  le  coefficient  de  v^ — i  entre  le»  limites  b  et  V , 
On  considérera  le  contour  formé  par  les  quatre  droites 
jc  =  a,  X  =  a', y  =  i,  y  ==  i'-  Texcès  A  pour  ce  contour 
entier  sera  évidemment  égal  à  la  somme  des  valeurs  de  cet 
excès  calculées  successivement  par  rapport  à  chacim  des 
quatre  côtés ,  en  supposant  que  le  point  mobile  avance  tou- 


(*)  M.  Cauchy,  en  faisant  conoatlre  ce  théorème  remarquable,  n*eii  avait 
pas  donné   une  démonstration  élémentaire;  celle  qui  vient  d^être  exposée 
est  de  M.  Sturm  ;  elle  a  paru  en   i836,  dans  le  Journal  de  M.  Llonville 
tome  I ,  page  ogo).  MM.  Sturm  et  Liouville  en  ont  donné  d^autres  qui  te 
trouvent  dans  le  même  volume,  et  par  lesquelles,  sans  avoir  établi  aupara- 
vant qn^une  équation  a  toujours  une  racine,  on  prouve  qu^une  équation  du 
d^ré  m  en  a  m.  M.  Sturm  démontre  aussi  rexislence  d^une  racine  par  les 
considérations  qui  ont  été  employées  dans   la  démonstration    ci -dessus. 
A  cet  effet,  il  prouve  que,  lorsquMl  n^existe  aucun  point  dans  Fintérieur 
d^un  contour  fermé  et  sur  ce  contour  même  pour  lequel  on  ait  U  =  o  et 
V  =  o,  Tcxcès  A  pour  ce  contour  e:>t  nul;  et  que,  pour  un  contour  circu- 
laire d^un  rayon  suffîsamment  grand,  qui  a  son  centre  à  Toriginc ,  roxeès  A 
ne  peut  ^Irr  nul ,  et  il  est  v\*a\  à  'jm,  m  ctant  le  degrc  de  roquatton. 
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jours  dans  le  même  sens.  Or  on  aura 

les  valeurs  de  ce  rapport  pour  les  quatre  côtés  consécutiis 

seront  x  (^,  *)  7  Z  («'»  j)  î  X  (^?  ^')  »  Z  («  ?  r)  ?  «^  «^«s  devront 
être  considérées  la  première  entre  les  limites  x=  a  et  a:=a\ 

la  deuxième  entre  les  limites  j  ==  ft  et  j  ==  i'  j  la  troisième 

entre  les  limites  a:  =  a'  et  x  =  a ,  la  quatrième  entre  les 

limites  y  =^b'  el  y  =  b. 

5.  Pour  obtenir  les  parties  de  la  valeur  de  A  correspon- 
dantes à  chacune  de  ces  quatre  fonctions  ,  entre  les  limites 
indiquées,  il  faudra  appliquer  le  théorème  qui  a  été  ex- 
posé dans  le  n^  ■434.  Si ,  au  lieu  d'avoir  à  considérer,  conune 
on  Ta  supposé  pour  la  démonstration  de  ce  théorème ,  une 
expression  fractionnaire  dont  le  numérateur  soit  d'un  degré 
supérieur  à  celui  du  dénominateur,  on  a ,  au  contraire , 

V 

une  fraction  rr  ,  dont  le  dénominateur  Yi  ait  un  degré  su- 

périeur  à  celui  du  nun^érateur  V,  en  nommant  R  le  reste 
de  la  division  de  Vi  par  \ ,  on  aura  V,  =  VQ  -h  R.  Diaprés 
cette  égalité  ,  lorsque  V  est  zéro ,  Vi  et  R  ont  la  même 

y  Y 

valeur  \  donc  les  rapports    -  et  -  passent  en  même  temps , 

en  devenant  nuls,  du  négatif  au  positif  ou  du  positif  au 

négatif.  On  est  ainsi  ramené  au  cas  qui  a  été  examiné  dans 

le  n°  434. 

On  peut  aussi  prouver,  par  des  considérations  semblables 

à  celles  du  n^  433 ,  que  le  théorème  du  n^  434  ne  cesse  pas 

V 
de  subsister  quand  les  deux  termes  de  la  fraction  rr  ont  un 

facteur  commun  algébrique ,  pourvu  que  les  deux  nombres 
«  et  6  ,  qu'on  doit  substituer  dans  les  fonctions  V ,  A , , 
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V, ,...j  V^,  soient  dilfércnis  de  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  annulent  le  facteur  commun. 

6.  Quand   on   prend  un    contour    tel    que   Téquation 

y (x  -{-y  si —  i)  =  U  -h  y  v^ —  I  =  o  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  d^un  de  ses  points ,  le  théorème  de  M.  Cauchy 
est  soumis  à  des  modifications  pour  lesquelles  il  faut  avoir 
égard  â  la  forme  du  contour.  Mais,  en  considérant  un  con- 
tour rectangulaire,  si  le  point  correspondant  à  Tune  des 
racines  de  Téquation  est  situé,  par  exemple,  sur  le  côté 

jr  =  i ,  les  deux  termes  de  la  fraction  ^    '  1  >  ou  ;t  (x,  ft), 

ont  un  facteur  commun  qui  est  rendu  nul  par  les  valeurs 
de  X  correspondantes  à  y=zby  ce  qui  fait  connaître  ces 
valeurs  de  x  ;  et  Ton  trouve  les  limites  des  autres  racines 
en  modifiant  la  valeur  jr  =  b. 

7.  M.  Sturm  a  fait  voir  qu^on  peut  considérer,  au  lieu 
d^un  contour  fermé ,  une  droite  indéfinie  parallèle  à  l'un 
des  axes  des  coordonnées.  On  détermine  alors  le  nombre 
des  ^racines  auxquelles  correspondent  des  points  situés  d'un 
même  côté  de  cette  droite. 

Soit  la  droite  jr=b^  parallèle  k  l'axe  des  x.  On  fera 

y=b  dans  le  rapport  —  \  l'excès  du  nombre  de  fois  que  ce 

rapport  passera  en  s'évanouissant  du  positif  au  négatif,  sur 
le  nombre  de  fois  qu'il  passera  en  s'évanouissant  du  négatif 
au  positif,  pour  les  valeurs  de  x  depuis  —  op  jusqu'à  H-  oo  , 
sera  égal  à  Fexcès  du  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le 

coefficient  de  ^ — i  sera  plus  grand  que  i,  ou  auxquelles 
correspondront  des  points  situés  au-dessus  de  la  droite  y=b 
sur  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  le  coefficient  de 

V^ — 1  sera  plus  petit  que  i,  et  auxquelles  correspondront 
(les  points  situés  au-dessous  do  la  droite. 

Pour  une  droite  x  =  a ,  parallèle  à  l'axe  des  ^  ,  si  Iç 
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degré  m  de  réquation  est  pair,  on  fera  x  =  a  dans  le  rap- 
port —  •,  V  excès  du  nombre  de  fois  que  ce  rapport  passera 

en  s'évanouissant  du  positif  au  négatif,  sur  le  nombre  de 
fois  qu'il  passera  en  s'évanouissant  du  négatif  au  positif, 
depuis  j'  =  —  00  jusqu'à  j^  =  -h  oo  ,  sera  égal  à  l'excès  du 
nombre  des  racines  qui  auront  une  partie  réelle  plus  petite 
que  a ,  sur  le  nombre  des  racines  qui  auront  une  partie 
réelle  plus  grande  que  a. 

Si  le  degré  m  de  F  équation  est  impair,  on  appliquera  la 

même  règle  en  prenant  au  lieu  du  rapport  r=-  le  rapport 

V  •     . 

—  —  y  dans  lequel  on  fera  x:=  a,  et  on  fera  ensuite  croître 

/  depuis  —  00  jusqu'à  -f-  oo  . 

Cette  proposition  se  démontre  de  la  même  manière  que 
celle  qui  est  relative  à  un  contour  fermé;  il  faut  seulement 
considérer  pour  les  deux  premières  règles ,  au  lieu  de  la 

y 

tangente  de  l'angle  P  exprimée  par  le  rapport  --  et  qui 

serait  nulle  aux  deux  limites,  la  cotangente  de  cet  angle 

exprimée  par  le  rapport  inverse  rr  7  qui  devient  nulle  toutes 

les  fois  que  Fangle  P  devient  égal  à  un  multiple  impair  de 

rat*c  -9  et  qui  passe  toujours  en  s'évanouissant  du  positif 

au  négatif  quand  l'angle  P  est  croissant,  et  du  négatif  au 
positif  quand  l'angle  P  est  décroissant. 

IV.  —  Sur  Ut  corwergence  des  séries. 

1 .  Les  séries  présentent ,  sous  le  rapport  de  leur  conver- 
gence,  une  particularité  remarquable.  Lorsque  la  conver- 
gence a  lieu  en  réduisant  les  termes  à  leurs  valeurs  nu- 
mériques   et   indépendamment  des  signes   dont    ils    sont 


I 

I 

t 
i 
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affectés,  si  Ton  change  l'ordre  des  termes,  de  manière 
que  chaque  terme  vienne  occuper  un  rang  déterminé ,  dif- 
férent de  celui  qu'il  occupait  d'abord,  on  formera  une  non* 
velle  série  qui  sera  encore  convergente ,  et  qui  aura  la  même 
somme  que  la  première.  Mais  lorsque  la  convergence  n'a 
lieu  que  par  Teiret  des  signes  des  termes ,  dont  les  valeurs 
numériques  formeraient  une  série  divergente ,  il  peut  arri- 
ver, en  changeant  Tordre  des  termes ,  que  la  nouvelle  série 
soit  divergente,  ou  que,  si  elle  reste  convergente,  la  somme 
soit  différente  de  celle  de  la  première  série  (*). 

2.  Soit  une  série  Uo>  i^i?  ''s  v*  *  ?  ^^n?  etc.  Désignons  les  valeurs 

numériques  des  termes  par  Uo,  U|,  Ut,...,  U„,  etc.  Si  ces 

valeurs  numériques  forment  une  série  convergente,  le  reste 

R„ ,  ou  U„  -H  Vn^i  -+-  etc. ,  deviendra  moindre  que  toute 

limite  quand  n  sera  suffisamment  grand.  Supposons  que 

Ton  change  Tordre  des  termes  suivant  une  loi  quelconque , 

et  soit  u^,  11^,...,  K,„,  etc.  la  nouveUe  série  produite  par  le 

changement  d'ordre.  On  pourra  prendre  un  nombre  i  plus 

grand  que  /i,  et  assez  grandpour  que  les  termesi/o,  z/i ,  • .  •  i  u»? 

dont  la  somme  est  5„,  se  trouvent  tous  compris  dans  les  i 

premiers  termes  de  la  série  iip ,  u^ ,  etc.  Représentons  par  s] 

la  somme  de  ces  £  premiers  termes;  cette  sonmie^i-  pourra 

contenir,    outre  les  termes   qui  donnent  la    somme  5„, 

d'autres  termes  qui  se  trouvaient  compris  dans  la  suite 

{/„,  14 n^.],  etc.  \  mais  la  somme  de  ces  termes,  quels  que 

soient  leurs  signes,  sera  nécessairement  moindre  que  R„. 

Ainsi ,  on  aura  s]  =  s„-\-  dR„,  9  étant  un  nombre  compris 

entre  o  et  i .  Or,  si  Ton  fait  croître  n  et  i  au  d^là  de  toute 

limite,  (>R„  s^approchera  indéfiniment  de  o,  et  Sn^  de  la 

limite  s.  Donc  5'^  s'approchera  aussi  indéfiniment  de  la 

limite  5.  Donc  la  série  u^,  w^,...,  ",„,  etc.,  est  convergente 

et  a  la  même  somme  s  que  la  série  Uq,  u,  ,  {<,,...,  ii„ ,  etc. 

■  *)  Journal  de  M.  Liouvillc  (tome  IV,  p»[]V  H96). 
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3.  Pour  montrer  que,  lorsque  la  couvergeuce  a  lieu 
seulement  par  l'effet  des  signes,  la  transposition  des  termes 
peut  altérer  la  somme ,  ou  rendre  la  série  divei^ente,  con- 
sidérons la  série 

1        I       I       I       I 
'""ï"^3""4"^5"~6"^-      • 

Prenons  successivement  deux  termes  positifs  et  un  terme 
négatif,  de  cette  manière 

I       I       I       I       I 

32574 

On  peut  former  cette  nouvelle  série  au  moyen  de  la  pre- 
mière ,  en  lui  ajoutant  celle  qui  résulte  de  la  division  de 
tous  ses  termes  par  2.  En  effet,  si  Ton  partage  les  termes 
en  groupes  de  quatre  termes,  le  /i"""'  groupe  est 


^n  —  3       ^n  —  2        /^n — 1        4**' 

après  la  division  de  tous  les  termes  par  2,  en  groupant 
chaque  terme  avec  le   suivant,  le  n*'"^  groupe  est 


I 


4»  —  2      4"' 

la  somme  de  ces  deux  groupes  est 


I 


4»  —  3       ^n  —  I         2/1 

et  si  l'on  fait  successivement  /*  =  i,  =2,  =  3 ,  etc. ,  on 
obtient  les  groupes  successifs  de  trois  termes  de  la  série 

I  4- |-etc.Soient5,„et5t„les  sommes  des  2netdes4'î 

3       2 

premiers  termes  de  la  première  série 5  celle  des  un  premiers 

termes  de  la  série 7-H7;  — ô"^  ^^c.  sera  -  ^j„ ,  vi  la 

2       4""  ^ 
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somme  des  3  n  premiers  termes  de  la  série  obtenue  par  la 

transposition  des  termes  sera  54„-h-Jtn-  Or,  si  Ton  fait 

croître  indéfiniment  le  nombre  n^  les  sommes  54  „  et  5|„ 
convergeront  vers  une  même  limite,  qui  est  /2  (n**  534). 

Donc  54 „ H — Sfn  convergera  vers  -  /a.  Ainsi  la  série 


I       I       I       I       i 

I  H-x h^H 7 

3      a       5      7      4 

a  pour  somme  -12. 

4.  Par  un  autre  changement  dans  l'ordre  des  termes  de 
la  même  série,  on  pourra  obtenir  une  série  divergente^ 
cela  aurait  lieu  si  Ton  prenait  alternativement  des  groupes 
de  termes  positifs ,  puis  de  termes  négatifs ,  dans  lesquels  le 
nombre  des  termes  croîtrait  par  degrés  et  indéfiniment ,  de 
manière  que  la  valeur  de  chaque  groupe  fût  toujoiu*s  plus 
grande  qu'un  nombre  donné  ;  comme  le  groupe  ci-dessous , 
par  exemple , 

-H ; 1 r-7-+-  ---^ô » 

n       /i  H- 2        /i -4- 4                   3/1  —  2 
dont  la  valeur  est  plus  grande  que  ■- et  par  consé- 
quent plus  grande  que  ^' 

5.  En  considérant  la  série  convergente 

I         I  I 

^      >J3       ^ 

on  en  tire  encore  plus  facilement  une  série  divergente;  il 
suffit  de  prendre  alternativement  deux  termes  positifs  puis 
un  terme  négatif,  comme  il  suit  : 

I  I  1         I  1 

'       ^3       \^       V^5       \/7       \/4 
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En  effet,  si  Ton  pose 

-,  .  III  I  I  I 

V2     v'     v4         y^'^ — 2     v2« — I       2/1 


il  viendra 


I 


F(/i)  — /\ii)=  -H-,  ■4-...-H- 


\/2  7i  4-1       ^2/14-3  v^4  "  —  ' 

Le  second  membre  de  cette  égalité   est   plus  grand   que 

et  par  conséquent  plus  grand  que  -  ^  5  il  tend 


donc  ver&  Tinfini  en  même  temps  que  n.  Donc  il  en  est  de 
mèuM  de  F (n)  — f{n) ,  et,  par  suite ,  de  F  (n) ,  puisqaey*(n) 
est  une  quantité  finie. 


FIN. 
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—  M°»«  Leveault. 

—  Deeivadx. 
TOULON.'.       .       —  MoNGE. 

—  M"**  Gallon  sœurs. 
TOULOUSE.  .  .1     —  Peivat. 

—  GiXET. 


ROGHEFORT.     . 

Peoust-Beandat  . 


BRUXELLES . 
LEIPZIG..  .  . 
LONDRES..  . 
TURIN.  .  .  . 
VIENNE..  .  . 


chez  Dbcq. 

^-    MiGKELSElf. 

—  Dulau  et  G%  Soho-Square. 

—  BOCCA. 

—  ROHEMAVN. 


AVERTISSEMENT. 


Je  me  suis  attaché  à  ne  donner  à  ce  Complément 
que  le  peu  d'étendue  strictement  nécessaire  à  l'objet 
que  j'avais  en  vue;  seulement,  quoique  le  Pro- 
gramme se  borne  à  exiger  la  résolution  des  équations 
du  troisième  degré ,  j'ai  préféré  appliquer  la  méthode 
des  substitutions  par  les  différences  à  la  séparation 
des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré,  sans 
que  le  nombre  des  racines  réelles  pût  être  connu  à 
priori,  afin  de  mieux  faire  apprécier  cette  méthode, 
et  de  montrer  qu'elle  ne  laisse  subsister,  en  généra], 
aucune  incertitude.  J'ai  effectué  le  calcul  des  valeurs 
approchées  des  racines  par  des  procédés  simples  et 
rapides.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  juger  du  degré  de 
l'approximation  qui  a  été  obtenue,  sans  recourir  à 
des  règles  générales  dont,  les  prescriptions  absolues, 
loin  d'offrir  aucun  avantage  réel,  ne  seraient  souvent 
qu'une  gêne  pour  le  calculateur.  Je  pense  que  les 
exemples  que  j'ai  traités  paraîtront  suffisants  pour 
mettre  les  élèves  à  même  d'acquérir  la  pratique  qu'on 
leur  demande,  relativement  aux  équations  algébri- 
ques et  transcendantes. 

Avril  i85i. 
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Formules  générales  relatives  aux  différences, 
i .   Considérons  une  suite  de  quantités 


U,,llty  £f„  «3, 


Si  l'on  retranclie  chacune  de  ces  quantités  de  celle  qui  la 
suit  immédiatement ,  on  formera  une  autre  suite  dont  les 
termes  seront  ce  que  Ton  appelle  les  différences  premières 
de  la  suite  proposée.  En  désignant  ces  différences  par  la 
letti^  A  placée  devant  la  quantité  que  Ton  soustrait,  on  a 

Atf«  =  w,  —  «,, 
An,  =  «a— w„ 

•  ••••••••••• 

Si  1  on  forme  de  la  même  manière  les  différences  des 
<piantités  Auo,  Aiii,  A  iit,  etc.,  on  obtiendra  les  différences 
secondes  des  quantités  proposées,  qu'on  désigne  par  A*. 
On  a  ainsi 

A*  a,  ==  A«3  —  AU29 


En  continuant  de  même,  on  formera  successivement  les 
différences  troisièmes,  les  différences  quatrièmes ^  etc.,  qui 
seront  désignées  par  A',  A^,  etc. 
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2.  On  peut  obtenir  facilement  l^expression  d'une  diâe- 
renée  d'un  ordre  quelconque,  en  fonction  de  toutes  les 
quantités  de  la  suite  primitive  dont  elle  dépend.  On  a  d^a- 
bord,  par  les  valeurs  ci-dessus  de  Auo  et  de  Au|, 

A' tfp  —  »,  —  n,  ^  (  M,  — .  iio)  ts:  «,  —  2 tt,  H-  II,  ; 

pareillement 

A*w,  =  «3  —  2«a-l-«i: 
donc 

A-'tt,  =(«3  21*3 -+-«,)  —  («a  —  2M,  -\-U^) 

=  «3 3  M)  +  3  M|  flf. 

Les  coefficients  numériques  de  ces  expressions  de  A'  u^ 
et  A' I/o  sont  les  mêmes  que  ceux  du  carré  et  du  cube  d^un 
binôme  dont  le  second  terme  est  négatif,  ce  qui  donne  lieu 
de  penser  que  Ton  aura  généralement  • 

/    X  ^i''  —  0  /î(«—l)(/l  —  2. 

'  1.2  I .2.3 

On  peut,  en  effet,  démontrer  cette  formule ,  en  formant 
l'expression  de  A" i/o,  au  moyen  de  celles  de  A"~*iio  et  de 
A"-*i/,.  Soit 

A"-'  «le  =  tt„_,  —  A  «,_,  -4-  B «n-j  —  C «„_4  -h ,  • .  ; 
on  aura  pareillement,  et  avec  les  mêmes  coefficients, 

et  de  là  on  conclura 

A"  I/o  =  A»-'  Ui  —  A»-'  I/o 


=  w,  —  A 


'n 

I 


«.-.  -4-  B 
A 


«rt_,  —  C 
-^B 


"n— :.  "^ .  .  •  . 


On  voit  que  les  coefficients  numériques  ,  dans  le  passage 
d'une  diflerence  à  la  suivante ,  se  forment  suivant  la  même 
loi  que  dans  le  passage  d'une  puissance  du  binôme  j: —  a  à 
]a   puissance  suivante;  et  puisque  les  coefficients  numé- 
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rîqucs  de  l'expression  de  A*  Wo  sont  les  mêmes  quç  ceux  du 
rarré  de  x  —  a  ^  les  coefficients  de  l'expression  d'une  diffé- 
rence quelconque  seront  aussi  les  mêmes  que  ceux  de  la 
puissance  correspondante. 

La  formule  (i)  peut  être  écrite  de  cette  manière  symbo- 
lique, 

A''«  =  (m  —  i)", 

sous  la  condition  qu'en  développant  la  puissance  indiquée, 
on  devra  changer  les  exposants  de  u  en  indices. 

3.  Lorsque  Ton  connaît  les  différences  de  l'ordre  w  d'une 
suite  de  quantités,  et  le  premier  terme  de  chacune  des 
suites  précédentes  de  différences,  et  de  la  suite  des  quantités 
elles-mêmes,  on  peut  former  toutes  ces  suites.  On  obtien- 
di'a  d'aboitl  celle  des  diiîerences  de  l'ordre  n  —  i  en  ajou- 
tant successivement  à  la  première  de  ces  différences,  qui  est 
connue,  celles  de  Tordre  n  5  on  passera  de  même  de  la  suite 
des  différences  de  l'ordre  n  —  i  à  celle  des  dilïérences  de 
Tordre  n  —  2  •,  ainsi  de  suite. 

4.  On  peut  aussi  obtenir  Texpression  de  Tune  quel- 
conque des  quantités  de  la  suite  primitive,  au  moyen  du 
premier  terme  Hq  de  cette  suite  et  de  ses  différences  succes- 
sives A//o,  A'mq,  A*'/oi  <^tc. 

On  a 

w,  =  Wo4-AWb     pt     Alt,  =  A//, -h  A* Ko; 
U2  =  tt,  -h  A  «,  =  a^  -h  2  ù  i*«  -h  A-  «u , 
A  /I3  =  A  tt,  4-  A'  tt,  =:  A  ttp  -H  2  A'  «0  -h  A^  «, , 
n^=  //,-!-  A//,  =  «9  -f-  3A«o4-  3A'«oH-  A^Wo. 

Les  coefficients  numériques  des  expressions  de  i/,  et  de  //, 
sont  encore  ceux  du  carré  et  du  cube  d'un  binôme,  et  il 
est  facile  de  démontrer  que  celte  loi  est  générale.  Si  Ton 
suppose 

i*„-,  ==«.  H- AAj«, -f-BA>tto-HCA»aa-{-.    . , 

I. 
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on  aura  pareillement 
et  il  en  résultera 


=  «•-+- A 
-f-  i 


Aa«+  B 

-4- A 


A»i«,  4-C 
-4-B 


à^u^ 


•  •  ï 


en  sorte  que  les  coefficients  numériques ,  dans  le  passage 
d'une  quantité  à  la  suivante,  se  forment  de  la  même  ma- 
nière que  dans  le  passage  dVne  puissance  de  x  -h  a  à  la 
puissance  suivante.  On  aura  donc  généralement 

(2)a«=a4-h«A«,H — ^ '^'u,-\ — ^ <^ ^  A' a, -+--.. 

^     '  1.2  I .2.3 

Cette  formule  peut  être  écrite  symboliquement  de  cette 
manière , 

«■=  (i  4-  A)«a; 

il  faudra  seulement  observer  qu'après  le  développement 
de  la  puissance,  les  exposants  n^auront  pas  leur  signification 
ordinaire,  et  ne  seront  que  des  caractéristiques  de  Tordre 
des  différences. 

Différences  des  fonctions  entières. 

5.  Supposons  que  les  quantités  Uo,  z<i,  Ks,  lig,  etc.,  soient 
les  valeurs  d'une  fonction  entière  de  x,  et  qu'elles  corres- 
pondent à  des  valeurs  de  la  variable  x,  équidistantes  les 
unes  des  autres.  Si  la  fonction  est  du  degré  ra,  elle  sera 

Ax»-hBj:"-'  -h  C x»-^ -f- D x«-» -H 

Désignons  par  h  la  différence  de  deux  valeurs  consécu- 
tives de  a:;  on  aura,  en  représentant  par  u  la  fonction  , 

Ml  =A[(.r^/i)«  —  .r«]-h  B[(j:-h/i)"-'  — x"-«]H- 
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Celle  expression  de  Au  esl  du  degré  n  — i  par  rapporl  à  x, 
et  de  celle  forme , 

nkh  x"-'  4-  B,  Ax*-'  +  C,  haf'^  -+-.... 

On  obiiendra  la  différence  suivante  du  même  ordre,  A  tii, 
en  remplaçant  x  par  a:  -h  A  5  et ,  puisque  A* u  =  Ai/i  —  ùku^ 
on  trouvera 

à*u=in  (n  —  i)  A A'^-' -4-  Bjh^x^^  -h  C3  /l' Jt^-*  -H . . . . 

Les  degrés  de  ces  différences  successives  Au,  A*w,  etc., 
décroissant  d'une  unité ,  de  chaque  différence  à  la  suivante, 
la  différence  de  Tordre  n  ou  A"  u  ne  dépendra  pas  de  j:  ,  et 
elle  sera 

A" a  =  1.2.3  ...  nkh'*. 

Cette  différence  étant  constante,  toutes  celles  des  ordres 
suivants  seront  nulles. 

6.  Diaprés  cette  propriété  des  fonctions  entières  ,  il  est 
facile  d'obtenir  la  suite  des  valeurs  d'une  telle  fonction  , 
pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable  ,  quand  on  a 
calculé  directement  un  nombre  de  termes  de  celle  suite  égal 
au  degré  de  la  fonction. 

Soit ,  par  exemple ,  le  polynôme 

a:*  —  3  x^  -h  x'  —  8  X  —  i  o  *, 

et  supposons  qu'on  veuille  obtenir  les  valeurs  de  ce  poly- 
nôme en  prenant  pour  x  les  nombres  entiers  positifs  et 
négatifs. 

Il  faudra  calculer  directement  les  valeurs  (orrespondantes 
à  cinq  nombres  entiers  consécutifs  ,  et  Ton  pourra  choisir, 
pour  plus  de  simplicité,  les  nombres  —  2,  —  i,o,-f-i,-f-2. 
On  formera  ensuite,  avec  les  résuTtats  de  ces  substitutions, 
le  tableau  suivant  : 
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Dirr.  I. 

Birr.  II. 

Dirr.  m. 

mrr.  tr. 

»m.  ▼. 

X=  —    3 

3 

I 

10 

»9 
i4 

—  I 
-—        11 

-  9 

-*-        5 

—  10 
-4-  3 
+        14 

13 
13 

0 

-f-    130 

—    1 

-+■    130 
-+-  340 

-h  36o 
-4-  480 

1 

O 

■+■ 
-+- 
-4- 

l33 

37a 

733 

I3I3 

-+-    I 

-+-  i46 
-+-    5i8 

-+-    I25o 

-h  2/163 

-*-  3 

-h     i5i 

-H     669 

-H  >9»9 
-i-  4381 

-h  3 

-^4 

-+-  5 
4-  6 

-*- 
-*- 
-h 

,37 

8o6 

3735 

7106 

La  première  colonne  contient  les  valeurs  de  x ,  et  la 
deuxième,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction.  On  a 
d*abord  formé  les  nombres  qui  sont  au-dessus  des  filets ,  et 
Ton  a  obtenu  ceux  de  la  troisième  colonne  en  retranchant 
cbacun  des  nombres  de  la  deuxième  colonne  de  celui  qui 
est  au-dessous  de  lui.  La  quatrième  colonne  est  formée  avec 
la  troisième ,  comme  celle-ci  a  été  formée  avec  la  deuxième. 
La  diflerence  cinquième  est  connue  à  priori  par  ce  qu'où 
a  vu  dans  le  numéro  précédent. 

Pour  obtenir  les  nombres  qui  sont  au-dessous  des  filets  , 
on  continue  d'abord  la  colonne  des  différences  quatrièmes  ^ 
dont  chacune  est  égale  à  la  précédente  augmentée  de  la  dif- 
férence constante  120.  On  forme  chacune  des  différences 
troisièmes  en  ajoutant  à  celle  qui  précède  la  différence  qua- 
trième placée  dans  la  même  ligne.  On  agit  de  la  même  ma- 
nière pour  obtenir  les  différences  secondes ,  les  différences 
premières ,  et  enfin  les  nombres  contenus  dans  la  deuxième 
colonne  à  gauche,  qui  sont  les  valeurs  de  la  fonction. 

Il  faut  opérer  autrement  pour  les  valeurs  correspondantes 
aux  nombres  négatifs  —  3,  — 4^  «ï^c.,  qui  sont  données 
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par  le  tableau  ci-dessous  : 


r 

=  -3 

-  i3ç) 

■+■    141 

-  «4» 

-4-  l32 

—  lao 

-4 

-  79Î 

-+-  655 

-  5i4 

-+-373 

—  240 

-5 

—  26y5 

-+-  190» 

-  1346 

-+-73a 

-36o 

120 


Ou  retranche  d*abord  la  différence  constante  1 20  de  la 
différence  quatrième  o  correspondante  k  x  =  —  2 ,  ce  qui 
donne  la  différence  quatrième  —  120,  correspondante  à 
X  =  —  3.  On  retranche  celte  différence  quatrième  —  120 
de  la  différence  troisième  H-  1 2,  correspondante  àx  =  —  25 
ce  qui  donne  la  différence  troisième  +  182 ,  correspondante 
à  X  =  —  3.  On  obtient  d'une  manière  semblable  les  diffé- 
rences —  i4^^  -4-141  Cl  le  résultat  —  139.  Les  nombres 
de  la  ligne  correspondante  à  x  =  —  4  sont  formés  avec 
ceux  de  la  ligne  correspondante  k  x  =  —  3 ,  comme  ceux- 
ci  ont  été  formés  avec  les  nombres  contenus  dans  la  ligne 
correspondante  à  .r  =  —  2;  et  l'on  continue  de  même  autant 
qu'il  est  nécessaire. 

7.  Lorsque  deux  fonctions  entières,  du  degré  n  ,  ont  les 
mêmes  valeurs  pour  w  H-  i  valeurs  différentes  de  la  va- 
riable, elles  sont  identiques;  car,  si  elles  ne  l'étaient  pas , 
leur  différence  ,  qui  serait  du  degré  n  au  plus  ,  serait  an- 
nulée pour  n  -h  i  valeurs  de  x  :  ce  qui  est  contraire  à  la 
proposition  qu'une  équation  du  degré  w  n'a  pas  plus  de  n 
racines. 

En  représentant  la  fonction  par 

et  en  exprimant  qu'elle  devient  successivement  1/0,  */i,  «j , 
w»,  etc.,  lorsqu'on  remplace  x  par  les  valeurs  désignées  x^^ 
Xt^  j^t,  etc.,  on  aurait  /*  -t-  i  équations ,  au  moyen  desquelles 
on  trouverait  les  valeurs  des  //  -h  i  roefficicnts  A,  B,  C,  elc . 
Mais  ,  dans  le  cas  où  lus  quantités  Xq  ^  o*,,  jr, .  .  .  ,  .ï,, 
sont  équidisiantcs  les  unes  des  autres,  l'expression  delà 
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fonction  peut  se  déduire  de  la  fomnile  (2),  [n^  4].  Le  se- 
cond membre  de  cette  formule  devenant  successivement  ir», 
Uij  Us,  Ut,  etc.,  lorsqu'on  fait  n  =  o,  =  i ,  =  2 ,  etc. ,  si  Ton 
représente  par  A  la  différence  constante  des  deux  termes  con- 
sécutifs de  la  suite  Xo,  Xi ,  Xt ,  etc. ,  et  si  Ton  écrit  dans  la  for- 
mule (a),  au  lieu  de  n,  — - — •%  le  second  membre  deviendra 

successivement  Vo)  Ui,  Ut,  Us,  . . . ,  i/„ ,  lorsqu'on  rempla- 
cera xpar  Xo,  Xo  +  A,  Xo  -h  2 A,  . . . ,  Xo  -h  nh.  D'ailleurs 
il  sera  une  fonction  entière  de  x ,  du  degré  n  ^  il  sera 
donc  la  fonction  cherchée .  Ainsi ,  en  désignant  cette  fonc- 
tion par  tij, ,  on  aura 

X  —  JTp                X  —  jr«  /x  —  Xt          \   A'  ir, 
«*=«.  H 7 — A  a,  H —  ( — j I)    

/3W                            ^  *        \      ''  /    ^'^ 

'  X Xt  fx J?p  \  /■»  —  X,  \    ^^  u^ 

8.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  fait  x  =  jr^  -H  ^  A,  on 
obtient  pour  la  valeur  de  la  fonction, 

(4)       a.  +  1  An.  —  1  A*  tf.  -h  -ïT  ^*  «•  —  tIt  A'  «•  +.  •  •  • 

9.  Si  Ion  fait,  pour  abréger,  — j—^  =  z ,  la  formule  (3) 
devient 

,*.^  ,  «(« — l)    .  z(z  —  l)(z — 2) 

1.2  1.2.3 

Supposons  qu'on  ne  donne  à  z  que  des  valeurs  comprises 
entre  o  et  i ,  ce  qui  revient  à  donner  à  x,  dans  la  formule  (3), 
des  valeurs  comprises  entre  jCo  et  x©  4-  A.  Dans  ce  cas,  les 
coeflicients  des  différences  Au© ,  A'iio?  A'woî  dans  la  for- 
mule (5  ) ,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs ,  et  leurs 
valeurs  absolues  vont  en  décroissant.  Le  coefficient  de 

A*, ,  a  une  valeur  au  plus  égale  à  -J;  car,   la 

I  ■  ^ 

somme  des  deux  facteurs  z  et  i  —  z  étant  ronstante  et  égale 
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à  I ,  le  maximum  de  leur  produit  est  j.  On  détermine  aisé- 
ment le  maximum  du  eoefiieient  de  A',  et  l'on  trouve  qu'il 
est  moindre  que  ^.  Il  en  résulte  que  la  valeur  numérique 
du  coefBcient  de  A*  est  moindre  que  ~  X  7  ou  -\]  celle  du 
coefScient  de  A*  est  moindre  que  ^  X  f  ou  j^î  elc« 

10.  Je  vais  donner  un  exemple  de  l'application  de  ces 
principes  à  la  séparation  des  racines  d'une  équation  numé- 
rique. Soit  Téquation 

x* —  3x^  -\-x^ —  Sx  —  10  =  0. 

Les  résultats  de  la  substitution  des  nombres  entiers ,  qui 
ont  été  formés  précédemment  (n*^  G) ,  font  connaître  qu'il  y 
a  au  moins  une  racine  entre  les  nombres  2  et  3  ^  qu'il  s'en 
trouve  une  entre  o  et  —  i ,  et  une  entre  —  2  et  —  3 .  On  peut 
aussi  s'assurer  qu'il  n'en  existe  aucune  en  dehors  de  ces 
trois  intervalles.  Comme  on  voit,  par  la  règle  des  signes  de 
Descartes,  que  Téquation  n'a  pas  plus  de  deux  racines  néga- 
tives, il  suffit  de  considérer  les  résultats  de  la  substitution 
des  nombres  positifs. 

Pour  l'intervalle  des  nombres  o  et  i ,  en  donnant  dans  la 
formule  (5)  à  i/o  la  valeur  correspondante  à  j:  =  o,  et  qui 
est  — 10,  les  termes  positifs  ne  proviendront  que  des  diffé- 
rences troisième  et  cinquième,  égales  à  i32  et  120^  mais 
on  juge  aisément  qu'en  raison  du  ternie  dépendant  de  la 
différence  quatrième,  240,  qui  sera  négatif,  la  fonction  x/^ 
ne  pourra  pas  changer  de  signe  (*). 

C)  On  peut  écrire  ainsi  les  Irois  derniers  termes  de  la  foriniilc  (5)  : 

(i  \  4  /  '^<^ 

z  étant  moindre  que  1,  diaprés  les  valeurs  1'=.  t3'i,  à*==.  '2\o  ,  lu  quantité 

3  — r 

A' j—  A'  vbl  niuindio  t|uo  i'2,  et,  |»ar  couDcqucnt,  la  première  parlie 
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Par  rapport  à  TintervaUe  des  nombres  i  el  2 ,  ou  recon- 
naît encore  que  les  trois  derniers  termes  de  la  formule  (  3  )  ne 
peuvent  donner  une  quantité  positive  égale  à  la  valeur  nu- 
mérique de  Ko  qui  est  —  19;  à  la  vérité,  la  différence  pre- 
mière donne  un  terme  positif;  mais,  pour  que  ce  terme 
positif  puisse  remporter  sur  celui  qui  dépend  de  la  diffé- 
rence deuxième ,  et  qui  est  négatif,  il  faut  que  la  valeur  de  x 
diflère  très-peu  de  l'unité  ,  et  cette  condition  rend  très- 
petits  les  coefficients  des  autres  termes  positifs. 

Pour  l'intervalle  des  nombres  3  et  4?  la  formule  (5) 
donne 

ii,m37+z[669— (i— z)625]-h2{i— «)(2 — z)[202— (3— 3)26] 
^-3(,-3)(2-z)(3-z)(4-z); 

z  étant  moindre  que  i ,  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  Uj,  sont  positifs. 

On  reconnaît  de  la  même  manière  qu'il  n^y  a  pas  de  ra- 
cine comprise  entre  4  et  5 . 

Au  delà  de  5,  en  prenant  pour  la  valeur  i/©  celle  qui 
répond  àa:=i=i,on  az  =  4ouz>43  ^ous  les  coefficients 
des  dîftérences  sont  positifs;  et,  d'après  les  valeurs  de  ces 
diflérences  qui  correspondent  à  a?  =  i ,  on  voit  que  la  somme 
des  termes  positifs  l'emportera  constamment  sur  le  premier 
terme,  qui  sera  seul  négatif. 

11.  Il  est  utile  de  connaître  les  valeurs  des  coeffi- 
cients des  différences,  dans  la  formule  (5),  pour  le  cas 
où  l'on  donne  à  z  les  valeurs  0,1;  0,2;  o,3;...,  0,9. 
Ces  coefficients  étant  des  fonctions  entières  de  z ,  on  peut 
former  leurs  valeurs  au  moyen  des  différences  successives; 

13 

lie  la  quautilc  ci-dessus  est  nioiridro  que  -r;  la  seconde  partie  est  plus  |»e- 

lao 
Itte  que  — =-• 
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elles  sont  telles  qu'on  les  voit  dans  le  tableau  ci -dessous  : 


A 

A» 

A^ 

A' 

A* 

-h 

-h 

_ 

-»- 

0,1 

o,(»'|5 

u,oj85 

o,oao.G()3.5 

0,016.1 16.75 

o.a 

0,080 

0,0480 

o,o33. 600.0 

o,o25.53().oo 

0,3 

0,1  o5 

o,o5t)5 

OjO'io.iGj.j 

0,029.720. ?5 

0,4 

0 ,  rjo 

o,oG4o 

o,o'|i  .Goo.o 

o,o29.95.ï.oo 

0.5 

0,1  a5 

OjoG:ij 

o,o39.oG'j.5 

0,027.343.75 

o,G 

0,120 

o,o5()o 

o,o33. Goo.o 

0,022.8'|8.00 

«.7 

0 , 1  o5 

o,o'|55 

0,026.162.5 

0,017.267.25 

0,8 

0,080 

o,o37o 

0,0 17. Goo.o 

0,011  .26'|.t)0 

0,9 

0,045 

0,0105 

0,008.662.5 

0,005.370.76 

Au  moyen  des  diirérences  qui  ont  servi  à  calculer  ce 
tableau,  on  obtient  immédiatement  les  dilFérences  de  la 
fonction  Uj.  pour  des  valeurs  de  z ,  de  dixième  en  dixième , 
et  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  x  croissantes  par  diffé- 
rences égales  à  —  En  désignant  ces  nouvelles  dillerc^nces 
par  la  lettre  â^  on  trouve  : 

=  o,  I  A —  o,o45A'h-  0,0285  A^ 
=  0,01.  A' — 0,009.  A^ 

=  0,001  A' 


0,0206625  A* 
0,007725  A* 

0,001 35  A* 


0,0001    A^ 


0,0161  i6.75a^- 
0,006697. 5  A^ -h... 
0,001462.5  A* -h... 
o,oooi8a*  4-... 
0,00001  A^ 


Ces  formules  et  le  tableau  qui  précède  suffiront  jusqu'au 
cinquième  degré  inclusivement. 

12.  En  appliquant  les  dernières  formules  à  l'exemple  du 
n*^10,  poursubstituerlesdifférentsnombresdedixièmesentre 
2 et 3, on  trouverai*  1/0=  -h4?668.oi,  J*z/o  =  -h  1,496.3, 
^•'*//^= -1-0,259.5,  ^*//o  =  4-0,026.4?  â ^ Un  =  -h 0^001,1. 
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On    formera    ensuite ,     avec    ces  diATérenccs ,   le   tableau 
suivant  : 


T 


X  =z    2 


X   = 


2,1 

3,5 
2,6 

2,7 
2,8 

3,0 


i4»ooo.oo 

9.331.99 

3,167.68 

4,752.43 

14,714.24 

27,o3i.25 

42,0^5.76 

60,1 30.07 

81,687.68 

107,154.49 

I 37 , 000 . 00 


4,668.0 

6,164.3 

7,920.1 

9,961.8 

12,317.0 

i5,oi4.5 

18,084.3 

21 ,557,6 

25,466.8 

29,845.5 


1,496.3 
1,755.8 
2,041.7 
2,355.2 
2,697.5 
3,069  ^ 
3,473.3 
3,909.2 
4,378.7 


0,259.5 
0,285.9 
o,3i3.5 
0,342.3 
0,372.3 
o,4o3.5 
0,435.9 
0,469-5 


0,026.4 
0,027.6 
0,038.8 
o,o3o.o 
o,o3i.2 

o,o32.4 
o,o33.6 


o,ooi.3 


m 


On  conclut  de  ces  résultats  qu^il  n'existe  aucune  racine 
en  dehors  de  l'intervalle  des  nombres  2,2  et  2,3  ^  car, 
dans  chacun  des  autres  intervalles  ^  les  termes  de  la  for- 
mule (5)  qui  auront  un  signe  contraire  h  celui  du  premier 
terme ,  ne  pourront  donner  leur  signe  à  la  valeur  de  la 
fonction. 

On  verra ,  dans  les  articles  suivants,  comment  on  peut 
parvenir,  par  des  moyens  plus  rapides ,  à  des  valeurs  plus 
approchées  de  la  racine  comprise  entre  2,2  et  2,3. 

Si  Ton  avait  eu  la  certitude  que  Téquation  n'admettait 
pas  plus  d'une  racine  positive,  on  aurait  pu  arrêter  le  ta- 
bleau ci-dessus  au  résultat  de  la  substitution  de  2,3.  Mais 
alors,  on  n'aurait  eu  aucune  garantie  de  Tcxactitudc  des 
opérations,  tandis  qu'en  les  prolongeant  jusqu'à  la  valeur 
correspondante  à  x=3,  on  obtient  une  vérification, 
puisque  cette  valeur  est  déjà  connue. 

Exemple  du  calcul  de  la  valeur  approchée  d'une  racine 

d'une  équation  numérique, 

13.  En  développant  le  second  membre  de  la  formule  (5), 
et  en  faisant   1/^^  =  0,  on  obtient  une  équation  de  cette 
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forme  : 

(6)  o  =  iH- AzH-Bs'4-C2*-hD«*4-Es*+  .... 
On  a  d'ailleurs 

A  =  A  —  I  A' -+- -;  A-»  —  4- A«  H- -V- AS  . 
B=  i-A'  — JA^-f-fl-A*  — -iVA*.. 
C=  -A' !-A*-4-~A*.. 

E=  ^A\. 

On  formera  aisément  tous  les  termes  de  ces  dernières  for« 
mules ,  suivant  le  nombre  des  différences  qu'on  aura  à  consi^ 
dérer,  et  qui  dépendra  du  degré  de  Téquation  proposée.  Les 
expressions  ci-dessus  comprennent  tous  les  termes  qu'on  aura 
à  calculer,  dans  le  cas  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

En  négligeant,  dans  Véquation  (6),  les  puissances  de  z 
supérieures  à  la  première ,  on  aura 

(7)  -  =  -A 

Si  l'on  néglige  seulement  les  puissances  de  z  supérieures  à 
la  seconde,  on  aura  la  valeur  de  z  par  une  équation  du  se- 
cond degré. 

14.  Puisqu'on  a  fait  — - — -  =  z ,  d'où  x  =  Xo-h  hz^  si 

l'on  représente  Téqualion  proposée  pary*(T)  =  o,  l'équa- 
tion (6)  sera  la  même  que  celle-ci  : 

/{xo)-4-/'(xo)/<z+y^(j?o}— ^-f-  ...  =0. 

La  correction  donnée  par  la  formule  (7)  est  donc  celle  que 
fournit  la  méthode  de  Newton  -,  à  cette  seule  différence  près , 
que  la  valeur  de  z  devra  être  multipliée  par  h.  Mais,  au 
lieu  d'employer  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion proposée  pour  former  l'équation  en  z ,  il  est  plus  com- 
mode de  se  servir  des  différences  qui  ont  été  déjà  calculées. 

15.  Dans  l'exemple  qui  a  servi  plus  haut ,  on  a ,  pour  la 
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racine  positive,  qui  est  comprise  entre  2,2  et  2,3  : 

«zz:  —  3,167.68,       A  ==6,996. 8,       6  =  0,876.8, 

C  =  0,045.4  5  D  =  0,001.1,     E=:o,ooo.oi. 

La  valeur  de  z  donnée  par  la  formule  (7  )  est  trop  grande, 
puisqu^on  néglige  des  termes  qui  sont  tous  positifs.  Celte 
valeur  trop  grande  étant  moindre  que  -j ,  la  somme  des  ter- 
mes négligés  est  moindre  que  iB-h^C-h-piD-f-~E. 
Cette  quantité  est  moindre  que  o,  225  ;  ainsi  l'erreur  de  la 
valeur  de  z  est  moindre  que  -fxir*  5  ^^^^  ^**  donc  moindre 
queo,o4)  et  Terreur  de  la  correction  0,1^  est  moindre 
que  o,oo4- 

16.  Calculons  la  valeur  de  z  d'après  les  trois  premiers 
termes  de  l'équation  (6)  qui  donnent  une  équation  du  se- 
cond degré.  On  ne  doit  prendre  que  la  racine  positive;  et , 
en  changeant  m  en  —  u,  attendu  que  la  valeur  de  u  est  néga- 
tive, on  a  

-TA-+-vM7A)'H-Btt 
B 

En  cHectuant  le  calcul  au  moyen  des  logarithmes,  on 

trouve 

z  =  o,4''296o4. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

log  u o,5oo  .74^3 

log  B 1 ,942 .  9005 

Bu 0,443.6418  2,777.42 

log  7  A 0,543.8695 

(jA)' 1,087.7390         12,238. 80 

{{  A)'-hB//.         1,176.5607  i5,oi6.22 

v/  o,588.28o3  3,875  077 

^A 3,498.4 

1,575.9691  0,376.677 

1,942  9005 

\q^zz= 1,633. 06^ 


(8) 
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17.  Si  l'on  veut  pousser  plus  loin  rapproximation,  on 
fera  dans  l'équation  (6)  z  ^=y  -{-  z\  en  désignant  par  y  la 
valeur  de  z  déterminée  par  la  formule  (8).  On  obtiendra 
l'équation 

(9)  /*'  4-  A' 3'  4-  B'z"  4-  C z"  4-  D' z"  4-  E'z'»  =  o  ; 

et  Ton  aura 

w'  =  C  7^  4-  D  7^  4-  E  7% 

A'=r  A4-  2B7  -f-  3C7'4-4D7^4-5K7S 

B'=:B4-3C7  4-6D7»4-  10  £7% 

C'r=C4-4l>7  4-  ioE7% 
D'=D4-5E7, 

E'  =  E. 

En  négligeant  toutes  les  puissances  de  z'  supérieures  à  la 
première,  on  obtient 

(10)  z'=z-^~ 

On  reconnaît  à  l'inspection  des  expressions  ci-dessus  de  li'et 
de  A',  et  des  valeurs  des  nombres  A,  B ,  C ,  D ,  E ,  7,  que  la 
quantité  z'  déterminée  par  Téquation  (10)  sera  moindre 
que  O9O01  \  et  comme  on  ne  peut  pas  être  assuré,  en  opé- 
rant par  les  logarithmes,  d'avoir  la  valeur  de  7,  qui  est 
celle  qui  a  été  calculée  dans  le  numéro  précédent ,  avec  plus 
de  six  chiffres  exacts ,  il  serait  superflu  de  calculer  la  quan- 
tité z'  avec  plus  de  trois  ou  quatre  chiffres-,  en  conséquence, 
on  pourra  abréger  le  calcul  de  u'  et  de  A',  en  ne  prenant 
les  logarithmes  qu'avec  cinq  chiffres  décimaux  seulement*: 
on  fera  donc  ce  calcul  comme  il  est  indiqué  ci-après  ; 


i6 

f 
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Calcul  (le  //.                                       Calcul  de  A\ 

log  C . . . 

2,657.05                             A 6,996.8 

7  ••• 

2,899.20                             2B7 0,753.35 

3,556.250,008.599.6     log3C..    1,134.18 
logD...   3,041.39  7'...    1,266.13 

7^  . .   2,532.27  2,4oo.3i   0,095.14 

5,573.660,000.037.5     loQ/^Dy'^. /{f5^2. 65  0^000.35 

logE7*..  7,165.340,000.000.1  7»775.64 

n' 3,560.77  0,003.637.2 

log  A'...      0,890.74  «'  ,n      Q 

°  TT-^ — —         -—,  =  0,000.467.0 

4,670.03        ^ 

On  a  négligé ,  dans  le  calcul  de  A',  le  terme  5E7",  attendu 
quHl  ne  peut  influer  sur  les  chiflres  dont  on  tient  compte 
dans  les  autres  termes. 

On  conclut  du  dernier  résultat  et  de  la  valeur  de  y  qui  a 
été  trouvée  précédemment,  a:=  2,242.913.62. 

18.  On  peut  apprécier  comme  il  suit  le  degré  d'exacti- 
tude de  ces  approximations  successives.  Pour  la  première 
correction ,  que  nous  avons  désignée  par  y,  on  obtient  une 
quantité  trop  grande.  Mais  les  termes  deTéquation  (6)  qu'on 
a  négligés  étant  ceux  qui  donnent,  dans  le  calcul  de  la  cor- 
rection suivante ,  la  quantité  a',  qui  est  moindre  que  o ,  ooSj, 
la  valeur  de  z  donnée  par  la  formule  (8)  deviendrait  trop 
petite,  si  Ton  diminuait  la  valeur  de  u  de  0,0087.  ^^t  ^^ 
reprenant  le  calcul  de  z  avec  la  valeur  de  u  ainsi  diminuée, 
on  trouve  que  celle  de  z  surpasse  0,4^917*  L'erreur  de  la 
valeur  de  z  ,  qui  a  été  calculée  en  premier  lieu ,  est  donc 
moindre  queo,ooo5. 

Par  rapport  à  la  seconde  correction,  la  valeur  de  z'  étant 
négative,  on  peut  changer  z^  en  —  z^  dans  Téquation  (9). 
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qui  devient  alors 

(i  i)        u'  —  A'z'4-  z"(B'—  C'z')  +  z"  (D'—  E'z')  =  o. 

Les  quantités  B'  —  C's'  etD' — rE'z'  sont  positives;  en 
outre,  la  quantité  y  étant  moindre  que  ^  9  on  a 

B'<B+|C-h^DH-fE,     D'<D4-|E; 
donc 

B'<o,(466,     D'<  0,0014. 

La  correction  p  est  trop  faible ,  puisque  les  termes  de  l'é- 

quation  (11)  que  Ton  néglige  sont  positifs;  mais  la  valeur 
de  z'  devant  être  plus  petite  que  o,ooo5,   l'erreur   est 

.  ,  B'X(o,ooo5V-+-D'X(o,ooo5V 
moindre  que  • -7 ^ ?  et  celte  quan- 
tité ne  peut  pas  influer  sur  les  six  premiers  chiffres  déci- 
maux de  la  valeur  de  z'.  On  est  donc  en  droit  de  compter 
sur  l'exactitude  des  sept  premiers  chiffres  décimaux  de  la 
valeur  de  x  conchie  des  deux  corrections. 

Si  l'on  prend  pour  z  le  nombre  0,4^^9136,  en  mettant 
en  même  temps  dans  l'équation  (6)  les  valeurs  de  '/ ,  A ,  B, 
C,  D,  E  (n*^  15),  et  en  calculant  les  termes  qui  dépendent 
de  z  avec  le  secours  des  logarithmes,  et  jusqu'au  sixième 
chiffre  décimal,  on  trouve  que  la  somme  de  ces  termes 
lîst  3 ,  167673-,  ainsi  l'on  a  un  résultat  négatif  :  mais  en  pre- 
nant r=o, 429137,  le  logarithme  de  ^augmente  de  10  uni- 
tés du  dernier  ordre ,  et  la  somme  des  deux  termes  en  z  et  z' 
est  augmentée  par  là  de  0,000.007/4  >  de  sorte  que  Ton  a  un 
résultat  positif.  On  est  assuré  par  cette  vérification  qu'il  n'a 
pas  été  commis  d'erreur  dans  les  calculs,  et  que  la  valeur 
de  z  est  exacte  jusqu'au  sixième  chiffre. 

19.  Il  faut  remarquer  qu'après  le  calcul  de  la  première 
correction  tel  qu'il  a  été  exécuté  (n^  16) ,  il  aurait  été  super- 
flu de  calculer  la  valeur  de  z'  au  moy(;n  des  trois  premiers 
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termes  de  Téquatioii  (9)^  car,  à  cause  de  la  petitesse  des 
nombres  u'  et  B',  la  valeur  de  z\  calculée  de  cette  manière, 

dilTérerail  peu  de  —  —,  ?  et  la  différence  serait  inappréciable 

A. 

au  degré  d'approximation  de  la  valeur  de  z  précédemment 
calculée  (*). 

20.  On  voit  que  dans  le  calcul  de  la  première  correction  y 
on  ne  s*est  pas  borné  aux  chiffres  qui  pouvaient  donner  des 
chiffres  exacts  de  la  valeur  delà  racine  cherchée  x\  et  Ton  a 
calculé  cette  quantité  y  avec  toute  l'approximation  que  Ton 
voulait  obtenir  pour  la  racine,  et  qui  est  ici  celle  à  laquelle 
ou  peut  atteindre  par  l'emploi  des  logarithmes.  Si  l'on  s'é- 
tait arrêté  à  une  valeur  moins  approchée  de  la  racine  de 
l'équation  u  -h  Az  -h  B-z*  =  o ,  il  aurait  fallu  tenir  compte 
dans  le  calcul  de  u'  des  termes  m  -|-  Ay  -|-  By*  dont  la  somme 
n'eut  pas  été  zéro.  Mais,  si  Ton  n'employait  pas  les  loga- 
rithmes, ou  si  Ton  voulait  une  approximation  plus  grande 
que  celle  qui  aurait  été  d'abord  obtenue  par  leur  moyen,  on 
devrait  s'arrêter  pour  chaque  correction  aux  chiffres  dont 
l'exactitude  pourrait  être  regardée  comme  certaine,  afin  de 
ne  pas  augmenter  sans  utilité  la  longueur  des  calculs ,  qui 
deviendraient  alors  fort  pénibles. 


(*)  Eh  changeant  a'  en  —  z'  et  en  remarquant  que  Ton  nederrail  prendre 
que  la  plus  petite  racine  de  Tcquation  du  second  degré  u'  —  A'  a'H-  B'  «^=0, 
puisque  Tantre  racine  serait  plus  gronde  que  1,  on  aurait 

,_  A^->  v^A^*  — 41V«'_  lu 

*  ~"  '^  A'-4-VA'«-4B'u'' 

u! 
et  y  eu  retranchant  de  cette  quantité  -^  >  la  différence  serait 

A' (  A' -4- v'a'» -  4B'a')~"A'(A'-+-v(A"-4B'«')' 

Il  est  facile  de  reconnaître ,  diaprés  les  valeurs  de  A',  B',  u\  que  celle  de  la 
dernière  quantité  est  moindre  que  0,0000001. 


■^ 

( 
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Méthode  des  approximations  successii^es . 

21 .  Lorsque  la  correction  £,  qui  doit  être  donnée  par 

l'équation  (6),  est  unequantité  très-petite,  si  la  valeur —  ■-  9 

qu^on  obtient  en  ne  considérant  que  les  deux  premiers  ter- 
mes, n'est  pas  assez  approchée ,  on  peut  en  avoir  une  plus 
approchée  sans  calculer  une  nouvelle  équation.  Ou  a  exac- 
tement, d'après  Féquation  (6), 

.     X  «       B    ,       C   ^      D   .       E  , 

Soit  a  le  quotient  de  la  division  de  — u  par  A ,  ou  une 
valeur  approchée  de  ce  quotient  ^  en  remplaçant  z  par  a 
dans  tous  les  termes  du  second  membre ,  on  obtiendra  une 
nouvelle  valeur  b  de  z.  On  pourra  alors  remplacer  z  par  b 
dans  tous  les  termes  du  second  membre ,  ce  qui  donnera 
une  troisième  valeur  c  de  z  ^  ainsi  de  suite. 

22.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  quantitéii  soit 
négative ,  et  que  tous  les  coefficients  A  ,  B ,  C ,  D ,  E ,  etc. , 
soient  positifs.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  2 est  moindre  que 

—  -  •  Donc,  en  remplaçant  z  par  —  -  dans  tous  les  termes 

A  A 

du  second  membre ,  on  aura  une  valeur  trop  petite  de  z.  En 
remplaçant  dans  ces  mêmes  termes  z  par  cette  seconde 
valeur,  on  obtiendra  une  valeur  trop  grande;  ainsi  de 
suite. 

Pour  apprécier  le  degré  d'approximation  des  valeurs  qui 
résulteront  de  ces  corrections  successives ,  désignons  par  P, 

B    C    D 
Q,  RjCtc,  les  coefficients  7?  7»  -r  »  etc.,  et  soient  a  et  a +  () 

A    A    A 

deux  limites  de  la  valeur  de  z.  La  valeur  exacte  sera  moindre 
que  celle  qu'on  obtiendra  en  remplaçant,  dans  le  second 
membre  do  l'équation,  z  par  oc  ;  et  elle  sera  plus  grande  que 

3. 
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celle  qu'on  obliendra  en  remplaçant  z  par  a  +  <ï.  Or,  la 
diflérence  des  résultats  de  ces  deux  substitutions  sera 

(2Pa-f-3Qa>-f-4|Ra^4-...)^-h(PH-3Qa-4-6Ra»-+-...)^-f-... 

La  quantité  à  devant  être  très-petite,  et,  en  outre,  d'un 
ordre  de  grandeur  inférieur  ii  celui  de  a. ,  rapproximation 
de  la  valeur  de  z  déduite  de  l'une  ou  de  l'autre  des  deux  li- 
mites OL  et  (Z  H-  (^  dépendra  principalement  du  premier 
terme  de  la  différence  des  deux  nouvelles  limites;  et  elle 
sera  sensiblement  proportionnelle  au  produit  ai, 

23.  Si  les  coefficients  des  puissances  de  z  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (12)  n'ont  pas  tous  le  même  signe,  on 
pourra  obtenir  deux  limites  de  la  valeur  dez,  au  moyen  des 
deux  limites  cl  et  a-f-(^,  en  remplaçant  z  d'abord  par  a 
dans  les  termes  positifs  du  second  membre,  et  par  a  +  (^ 
dans  les  termes  négatifs;  et  ensuite  par  a-^i  dans  les 
termes  positifs,  et  par  a  dans  les  termes  négatifs.  Soient  u  (2) 
la  somme  des  termes  positifs,  et  —  tt  (2)  celle  des  termes 
négatif;  la  différence  des  résultats  des  deux  substitutions 
ou  la  limite  de  l'erreur  des  valeurs  qu'on  en  conclura 

-sera  [u' («) -|-7r'{a)]  ^H- i[o''^a) +  7r"  (a)](î« -h  . .  . . 

24.  Le  mode  d^approximation  qui  vient  d'être  indiqué 
peut  aussi  être  employé  dans  des  conditions  différentes  de 
celles  que  nous  avons  supposées ,  comme  le  montre  Texemplc 
qui  suit. 

L'équation  par  laquelle  on  détermine  le  diamètre  d*une 
conduite  d'eau  cylindrique ,  est  la  suivante  : 

LO  O'  LO' 

D*-~o,ooo .  oq5.q4-;?I^'  —  o  toSa.ô^  D  —  o  ,002.22  -—-  =  o . 

L  est  la  longueur  de  la  conduite  supposée  rectilignc  et  d'un 
diamètre  imiforme  ;  Q  est  la  dépense ,  ou  le  volume  d'eau 
qui  s'écoule  en  une  seconde;  H  est  la  pression  à  l'orifice  de 
sortie  ,  cette  pression  étant  représentée  par  la  hauteur  de  la 
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colonne  d^cau  pix>pre  à  la  produire  ',  D  est  le  diamètre  in- 
connu. Les  coefficients  numériques  ont  été  obtenus  en  sup- 
posant les  longueurs  rapportées  au  mètre  pour  unité. 

Cette  équation  a  une  seule  racine  positive  qui  est  celle 
que  l'on  doit  se  proposer  d'obtenir.  Or,  les  coefficients  du 
deuxième  et  du  troisième  terme  étant  très-petits ,  on  peut 
négliger  ces  termes  pour  une  première  approximation .  On 
a  ainsi  une  valeur  trop  faible,  qui  est 

i>=  y  0,002.22-^  =  0,295  y  -^. 

Soient L=  767™,  Q  =  o"»»"™,o89,  H  =  i"\  L'équation dcj 
vient  par  ces  valeurs , 

D*  — 0,006.4640*  —  o,ooo.654D— o,oi3.3i  =0. 

Comme  la  question  n'exige  pas  une  approximation  de  plus 
de  quatre  chiffres,  on  pourra  prendre  les  logarithmes  avec 
cinq  chiffres  décimaux  seulement. 

En  mettant  pour  D,  dans  le  deuxième  terme  et  dans  le 

troisième,  la  valeur  v/o,oi3.3i,  on  trouve  : 

logD  =  7,624.84 
Iogo,ooo.654  =  4>8i5.58 

4) 44^-4^         0,000.276 

log  0^  =  7,249.68 
logo,oo6.464  =  3,8io.5o 

3 ,  oBo .18  o , 00 1 . 1 49 

o,oi3.3i 

logdelasomme2,i68.35  0,014.735 

v^  1,633.67 

L'excès  du  logarithme  de  la  nouvelle  valeur  de  D  sur  ce- 
lui de  la  valeur  précédente  étant  0,008. 83 ,  on  ajoute  cette 
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quantité  au  logarithme  précédent  de  (0,000. 654)  D,  et  le 
double  de  cette  quantité  au  logarithme  de  (0,006.464)  D*- 
On  a  alors 

log  (0,000.554)  D     =4>449-^^  0,000.281 

log (0,006.464)  D'    =3,077.84  0,001.196 

o,oi3.3i 


log  de  la  somme  2,169.88  0,014*787 

^  1,633.98 

L'excès  de  la  nouvelle  valeur  de  log  D  sur  la  valeur  pré- 
cédente est  0,000. 3i,  d'où  l'on  conclut  les  nombres  ci- 
après  : 

4)449'^  0,000.281 

3,078.46  0,001.198 

o,oi3.3i 

2,169.94  0,014.789 

1,633.99 

Le  nombre  correspondant  au  dernier  logarithme  ne 
diffère  pas ,  dans  les  quatre  premiers  chiil'res ,  de  celui  qui 
était  donné  par  le  logarithme  précédent^  et  il  est  o,43o5. 
Si  l'on  essaye,  d'après  cela,  pour  D,  le  nombre  o,43o6y 
on  trouvera  que    le  logarithme  de   ce    nombre  surpasse 

1,633.98  de  0,000.09 ,  et  l'on  aura  pour  cette  valeur  : 

5  log  D  =  2,170.35  0,014.80 

]og (0,006. . .)  D  =  4)449*65  0,000.281 .6 

!og(o,oo. .  .)D'  =  3,078.64.  0,001 .  198.5 

o,oi3,3i 

0,014.790. I 

On  conclut  de  cette  vérification  que  le  nombre  o,43o6 
est  un  peu  trop  grand,  et  comme  le  nombre  précédent 
o,43o5  était  trop  petit ,  la  valeur  de  D  est  connue ,  à  moins 
de  o'",oooi. 


jExeinpIiis  (le  la  résolution  des  équations  îransccn<lantes. 

25.  Le  problème  connu  en  astronomie  sous  le  nom  de 

problème  de  Kepler  consiste  dans  la  résolution  de  l'cqua- 

tiou  suivante  : 

ti  —  e  sin  tf  =r  Ç. 

Les  quantités  u,  e  et  ^  sont  des  angles,  le  nombre  e  est 
aussi  la  valeur  de  l'excentricité  de  Forbitc.  L^ angle  Ç  est 
donné  en  parties  de  la  circonférence,  et  le  nombre  c  est 
donné  en  parties  du  rayon  -,  pour  le  convertir  en  parties  de 
la  circonférence,  il  faut  le  diviser  par  sîn  i". 

On  reconnaît ,  par  la  considération  de  la  dérivée,  que  la 
quantité  u  —  e  sin  u  est  toujours  croissante  avec  //.  Pour 
les  valeurs  o  et  i8o^^  de  Ç,  on  a  u  =  ^.  Quand  Ç  est  plus 
petit  que  180",  u  est  aussi  plus  petit  que  180",  et  l'on  a 
£1  >  ^.  Quand  ^  est  plus  grand  que  180*^,  u  est  aussi  plus 
grand  que  180",  et  on  a  m  <^  ^. 

26.  Soit  e  =  0,5  (ce  qui  suppose  que  Tastre  soit  une 
comète)  et  Ç  =  38"  27^  18", 7.  L^équation  sera 

u  --^  4îA  sin  //  =r  38»  27'  18",  7. 
sin  I 

Le  log  de  t-~,  est  5 ,  o  i  3 .  SgS  1 ,  qui  correspond  à  un  angle 

compris  entre  28"  et  29"  ;  et  cdïnme  on  doit  avoir  sina  ^-j  , 
puisque  u^^^  l'angle  u  doit  surpasser  ^  de  plus  de  14**; 
en  conséquence ,  je  prends  pour  un  premier  essai  «  =  54*^. 
La  différence  u  —  (38"27'i8",7)  est  alors  I5^32'4I^3  ou 
55<)6i",3  ;  et  l'on  trouve  que  le  terme  e  sin  u  est  83435'',8. 
Le  nombre  54**  est  donc  trop  petit.  Si  l'on  prend 
M=:38°27'i8'',7-h83435'',8  ou  m  =  61^37' 54'\5  ,  le 
terme  esiuM  est  90747",4î  cette  seconde  valeur  de  11  est 
donc  encore  trop  petite.  On  pourrait  l'augmenter  de  l'excès 
de  90747^,4  sur  83434"?H-,   on  calculerait  alors  la  valeur 
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du  terme  e  sin  u\  il  en  résulterait  une  nouvelle  augmen- 
tation de  la  valeur  de  u;  et  ainsi  de  suite.  Mais,  pour 
avancer  plus  rapidement,  on  calculera  d'abord  la  différence 
u  —  ^  par  une  proportion ,  comme  il  suit.  On  a  trouvé  qu'en 
supposant  d'abord  u  —  ^=55961 '',3,  la  différence  des  deux 
quantités  u  —  ^  et  esin  u  est  83435", 8  —  5596i",3 
ou  27474'S5,  et  que,  lorsqu'on  augmente  u  —  (^  de  la 
dernière  quantité ,  la  différence  entre  u  —  ('  et  e  sin  u  est 
90747^54  —  83435'^,8  ou  73 1  i'S6;  de  sorte  que  cette  diffé- 
rence a  diminué  de  a7474'S5  —  73ii",6  ou  aoiôa'',  9.  On 
supposera  ,  d'après  ces  résultats ,  que ,  pour  annuler  la 
différence  entre  u  —  f  et  e  sin  u ,  il  faut  augmenter  la  pre- 
mière valeur  de  m  —  Ç  duquatrième  terme  de  la  proportion 

20 162", 9  :  27474" ï 5  ••  27474" >5  •  ^» 
ou 

x=:37437%5=:io«>23\57",5    et    ii  =«4»  23' 57",  5. 

Parvenu  à  ce  point,  on  se  servira  de  la  méthode  de 
Newton^  en  désignant  alors  par  u'  ce  qu'il  faudra  ajouter 
à  la  dernière  valeur  de  1/,  on  aura 

, e  %\u  u  —  (u  —  Ç)        e  un  u  —  93398",  8 

I  —  e  ces  u  I  —  e  ces  a 

Le  nombre  i ,  dans  cette  formule ,  doit  être  divisé  par 
sin  1'';  il  représente  un  angle  de  206265^^,  et,  d'après  la 
valeur  précédente  de  u ,  on  trouve  w'  =  —  499"«  Cette  cor- 
rection réduit  la  valeur  de  «  — f  à  9^899",  8 ,  dont  le  loga- 
rithme est  ^^QÔi.oi^'i,  La  valeur  correspondante  de  u 
est  64°  1 5'  38'',  5 ,  et  le  logarithme  de  e  sin  u  est  499^8 .  o  i35 . 
L'équation  n^cst  pas  encore  vérifiée  avec  une  exactitude 
suffisante  ^  mais ,  si  Ton  diminuait  l'angle  11  de  i'',  le  loga- 
rithme de  li  —  ^  diminuerait  de  47?  et  celui  de  e  sin  u  di- 
minuerait seulement  de  10;  donc  la  différence  de  ces  loga- 
rithmes diminuerait  de  37^  et,  comme  cette difféi^nce  est  i3. 
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il  faudra  diminuer  l'angle  m  de  57,  ou  o'',  35.  On  aura  ainsi , 
6nalemen t ,  m  =  64^  1 5'  38^',  1 5 . 

Voici  le  tableau  sommaire  de  la  marche  du  calcul  : 

poure  =  o,5,         log-r-^  =5,013.3951. 

I  91 IJ     I 

M=54<» 
a— ç  =  i50  3V4i%3  =  559rH'',3       C9ina  =  83435^8  =  a3«  io'35%» 
a  =  6iO  37'54*,5  <?»inu  =  9^7/17*, 4 

différ.    7311",  G 
83435%  8 

55961  %  3  2  loç  27474,5=8,877.8596 

diff.    27474,5    compl  ^o{5  20162  ,9  =  5,695.4470 

7i"  ,6  sommo         4,5y3.3o6G  i  3;4J7",5 

diff.    20162,9  Son  ioo.23'r>7\5 

u  =  640  23'  57%  5 
II— Ç=  93398",  8        e6inu=   93007",  6  *         391",  3 

ecostt=    44'^3''     j 

■^,  =  206265*     1      ^^'70'^" 


sin  i" 


log  391,2  =  2,592.  3988 
compl.  log  16170a  =  4  79»  -2846 
comp!.  logsin  i''       =5,3i4.425i 

somme  2,698.1085    499"=  8' »9'' 

u  =  64«i5'38%5 
u— Ç=  9^8f)9"»8 

log(u— Ç)  =  4>9^'0'48  log  e  siii  u=  4,968.0135  ;-5  =  0,35 

ii  =  64oi5'38'',  i5 

27.  Soit  l'équation 

e'  —  ff~'  =  axy 

qui  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chaînette^  et  pre- 
nons a  =  7,384.  L'équation  est  vérifiée  par  x  =  o-^  mais 
elle  admet  une  autre  solution  positive ,  qui  est  celle  qu'il 
s^agira  de  trouver. 

Le  nombre  e  étant  moindre    que  3,   la   valeur  de  x 
devra  être  plus  grande  que  2.  Pour  x=:3,  on  trouve 

e'=  20,08553,       ^-'  =  0,04978; 

I»   « 
ou 

c* —  c  "'  —  aj:=  —  2,1 1625. 
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Si  l'ou  faisait  j:  ==  4)  1<^  terme  c-"'  surpasserait  54^  et ,  comiue 
le  terme  ax  augmenterait  settlement  de  la  valeur  de  a, 
ou  7,384,  la  différence  e*  —  e~' — ax  serait  positive.  La 
valeur  de  x  est  donc  comprise  entre  3  et  4*  On  voit,  de 
plus ,  que  cette  valeur  doit  être  beaucoup  plus  près  de  3  que 
de  4)  c'est  pourquoi  ou  essayera  3,i.   On  trouvera   alors 

tf'  =  22,19795,      «r~' =o,o45o5, 

et  la  valeur  de  e' — e*"'  surpassera  la  précédente  de  2, 1 1 7 1 5 . 
Comme  la  quantité  oxaugmentera  eu  même  tempsde  0,^384, 
la  diJlérence  e'  —  e"*  —  tix  sera  encore  négative  et 
égale  à  —  0,^3755  mais,  si  l'accroissement  de  e' — e"* — ax 
était  proportionnel  à  celui  de  x,  la  valeur  cherchée  de  x 
surpasserait  peu  3,  i5. 

Soitc' — e"'  —  aj:=/(x),d'où/'(x)=e'-i-6'-'  —  a 
ety^'  (x)  =  e'  —  e"-*.  On  a  exactement 

/(a:-h/i)=r:/(x)  +  A/'(x)-h-/"(«^  +  ^A)i 

donc ,  en  posant^  (x  +  A)  =  o , 

-  _/if)  _  //-/"(x+SA) 
'-        f'{x)        2         /'(x)       ' 

et,  en  négligeant  le  terme  dépendant  de  A',  Terreur^  pour 
les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  3 ,  sera  moindre  que  H*. 

Pour  X  =  3 ,  i ,  on    trouve ,  à  Taidc  des  résultats  précé- 
dents ,  h  =.  o,o4 ,  donc  x  =  3,  i4*  En  mettant  cette  valeur 

de X  dans —  ^yy—^,  on  obtient  A'=  0,0079,  d'oùx=3,i479- 

Cette  valeur  est  un  peu  trop  grande*,  mais,  si  on  la  dimi- 
nuait de  o,oooi,  elle  deviendrait  trop  petite.  Si  l'on  vou- 
lait une  valeur  plus  approchée,  il  faudrait  calculer  une 
troisième  correction ,  et  l'on  obtiendrait ,  cette  fois ,  la  valeur 
de  X  avec  huit  décimales. 
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Du  calcul  (les  solutions  réelles  de  deux  équations 

simultanées , 

28.  Lorsqu'on  doit  calculer  les  solutions  réelles  de  deux 
équations  simultanées  à  deux  inconnues,  on  peut  construire 
les  courbes  qui  résultent  de  ces  équations  considérées  sépa- 
rément-, les  couples  de  coordonnées  des  points  d^ntcrsec- 
tion  des  deux  courbes  seront  les  solutions  demandées.  Mais, 
si  Ton  veut  une  approximation  plus  grande  que  celle  qui 
poiu*ra  être  fournie  paf  les  opérations  graphiques ,  on  fera 
usage  de  la  méthode  suivante,  analogue  à  celle  de  Newton 
pour  les  équations  à  une  seule  inconnue. 

Soient  y  (x,j^)  =  o  et  V  (.r,  y)  =  o  les  deux  équations 
proposées,  et  soient  a  eX  b  des  nombres  peu  différents 
de  ceux  qui  forment  une  des  solutions  i^lles.  On  posera 
X  =  a  -I-  i£,  ^'  =  />  -i-  i/ ^  les  deux  équations  deviendront 

f^  (a^ib)  désigne  la  dérivée  du  polynôme  ^(.r,  y)  ^  prise 
par  rapport  à  x,  en  considérant  y  comme  une  constante, 
et  dans  laquelle  on  a  remplac('  x  par  a  et  y  par  b  ;  de  même 
J'  [a^b)  est  la  dérivée  prise  par  rapport  à  j*,  en  regar- 
dante: comme  une  constante,  et  dans  laquelle  on  a  rem- 
placé X  par  a  et  y  par  b,  U  et  V  sont  des  polynômes  dont 
tous  les  termes  contiennent  des  puissances  ou  des  produits 
des  inconnues  u  et  v»,  d'un  degré  supérieur  au  premier  par 
rapport  à  ces  inconnues. 

Les  valeurs  qu'il  s'agira  d'obtenir  pour  u  et  v*  devant  être 
très- petites,  on  négligera  les  quantités  U  et  V^  on  n'aura 
plus  alors  à  résoudre  que  deux  équations  du  premier  degré. 
Soient  h  et  h  les  valeurs  qu'on  déduira  pour  u  et  i'  de  ces 
deux  équations  du  pn;mier  degré,  les  valeurs  correspon- 
dantes de  X  et  de  r  seront  a -f- A  et  b-h  li.  jNommons  «i  et  />| 
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ces  valeurs;  si  l'on  a  lieu  de  craindre  qu'elles  ne  soient  pas 
suffisamment  approchées ,  on  calculera  par  leur  moyen  une 
nouvelle  correction ,  de  la  même  manière  que  la  précédente. 
On  continuera  ainsi  autant  qu'il  sera  nécessaire. 

Les  premiers  membres  des  équations  (i3)  étant  les  résul- 
tats de  la  substitution  de  a  -f-  m  et  de  &  -f- 1^,  pour  x  eij-, 
dans  les  premiers  membres  des  équations  proposées ,  les 
valeurs  que  prendront  U  et  V,  lorsqu'on  y  remplacera  u  et  v 
par  les  valeurs  approchées  h  et  A",  seront  celles  que  prendront 
les  polynômesy*(a:,j')  et  F(x,/)quandonferajc=aietj^=Ai 
Donc,  si ,  en  prenant  successivement,  dans  les  équations  (i3), 
à  la  place  de  a  et  de  6,  d'abord  ax  et  b^^  puis  les  valeurs 
qu'on  aura  déduites  de  celles-ci,  et  ainsi  de  suite,  les  va- 
leurs des  inconnues  u  et  i^  déduites  des  deux  équations  du 
premier  degré  deviennent  de  plus  en  plus  petites ,  ce  qui  fera 
converger  les  quantités  U  et  V  vers  zéro  •,  les  nombres  a  et  &, 
ât  et  &i,  etc.,  convergeront  vers  un  des  couples  de  valeurs 
réelles  de  x  et  de  ^  qui  vérifieront  les  deux  équations  pro- 
posées. 

29.  Soient  les  deux  équations 

/'  —  4  -^'"H  I  =  o, 

j  '  -^  jrj  —  a  a;  '  —  6/  -hSlx  —  3l3=:0. 

Sans  construire  exactement  les  hyperboles  déterminées  par 
ces  deux  équations,  on  voit  qu'elles  se  coupent  en  trois 
points  très-voisins  de  ceux  qui  résultent  des  intersections 
des  asymptotes.  On  peut  obtenir  exactement  les  coordonnée» 
des  points  d'intersections  des  asymptotes  ;  on  a  *,  pour  un  de 
ces  points,  j:  =  5,  aS,  y=  lo,  5-,  pour  un  autre,  jr=^ — 15, 
y  =  —  3o ,  et ,  pour  le  troisième ,  j:=H-5,j^  =  —  lo. 
Chacun  de  ces  trois  couples  est  une  solution  approchée  des 
deux  équations  proposées.  Considérons  le  premier.  En  rem- 
plaçant X  par  5,25  -4-  M  et  y  par  io,5  •^-  »',  on  obtient  les 
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deux  équations 

I  -h  2 1  ('  —  4^  '^  "♦"  *'  '  —  4  '*  *  =  o  > 

2  +  20,25  P  -I-  ^OyS  tt-f-P'-f-at'  —  2tt'=0; 

et  en  négligeant  les  termes  du  second  degré ,  par  rapport 
à  u  et  i',  on  trouve 

21,75  124,5 

1701  1701 

Si  Ton  veut  une  approximation  plus  grande,  on  mettra 
d'abord  les  valeurs  de  m  et  de  1^  en  décimales,  pour  la  com- 
modité du  calcul  ;  en  s' arrêtant  aux  millièmes,  on  a 

u= — o,oi3,     p=  —  0,073. 

Il  faut  remplacer,  dans  les  équations  précédentes,  1/  par 
—  0,01 3  -f-  M,,  ^^  par  —  0,073  H-  1^1,  ce  qui  conduit  à 

0,0 1 7653  H-  20,854  *'t  —  4 ^  j^gô  tti  H-  t'î  —  ^u]  =  Oy 
0,001 19  -f-  20,091  p,  -h  4^)479  "•  H-  <*?-+■  «I  fi  —  2  aj  =  o. 

On  conclut  de  celles-ci ,  en  négligeant  les  termes  du  second 
degré,  et  en  se  servant  des  logarithmes, 

tti  =  -h  0.000.195.62^     f',  =  —  0,000.453.44* 

En  se  bornant  à  six  décimales  ,  on  a 

X  =  5.237 .  196 ,    X  =  10,426.547- 

Pour  les  valeurs  de  Mi  et  de  f'i,  déduites  des  dernières 
équations,  en  y  négligeant  les  termes  du  second  degré, 
ces  termes  ne  donneraient  que  des  quantités  moindres 
que  0,000.001.  Or,  si  Ton  avait  les  valeurs  de  a:  et/  qui 
vérifient  exactement  les  équations  proposées ,  une  altéra- 
tion d'une  unité  du  sixième  ordre  décimal ,  sur  l'une  ou 
Tautre  de  ces  valeurs,  rendrait  les  premiers  membres  diffé- 
rents de  zéro  de  plus  de  0,000.001.  On  est  donc  en  droit 
de  regarder  les  valeurs  de  x  et  de  y  comme  exactes  jus- 
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qu^au  sixième  chiffre  décimal.  On  peut  vérifier  toutes  les 
opérations  en  calculant,  à  l'aide  des  logarithmes ,  les  ré- 
sultats de  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  premiers 
membres'  des  équations;  on  trouve  quils  ne  diflièrent  de 
zéro  que  de  quantités  qui  sont  inappréciables  par  ce  mode 
de  calcul. 

Du  calcul  fies  logarithmes  et  des  quantités  trigonométriques 

par  le  moyen  des  différences. 

30.  Le  calcul  des  valeurs  d'une  fonction  au  moyen  des 
diflerences  s'applique  avec  avantage  aux  fonctions  autres 
que  les  fonctions  entières. 

Considérons ,  par  exemple,  la  fonction  L  (x)  -,  on  trouve, 
en  formant  les  différences  successives , 


ALjr  =  L(xH- A)  —  L(x)  =  L  (  i-f-  -  j 


=  M1 


/A ^       _^  __        \ 

\X         2  X'  Sx'  '  '     / 

A'L(x)  =  L(x-i-2/*)  —  2L(x4- A)  -i-Ljc 
A' L X  =  L(x -f- SA)  —  3 L(x -h  2 /i) -h  3L  (x -h /*)  —  Lx 

=  m(^-...). 


etc. 


On  voit  que,  pour  A  =  i,  et  en  prenant  x  =  10000, 
ou  X  ^  loooo ,  les  différences  successives  décroîtront  très- 
rapidement,  et  celle  du  troisième  ordre,  d'après  la  valeur 
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du  module  M,  sera  moindre  que  0,000000 000000 869.  Il 
suit  de  là,  que  si  l'on  ne  voulait  avoir  les  logarithmes 
qu'avec  huit  décimales ,  on  pourrait  négliger  longtemps  les 
différences  du  troisième  ordre,  et  ne  tenir  compte  que  de 
celles  du  premier  et  du  deuxième  ordre. 

La  formule  (2)  (page  4)  permet  d'apprc'cier  Terreur 
qu'occasionne,  sur  une  valeur  d'un  rang  quelconque,  la 
suppression  des  ditréreuccs  d*un  ordre  donné.  Dans  Texem* 
pie  que  nous  considérons,  en  faisant  n  =  /^o  ,  et  en  calcu- 
lant, pour  cette  valeur,  celle  du  terme 

u  (n  — i)(n  —  2) 
1.2.0 

on  voit  qu'il  n'influera  pas  sur  la  huitième  décimale  du 
logarithme  de  i  o4o  *,  il  en  serait  à  plus  forte  raison  de  même 
des  différences  des  ordres  supérieurs.  On  pourra  donc  cal- 
culer les  logarithmes  des  nombres  depuis  10000  jusqu'à 
ioo4o,  en  partant  de  celui  de  10  000  qui  est  4  9  et-  <^n  cal- 
culant les  valeurs  correspondantes  de  ALxeX  A*Lx,  qui 

sont  : 

à  Lx=  0,000.043.427.27, 

A'Ii.r=  0,000. 000. 004  •34* 

Il  est  nécessaire  de  prendre  ces  valeurs  avec  quelques 
chiffres  au  delà  de  ceux  que  Ton  veut  avoir  exactement  dans 
les  derniers  résultats,  afin  d'éviter  Faccumulation  des  er- 
reurs. En  négligeant  dans  A'Lx  les  chiflres  qui  suivent  le 
onzième,  l'erreur  qui  en  résulte  sur  le  logarithme  de  ioo4o 

est  celle  du  terme  — ^ A^  u  pour  n  =  4o.  et  elle  est  in- 

2 

férieure  à  une  unité  du  huitième  ordre. 

Lorsqu'on  sera  parvenu  au  logarithme  de  i  o4o,  il  faudra 

le  calculer  directement  afin  d'apprécier  le  degré  d'exactitude 

des  opérations.  On  calculera  aussi  les  différences  première 

et  seconde  correspondantes,  et  l'on  formera  ensuite,  par 
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leur  moyen ,  les  logarithmes  des  nombres  consécutifs  dans 
un  nouvel  intervalle  ^  ainsi  de  suite. 

31 .  Considérons  aussi  les  différences  de  la  fonction  sin  x  ; 
on  a  : 

A  sinx=     sin(jr-|-/*) —     sinx=:       2sin|/i    cos  (x -f- -J  A  ), 

A'sinx  =  A  sin(x-|- A)  —  A  sinx=  — (2sin7/<]'sin  (x-h    A), 

A*  sin X  =  A' sin  (x 4-  A)  —  A' sinx  =  — (2  sin-}  A)'  sin  (x  -+- ^  A  ), 

A^sinx=:  A'sin  (x-f-  A)  — A^sinx  =      (2sin|  A)^sin  (x-i-aA), 
etc. 

Il  est  facile  de  reconnaître  la  loi  de  ces  différences,  el  Ion 
voit  qu'elles  décroissent  très-rapidement  lorsque  Tare  h  est 
très-petit. 

On  obtiendrait  des  formules  analogues  pour  la  fonction 
cos  X. 

32.  On  a 

A'  sin  2?  =:  sin  (x  -h  2  A )  —  sin  (x  -f-  A )  —  [sin  (x  -h  A)  —  sin  x], 

et,  en  faisant  x  =  (m  —  i)  A,  on  obtient,  par  la  valeur  ci- 
dessus  de  A'  sin  X,  la  formule  de  Thomas  Simpson  pour  le 
calcul  des  Tables  de  sinus , 

sin  (/w  -4-  i)  A  —  sin'/nA  =  sin  (wA)  —  sin  {m  —  1)  A 

—  ( 2  sin -5- A )' sin  m/i. 

Si  Ton  pouvait  avoir  les  valeurs  exactes  des  différences 
A*  sin  X,  et  celle  de  A  sin  x  pour  or  =  o,  on  en  déduirait  les 
valeurs  exactes  des  sinus  de  tous  les  arcs  croissant  depuis 
zéro  par  des  intervalles  égaux  à  h.  Les  erreurs  des  valeurs 
des  sinus  calculées  successivement  ne  seront  donc  occasion- 
nées que  par  les  erreurs  de  ces  différences. 

Soit  e  l'erreur  du  premier  terme  de  la  suite  des  diffé- 
rences secondes  ou  — --  (2  sin-j  A)*  sin  A.  Cette  erreur  pro- 
duira une  erreur  égale  sur  chacun  des  termes  de  la  suite  des 
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diiTérences  premières  k  partir  du  second,  et  ces  erreurs  des 
différences  premières  produiront,  sur  les  termes  de  la  suite 
des  sinus ,  à  partir  du  troisième  terme  ou  sin  2  h ,  des  er- 
reurs croissantes  e,  2e,  3e,  4^9  ^^^' 

Si  le  second  terme  de  la  suite  des  différences  secondes  est 
encore  fautif  de  la  même  quantité  e,  il  en  résultera  sur  les 
sinus  consécutifs,  à  partir  de  sin  3/i,  des  erreurs  e,  2e, 
3e,  ainsi  de  suite.  On  conclut  de  là  qu'en  supposant  toutes 
les  différences  secondes  fautives  de  la  même  quantité  e,  et 
que  le  dernier  sinus  calculé  soit  sin  mh ,  Terreur  de  ce  sinus 
produite  par  les  erreurs  des  diflereuces  secondes  sera 

/  .  o  %  m(m  —  1) 

eim  —  i-f-zw  —  2-I-/W  —  3-1-.. .-f-i)     ou     — ^ •  e, 

2 

Quant  à  l'erreur  qui  résultera  de  celle  du  premier  terme 
de  la  suite  des  différences  premières,  elle  sera  seulement 
multipliée  par  m. 

En  général,  lorsqu'on  calcule  une  suite  de  quantités 
Uo ,  lii ,  Wî ,  etc.,  au  moyen  de  leurs  différences ,  si  l'une  des 
différences  de  l'ordre  n ,  A"  ii^  est  fautive  d'une  quantité  ê, 
toutes  les  différences  de  l'ordre  n  —  i ,  depuis  A"~*  ii^i , 
sont  fautives  de  la  même  quantité ,  et  les  erreurs  qui  en 
résultent  sur  les  différences  des  ordres  inférieurs  et  sur 
les  quantités  qu'il  s'agit  d'obtenir,  à  partir  de  A""~*Mp^,, 
A"~*ii^3...,  Up^^  croissent,  pour  chaque  suite,  comme  les 
nombres  figurés  des  ordres  successifs.  Si  toutes  les  diffé- 
rences de  Tordre  n  depuis  A"  11^  sont  fautives  de  la  même 
quantité  e,  l'erreur  sur  un  terme  quelconque  delà  suite 
lio ,  Uf  9  lit ,  etc.,  d'un  rang  supérieur  k  p  -h  n^  par  exemple 
ii;Kfn+m.]7  ^^^  ^^  quantité  e  multipliée  par  la  somme  des  m 
premiers  nombres  figurés  de  Tordre  n  —  i ,  ou  le  m'*"**  nom- 
bre figuré  de  Tordre  n.  (f^Ac  Traité  élém,  d*Alg. ,  p.  358.) 

Pour  le  calcul  des  sinus,  lorsqu'on  fait  h  =  10",  on  peut 
obtenir  les  différences  secondes 

—  {9.  sin  7  /*)'  sin  (.r  +  //  ) , 
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avec  seize  décimales  exactes,  ou  à  moins  de  — -  (*)  :  la 

différence  première  pour  A  =  o  est  sin  h ,  et  elle  est  counue 
avec  treize  décimales.  11  suffit  de  calculer  les  sinus  et  cosinus 
jusqu'à  3o°  ou  108000'',  de  sorte  qu^on  a,  pour  le  dernier 
terme  de  chaque  suite ,  m  ::=  10  800.  On  conclut  de  là  qu'en 
supposant  que  toutes  les  erreurs  atteignent  leur  limite  su- 
périeure, et  qu'elles  soient  toutes  dans  le  même  sens,  les 
erreurs  des  différences  secondes  n'occasionneront ,  sur  au- 
cun terme  de  la  suite  des  sinus ,  une  erreur  supérieure  à 

10800  X   10790  e     OQ         yiJ      t  »  J 

7^^^?   ou  0,000 , 000 .  oo5 .  83 1 .  40.  L  erreur  du 

premier  terme  de  la  suite  des  différences  premières,  ou 
sin  lo'^,  produira  sur  le  dernier  sinus  une  erreur  moindre 
que  0,000.000.001.  08.  Il  y  aura  donc  au  moins  huit  dé- 
cimales exactes  dans  toute  la  suite  des  résultats. 


(  *  )  On  a  pour  h  =  lo", 

sin  ~ h  <  0,000.024  .a/|0. 684. <).'>•'>.  • , 

Donc 

>,  I  -  I  < 0,000.000.000.000  oo3, 

el 

■in  tA  >  0,000. 024 «î^^*» 684.059. 

On  coDolut  de  là 

.    I  .  <o, 000. 048. 481  «368.1X0 
'I    >  0,000.048.481.368.104 

Ainsi  la  valeur  do  ueio  J/i  est  connue  avec  quatorze  décimales  exactes.  En 
muUtplianl  cntle  valeur  par  elle-même,  on  aura  dix-neuf  décimales  dans 
tout  les  produiu  partiels,  et  Ton  connaîtra  le  produit  total  avec  dU-8«pt 
décimales.  Le  facteur  sin  x-f-A),  par  lequel  le  nombre  constant  (2sin^A.)* 
doit  être  multiplié,  étant  toujours  moindre  que  i,  la  multiplication  don- 
nera dix-buit  chiffWîs  à  cfaaque  produit  partii'I ,  el  le  produit  total  n^ura 
paa  moins  do  seize  chiffres  exacts.  Comme  le  nombre  (a sin  ^  A)*  a ,  d^il- 
leurs,  huit  xéros  enlrc  In  virgule  et  le  premier  chiffre  significatif,  Terreur 
du  facteur  sin  (x  -j-  h)  ne  pourra  influer  sur  les  seize  premières  décimales 
du  produit,  tant  quVIle  n'aura  pas  dépasse  elle-même  une  unité  du  hui- 
tième ordre  décimal. 
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De  l 'in terpolation . 

33.  On  nomme  interpofation,  ropéralion  par  laquelle, 
étant  donné  un  certain  nombre  de  valeurs  d'une  fonction, 
avec  les  valeurs  de  la  variable  auxquelles  elles  correspon- 
dent ,  on  détermine  les  valeurs  de  cette  fonction  correspon- 
dantes à  d'autres  valeurs  intermédiaires  et  données  de  la 
variable. 

Dans  le  cas  où  la  fonction  proposée  est  entière  et  de  de- 
gré n  ,  elle  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît 
les  valeurs  qu'elle  prend  pour  n  -j-  i  valeurs  différentes 
et  données  de  la  variable  (n'*7)^  et,  loi*sque  ces  valeurs 
de  la  variable  sont  en  progression  par  diilérence,  Texpres- 
sîon  générale  de  la  fonction  est  celle  qui  résulte  de  la  for- 
mide  (3)  [page  8].  Mais,  le  j  lus  ordinairement,  on  a 
recours  à  Finterpolation  pour  calculer  les  valeurs  d'une 
quantité  dont  on  n^a  pas  l'expression  générale,  et  dont  on 
connaît  seulement  un  certain  nombre  de  valeurs  particu- 
lières. Le  problème  est  alors  tout  à  fait  indéterminé,  car 
il  revient  à  trouver  une  courbe  qui  passe  par  des  points 
désignés 5  et,  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  points,  il  est 
toujours  possible  de  les  joindre  par  une  infinité  de  lignes 
courbes  qui  di lièrent  les  unes  des  autres  d'une  manière 
sensible  dans  l'intervalle  de  chaque  point  au  suivant. 

Cependant,  comme  les  fonctions  dont  les  valeurs  se  suc- 
cèdent suivant  une  certaine  loi ,  sont  ordinairement  sus- 
ceptibles d'être  exprimées  par  des  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  de  la  variable,  et  qui  sont  convergentes  dans 
un  certain  intervalle  des  valeurs  de  cette  variable,  on  con- 
çoit qu^on  peut  les  assimiler  aux  fonctions  entières,  et 
obtenir  ainsi  des  résultats  suffisamment  approchés.  De  cette 
manière,  on  choisit,  pour  la  courbe  dont  l'ordonnée  re- 
présente la  fonction  que  Ton  a  à  considérer,  une  courbe 
parabolique,  et  qui  est  la  plus  simple  parmi  toutes  celles 

3. 
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qui  peuvent  unir  les  points  donnés.  Mais,  pour  que  ce 
mode  d'interpolation  conduise  à  des  valeurs  qui  ne  soient 
pas  trop  inexactes,  il  faut  n^en  faire  usage  que  dans  des 
intervalles  assez  resserrés;  et,  quand  on  emploie  la  for- 
mule (3),  il  est  nécessaire  que  les  différences  successives 
décroissent  assez  rapidement  pour  que  Ton  puisse  n^liger 
toutes  celles  qui  dépassent  un  certain  ordre. 

34.  En  faisant,  dans  la  formule  (3)^  x  —  x^^^ih'^ 
Ujc  —  Uo  =  A'  u ,  et  en  écrivant  simplement  u  au  lieu  de  {/« , 
il  vient 


(-4) 


^'u  =  -p  Aa  H i r-~^  A»i« 

h  T.  2.  A' 

— i il :  a8|| 

I  .  2 .  3  .  /l' 


Cette  formule  fera  connaître  la  différence  A'u,  pour  un 
intervalle  A',  au  moyen  des  différences  relatives  k  Tinter- 
valle  h. 

Si  les  différences  seconde  et  suivantes  sont  assez  petites 
pour  qu'on  puisse  les  négliger,  la  diilerence  ù!  u  sera  pro- 
portionnelle a  rintcrvalle  h'.  C'est  ce  qui  a  lieu ,  par 
exemple ,  pour  les  usages  les  plus  ordinaires  des  Tables  de 
logarithmes.  Mais  il  se  rencontre  aussi  des  cas,  relative- 
ment à  ces  Tables ,  où  Ton  ne  peut  pas  négliger  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  A'u  qui  suivent  le  premier,  comme 
on  le  voit  par  l'application  suivante,  qui  est  indiquée  par 
Lacroix. 

35.  Supposons  qu'on  veuille  obtenir  le  logarithme  de 
3, 1 4 1  •  S92  •  653 . 6  y  par  le  moyen  d'une  Table  contenant  les 
logarithmes  des  nombres  depuis  i  jusqu'à  1000,  avec  dix 
décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus  dans 
cette  Table ,  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  u, , 
les  nombres  comme  celles  de  x ,  et  l'on  formera  le  tableau 
suivant  : 
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3? 


HOMUBt. 

LO«A«rrai»s. 

DirrÉAMCM  1"*. 

DirriR.  1". 

»irr.  8". 

wr.  ♦•. 

3,i4 

o»49^-929»648.i 

-4-1.380.905.7 

-4.376.9 

-Hî»7-7 

-3 

3,i5 

o,49^>3io.553.8 

-+-1.376.538.8 

—4.349.3 

4-37.4 

3,16 

o,499>687.o8a.6 

-hl  .372.179.6 

—4.331.8 

3,17 

0,501.059.36a. 3 

-+-I.367.857.8 

3,18 

0,503.4^7.120.0 

En  prenant  quelques  logarithmes  consécutifs  de  plus,  on 
trouverait  encore  —  3  pour  la  diflerence  quatrième  \  de 
sorte  que,  lorsqu'on  s'arrête  à  dix  chiffres  décimaux,  les 
différences  cinquième  et  suivantes  sont  nulles ,  et  l'expres- 
sion de  A'  n ,  pour  le  nombre  proposé ,  doit  se  terminer  au 
quatrième  terme. 

On  a ,  d'après  le  tableau  ci -dessus  : 

u=z      0,496*  929*648.1, 
Àii  =  -i-  0,001 .380.905.7,     A'w  =  —  0,000.004.376.9, 
A^  a  =  -f-  o  ,000 .  000 .  027 .7,      A* n  =  —  o  ,000 .  000 .  000 .  3  ; 

et  conunc 

A  =  0,01,     /i' -j=  0,001 .592.653.6, 

on  obtiendra 


/i' 


h'-  h       h' 


-  =  0,159.265.36,      -^  =  ^—^=—0,420.367.32, 

"3r-"=3Â"'3="''''^'^-^'^'^'' 

^^-3A        h'       3  ^,  ^ 

~4T~  =  p~5=~^'7io.i83.bb. 

Avec  ces  valeurs,  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombre  ia 
formule  (14),  qui  donnera  A' li  =:  0,000.220.  224*5,  et, 
par  conséquent , 

log3,i4i  .592.653.6  =  0,497 •149-872.6. 
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36.  Ce  que  l'on  vient  de  dire  de  la  formule  (i  4)9  par  rap- 
port aux  logarithmes  des  nombres,  s^applîque  aussi  aux  lo- 
garithmes trigonométriques ,  avec  cette  seule  différence, 
que  les  quantités  h  et  h'  sont  alors  les  différences  des  arcs ,  et 
non  pas  celles  des  nj)mbres  auxquels  correspondent  les  lo- 
garithmes, et  qui  ne  sont  pas  connus.  Mais  on  peut  remar- 
quer que  les  quantités  k  et/i'  irentrent  dans  la  formule  (i4) 
que  par  leur  rapport,  et  que,  pour  des  différences  très-pe- 
tites, le  rapport  des  différences  des  arcs  ne  difïère  pas  sen- 
siblement de  celui  des  différences  des  quantités  trigonomé- 
triques. On  a,  en  effet,  en  considérant,  par  exemple,  les 

sinus, 

sin(a4-«)  —  sin  n        ^ïtk^zco^{a -^^t) 

sin  («-!-«') — sinn       %m\z'  00^(0-^  \z') 
Si  les  arcs  z  ex.  z^  sont  très-petits,  et  si,  de  plus,  l'aide  a 

n  est  pas  très-voisin  de  90^,  le  rapport ^ ~~  est  très- 
peu  différent  de  l'unité  (*)  ;  et,  en  même  temps,  le  rapport 
- — ^,  est  sensiblement  égal  à   -• 

smyz'  ^  Z* 

Lorsque  les  arcs  a-^--  z  ei  a-\-  jz'  sont  très-voisins  de 
90**,  le  rapport  de  leurs  cosinus  peut  être  très-différent  de 
Tunité,  et  il  n^est  plus  permis  de  substituer  le  rapport  des 
différences  des  arcs  à  celui  des  différences  des  sinus;  mais, 
dans  ce  cas ,  les  petites  différences  des  arcs  ne  font  varier  les 
sinus  et  leurs  logarithmes  que  de  quantités  insensibles  au 
degré  d'approximation  des  Tables;  ainsi  il  n'y  a  pas  lieu  de 
calculer  ces  quantités. 

37.  Quand  les  arcs  sont  très-petits,  on  n'aurait  pas  une 
exactitude  suffisante  pour  les  logarithmes  des  sinus  ou  des 
tangentes ,  en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  valeur  de 

(  *  j  En  cUercIiantdans  les  Tables  la  diflercncc  dos  logarithmes  des  cosinuft 
des  arcs  89^  et  %vfo'  10",  on  voit  que  lo  rapport  do  ces  cosinus  est  moiodro 
que  I  ,oo3. 
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A' fi,  parce  que  les  différences  premières  des  logarithmes 
varient  alors  très-rapidement.  Mais,  au  lieu  de  se  servir  de 
la  formule  (14)9  il  est  préférable  d'employer  le  moyen  qui 
est  indiqué  dans  F  avertissement  placé  en  tète  des  Tables  de 
Callet,  et  que  je  ferai  connaître  ici ,  par  un  exemple,  pour 
la  commodité  du  lecteur. 

Supposons  qu'on  veuille  avoir  le  logarithme  du  sinus  de 
23^^63.  Les  arcs  très-petits  étant  sensiblement  proportion- 
nels à  leurs  sinus ,  on  aura ,  à  très-peu  près , 

23,63 


sin  113"  ,63  =  sin  28"  x 


23 


On  prendra  donc ,  dans  les  Tables  qui  donnent  les  loga- 
rithmes des  sinus  et  des  tangentes  des  arcs  de  seconde  en 
seconde,  le  logarithme  du  sinus  de  23^';  on  y  ajoutera  le 
logarithme  de  23,63  et  le  complc''ment  du  logarithme  de  23  ; 
la  somme  diminuée  de  10  sera  le  logarithme  demandé.  On 
suivra  une  marche  analogue  pour  trouver  l'arc  au  moyen 
du  log  sin ,  quand  cet  arc  sera  très-petit. 

38.  La  formule  (i4)  s^ applique  seulement  au  cas  de  Fin- 
terpolation  d'après  des  valeurs  connues ,  correspondantes  à 
des  valeurs  équidistantes  de  la  variable.  Dans  le  cas  plus 
général  où  l'on  connaît  n-h  i  valeurs  d'une  fonction ,  cor- 
respondantes à  un  égal  nombre  de  valeurs  quelconques  don- 
nées de  la  variable ,  en  supposant  toujours  la  fonction  en- 
tière et  du  degré  n,  on  peut  poser 

tf^  =  A  H-  Bx  -H  C x^  -f- .  .  .  4-  Kx"; 

on  a  alors,  pour  déterminer  les  coefficients  A ,  B,  C ,...,  K, 
les  H  -f- 1  équations  suivantes  : 

w.  =  A  -4-  B.ro  -h  CxJ  -h ...  -h  Kx;', 
u,  =A-|-Bx,  -f-Ca:J  4-.  .  .-4-Kx';, 
w,  =  A  -f-  Bx,  4-  CjtI  -I- ...  4-  Kxy, 

//.  =A-4-Bx,-f-Cx'„-|-. .  .4-Kx'^. 
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D'après  la  loi  des  valeurs  des  inconnues  dans  les  équa- 
tions du  premier  degré,  celles  qu'on  obtiendrait  pour  les 
coefBcicnts  A ,  B ,  C , . . . ,  K ,  ne  contiendraient  les  quantités 
Uo ,  Ui  )  Ut  V  •  •  )  ^n  qu^au  premier  degré  et  dans  les  numéra- 
teurs seulement,  de  sorte  qu'il  en  résulterait  une  expression 
de  cette  forme , 

II,  =  X«  i£,  -f-  X,  «,  -h  X,  tf.  H-  .  .  .  -+-  X«  a,  ; 

les  fonctions  Xo,  Xi,  Xs,...,  X„  ne  dépendant  que  de  la 
variable  x  et  de  ses  valeurs  Xo ,  Xj ,  Xt ,. ..,  x„. 

Cette  expression  de  14,  donnera  m  ,  =  Uo  pour  x  =  x» ,  si 
Ton  a ,  par  celte  valeur  de  x , 

X,  =  I ,  X,  =  G,  Xî  =  o, . .  . ,  X„  =  o  ; 
de  même  x  =  Xi  donnera  u^^  =  Uj ,  si  l'on  a  alors 

X«  =  o,  X,=  i,  X,=ro, ...,  X,  =  0; 
X  =  Xt  donnera  li^  =  u,,  s'il  en  résulte 

X,=:o,     X,  =  o,     Xi=i,    ..,     X«  =  o; 


enfin  x  =  x„  donnera  m^=i/„,  feî  Ton  a  par  cette  valeur 

de  X, 

X  =  o,     Xi=o,     X,  =  0,...,     X,  =  1. 

En  considérant  par  colonnes  le  tableau  de  ces  conditions, 
on  voit  d'abord  que  la  fonction  Xo  doit  devenir  nulle  lors- 
qu'on donne  à  x  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  série 
Xo,  Xi,  x,,...,  ^n^  excepté  la  première.  Or  on  satisfait  à 
cette  condition  de  la  manière  la  plus  simple,  en  prenant  le 
produit 

Loi^u'on  fait  x  =  Xo ,  ce  produit  devient 
(x#  — X,  )(x,  —  Xj] . . .  (x#  —  jtm); 
donc,  en  divisant   le   pi^emier  produit  par  le  second,   le 
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quotient,  qui  dcviejidra  Tunité  pour  x  =  Xo^  remplira 
toutes  les  conditions  relatives  à  la  fonction  Xo*  On  pourra 
donc  prendre 

On  trouvera  de  même 

'  —  ( X,  —  JTo  )  (  ^1  —  *ï  )  •  •  •  (  ^1  —  *•  )  ' 

{Xi — x,)(ar,  —  X,  )  .  .  .  (x,  —  x„) 


X  =    (-g— ■go)(j?  — Jg|).  ..  (x  — x^i) 

( jr«  —  X0  j  (  J7„  —  X|  }  .  .  .  (  Xn  —  Xn^i  ) 

On  aura  ainsi  la  formule  suivante  : 

{x  —  Xi)[x  —  Xi),..(x — Xn)  (x  —  Xo)(ar  —  Xi),.,(x — x„) 

"'  -  {x,-x.)(x,-^,)...(x..-xf'  -^  (x,-x.)ix,-x,)...{x,-xj"' 


lu?  •—  ^o)  (•*  ^"^  ^\}  •  •  •  l*^  ""*~  «îTh— I y 
\Xn X^J  {Xn  — —  X| j • .  .(Xji  ■—  X^— i) 


«n. 


Cette  formule,  due  à  Lagrange,  et  remarquable  par  son 
élégance ,  est  surtout  très-commode  pour  les  applications, 
puisqu'on  peut  calculer  immédiatement  tous  les  termes  par 
les  logarithmes. 

39.  Il  est  à  remarquer  que  les  considérations  par  lesquelles 
on  a  formé  les  valeurs  des  quantités  Xq  ,  Xi ,  Xt , . . . ,  X„ 
sont  bien  propres  à  montrer  comment  l'interpolation  est  un 
problème  indéterminé,  lorsqu'on  ignore  la  forme  de  la 
fonction  d'où  dérive  la  série  des  nombres  donnés.  En  effet, 
le  produit  des  binômes  x — x,,  x — x,,...,  j: — x„  n'est  pas 
la  seule  fonction  susceptible  de  s'évanouir  pour  les  valeurs 
X  =  a:, ,  =  Xj ,. . .,  =  x„.  •  Si  l'on  sori  des  fonctions  algé- 
briques, on  trouve  d* abord  l'expression  très-simple 

sin  p(x  —  Xt)  sin  q  {x  —  Xj) .  .  .  sin  / (x  —  jp„), 
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qui  jouit  de  la  même  propriété ,  quels  que  soient  les  nom- 
bres ;?,  ^, . . . ,  t'jon  pourra  donc  poser  encore 

sin  p{x  —  .r,  )  sin  7  (.r  —  x, ) .  . .  sin  t(x  —  x„) 

*      smp  (xo  —  X, )  sin  7  ( Xo  —  Xj) . .  .  sin  t (x,  —  x») 

sin/?' (x  —  Xo)  sin  7'  (x  —  Xj)  . .  .  sin  f' (x  —  x„ ) 

'      sin/?'(x,  —  Xo)sin7'{x,  —  x,). .  .sinr'  (x,  — x„)' 
etc., 

en  observant  que  les  nombres^',  ^'vm  ^' peuvent  être  dif- 
férents des  nombres  ;?,  ^,...,  f  ;  et  ainsi  de  suite  pour  toutes 
les  autres  fonctions  X. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles  qui 
précèdent  pour  les  valeurs  de  x  comprises  dans  la  série  jto, 
Xi,  Xj,...,  Xn,  elles  en  diffèrent  beaucoup  pour  les  valeurs 
intermédiaires  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assez  petits  pour 
être  sensiblement  proportionnels  à  leurs  sinus. 


COMPLÉMENT    d'aLGÙIEI.  4^ 


NOTE  1. 


Sur  la  résolution  de  l 'équation  rtx'H-  Aj:  H-  c  =  o ,  lorsque 
le  produit  ac  est  un  nombre  très-petit, 

Lorsqu^on  a  à  calculer  les    racines  d'une  équation  du 
second  degré,  si  le  produit  ac  est  un  nombre  très-petit,  la 

quantité  s]b^ —  i^ac  est  très-peu  différente  de  6,  et,  pour 
avoir  avec  une  approximation  suffisante  la  racine 

—  A  -h  sjb^  —  ^ac 

il  est  nécessaire  de  pousser  l'extraction  de  la  racine  carrée 
de  la  quantité  i* — i^ac  jusqu'à  une  approximation  plus 
grande  que  celle  qui  peut  être  obtenue  par  l'emploi  des 
logarithmes^  mais,  dans  ce  cas.  on  peut  faire  usage  de  la 
série  suivante  : 

c       ac-       2  a^  c' 

b        h'  b' 

On  obtient  cette  série  par  la  formule  du  binôme,  pour  le 
cas  de  Texposant  fractionnaire,  et  en  développant,  suivant 

cette  formule,  la  quantité  (b*  —  4^^)'-  Mais,  le  plus  or- 
dinairement, il  suffit  de  prendre  le  premier  terme  ou  les 
deux  premiers  termes  de  la  série ,  et  on  les  obtient  aisément 
par  les  procédés  élémentaires. 

En  multipliant  les  deux  termes  de  l'expression  de  x*  par 

^i*  —  ^ac  4-  i,  on  a 

a/  =  ; 

V^' — ^ac  -h  b 

la  quantité  \/A' —  4«^'  étant  peu  di(lérente  de  A,  si  on  la 
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remplace  par  &,  on  aura  une  valeur  approchée  de  jc',  et  cette 
valeur  sera  —  t  • 

0 

L'erreur  de  cette  valeur  approchée  sera 


Or,  cette  expression  est  équivalente  à 

^{y/b^-^^ac  —  b)  _  --4ac' 


en  remplaçant  ^&*  —  4^^  P^i*  ^  dans  le  dénominateur  de  la 
dernière  expression ,  on  aura ,  pour  valeur  approchée  de 

cette  expression  »  —  "tt  '  "^^^  x=  —  t  — rj-  • 

On  pourrait  trouver,  d'une  manière  analogue,  les  termes 
suivants  de  la  série  ;  mais  les  transformations  seraient  plus 
compliquées. 

La  racine -^ —  pourra  se  déduire  de  la  ra- 

2a  * 


cîne  x\  puisqu'on  devra  avoir  x'  x''  = L'erreur  re- 
lative de  la  racine  x'\  calculée  d'après  cette  relation,  sera 
la  même  que  celle  de  la  valeur  approchée  de  x\ 
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NOTE  II. 


Sur  les  approximations  numériques,  et  sur  une  abréi^iation 

fie  la  di\^ision. 

Lorsqu*on  veut  apprécier  rapproximation  d'un  résultat 
numérique  qui  n*a  pu  être  calculé  avec  une  entière  exac- 
titude, on  doit  moins  considérer  la  valeur  absolue  de  Ter- 
reur, que  sa  valeur  relative;  c^est-à-dire  le  rapport  de 
Terreur  au  nombre  qu'on  avait  à  calculer. 

Désignons  par  A  un  nombre  inconnu,  et  soit  A'  une 
valeur  approchée  de  ce  nombre;  Terreur  absolue  sera  la 

différence  A — A',  et  Terreur  relative  sera  le  rapport  — j — • 

Nommons  a  ce  rapport,  qui  devra  être  une  très-petite  frac- 
tion de  Tunité  \  on  aura  A'=  A  (i  —  a).  Si  le  nombre  A' 
a  été  calculé  avec  m  chiffres  à  partir  du  chiffre  des  plus 
hautes  uni  tés  ^  de  telle  sorte  que  Terreur  absolue  A — A' soit 

moindre  qu'une  unité  du  m'^"""  chiffre,  Terreur  relative  — - — 

sera  moindre  que  — -^^^  \  mais,  pour  que  Ton  soit  assuré  que 
Terreur  absolue  n'est  pas  d^une  unité  du  m**'"'  chiffre ,  il  ne 
suffira  pas  que  Terreur  relative  soit  moindre  que  — ;;^i   et 

elle  devra  être  moindre  que  — -  (*). 

(*)  L^tirreur  relalive  de  la  valeur  approchée  A'  no  changera  pas  si  coite 
valeur  et  le  nombre  A  sont  rendus  tous  deux  plus  grands  ou  plus  petits 
dans  un  niéme  rapport.  On  pourra  donc  supposer  que  le  nombre  A'  de  m 
chiffres  est  un  nombre  entier,  la  partie  entière  do  A  ayant  aussi  m  chiffres. 

Alors,    si    — <  1    on    pourra   avoir    A  — A'>  i;    mais    si 

A  io^-«  "^  ' 

A  —  A'         I 

— T —  < »  on  aura  nécessairement  A  —  A'  <  i. 

A  lo»* 


•  ^ 
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Si  A'  et  B'  sont  les  valeurs  approehées  de  deux  nombres 
A  et  B  dont  on  doit  calculer  le  produit,  et  si  les  erreurs 
relatives  de  ces  valeurs  approchées  sont  a  et  S,  celle  du 
produit  A'B'  sera  i  —  (i  —  «)  (i  —  S),  ou  a -h  6  —  a  6 5  si 
les  valeurs  A'  et  B'  étaient  toutes  deux  approchées  par  ex- 
cès, Terreur  relative  du  produit  A'B' serait  a-+-o-f-aoj 
mais  la  quantité  a  o  étant  très-petite  par  rapport  à  a  et  à  0, 
qui  doivent  être  de  petites  fractions  de  l'unité ,  on  pourra 
admettre,  dans  tous  les  cas,  que  la  limite  de  l'erreur  rela- 
tive du  produit  est  la  somme  des  limites  des  erreurs  des 
facteurs;  et,  quand  celles-ci  ne  seront  pas  du  même  ordre, 
on  pourra  ne  tenir  compte  que  de  la  plus  grande  ('*')• 


(*}  Supposons  les  quaDtités  a  et  6  moindres  que  0,001  ;  od  seraasiuré 
que  Terreur  rclalÎTe  du  produit  sera  moindre  que  0,002001.  Semit-oo 
fonde  à  prétendre  qu^elle  pourra  être  plus  grande  que  0,00a  ?  surtout  si  les 
quantités  a  el  6,  comme  cela  arrivera  toujours  ,  sont  non  pas  égales  à  0,001. 
mais  toutes  deux  moindres  que  cette  fraction.  11  doit  paraître  bien  clair 
que,  si  Ton  voulait  pousser  la  rigueur  du  raiikonoeroent  jos'^u^à  tenir 
compte  du  terme  ec6  dans  Testimation  de  Terreur  du  produit,  on  ne  ferait 
que  se  créer,  en  pure  perte,  des  embarras  et  des  di  m  cultes  pour  la  pra- 
tique. Mais ,  afin  de  montrer  d^une  manière  frappante  combien  il  serait  peu 
judicieux  de  vouloir  s'astreindre  à  cet  (|;ard  à  une  rigueur  absolue,  suppo- 
sons que  les  parties  entières  des  nombres  A  et  B  aient  quatre  chiffres,  et 
qu'ion  ait  calculé  ces  nombres  à  moins  d^une  unité,  pour  que  a  < 0,001  ei 
€  <  0,001.  Supposons,  de  plus,  les  valeurs  A'  et  B'  approchée»  par  excès. 

Les  erreurs  «  et  6  seront  respectivement  moindres  que  —  et  -;  donc  ,  pour 

A         li 

que  Terreur  relative  a  -f-  G  -t-  a6  du  produit  fût  plus  grande  quo  o,ooq.  il 

faudrait  quo  Ton  eCil  à  fortiori 

I         1  I 


et  coiiime 


À  ^B-^ÂB^  "•"'■'' 


B>  lu*,     d'où     iî  <  — 7» 

B        10* 


on  devrait  avoir  aussi 

I  I 


>o,«»oi,     d'où     A  <  looi 


A        1000  \ 
Var  une  raison  semblable;  on  devrait  avoir  également  B  <  1001.  Os  condi- 
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Si  i^on  doit  calculer  le  quotient  des  deux  nombres  A  et  B, 
dont  les  valeurs  approchées  sont  A'  et  B',  l'erreur  relative 

,  .        A'        A(i — a)  1  —  a        a  —  6     ^   . 

du  quotient  ~,  ou  =77 ^'  sera  1 ou •  Soit  y 

^  B'       B(i — 5)  1 — 5        I  — 6  ' 

une  fraction  plus  grande  que  chacune  des  deux  fractions  a 

et  6.  Si  les  deux  nombres  A'  et  B'  sont  approchés  de  A  et 

de  B  dans  le  même  sens ,  la  fraction sera  moindre 

'  1  —  6 

que  — ^;  et  si  les  nombres  A'  et  B'  sont  approchés  de  A 

lions  seules  nesufliraient  pas,  et  il  faudrait,  en  outre,  que  les  différences 
A' —  A  ci  13' —  B  fussent  toutes  deux  très-voisines  de  Tunité. 

Généralement ,  si  A'  a  m  chiffres  et  B',  n  chiffres,  pour  que  Terreur  rela- 
tive du  produit  A'B'  fûi  pins  nrandc  que i >  il   faudrait  que 

Ton  eût 

I        f  I  I  1 

A       B       AB        lo*-'       10"-' 

et  de  Ih ,  à  caube  de  B  >  lO"  -' ,  d'*oà  -rr  < ,  on  conclurait 

B       lo"-' 

-  1  iH I  > »     A  <  io«-'  H ; 

A  \         10»-'  /       io«-'  10" 

on  devrait  avoir  pareillenieni 


B  <  10"-'  H 

io« 


^es  inégalités 


«  H-  6  -h  a6  > 1 »     a  < »      6  < , 

lOm— I  10""'  iC"-'  10""*' 

exigeraient  de  plus  les  conditions  suivantes  : 

\  lO"     V  lO»"-'  \  Kl»»-»/  lO"-» 

ot  puisque 

A'_A       ,      B'-B       , 
a  =  — - — ,     t  —  — g — ,     A>io'«-',    B>io--», 

on  conclurait 

A'-A>  — ^ ,     ou     A'-A>i , 

iC-'-h  I  lO"-'  -H  I 

I 


B'  -  B  >  I  - 


lO"" 


— I 
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a  —  6 

et  de  B  en  sens  contraire,  la  fraction -r  sera  moindre 

I  —  6 

que  — -^  '  D'aiUeurs ,  6  étant  une  fraction  très-petite ,  on 

peut  substituer  aux  limites  — —2  et  — -^  »  les  limites  y 

r  I  —  61  —  6  ' 

et  27  (*). 

Supposons  qu'on  veuille  obtenir  exactement  les  m  pre- 
miers chiffres  du  quotient  -^  9  à  partir  du  chiffre  des  plus 
hautes  unités ,  Terreur  relative  du  quotient  approché  devra 
être  moindre  que  — ~\  par  conséquent,  il  faudra  que  les 

erreurs  a  et  6  soient  aussi  moindres  que  cette  fraction  si 
elles  sont  dans  le  même  sens,  et  moindres  que  la  moitié 
de  la  même  fraction  si  elles  sont  de  sens  contraire.  La 
première  condition  sera  remplie ,  si  les  nombres  A'  et  B' 
sont  calculés  avec  m-Hi  chiffres  (**);  et ,  pour  la  seconde, 


(*)  Soit  y  = f  ce  qui  suppose  que  les  nombres  A'  et  B'  aient  été 

calculés  aTcc  m  +  1  chilTres ,  et  de  manière  que  Perreur  ne  soit  pas  d^une 

unité  de  m  -h  i'*"*  chiffre  :  pour  que  Ton  eût >  y,  il  (audrait  que 

I  —  6 

et  de  là  on  conclurait,  en    supposant,   comme  précédemment,    que  le 
fn  _|-  lièmt  chiffre  de  A  exprime  des  unités  entières, 

A<io"«-»-n 9     A— A'>i 

10»  —  I  10* 

(**)  Si  le  premier  chiffre  du  quotient  doit  être  moindre  à  la  fols  qoe 
le  premier  chiffre  de  A  et  que  le  premier  chiffre  de  B,  il  suffira  de  calcu- 
ler A'  et  B'  avec  m  chiffres.  En  effet,  soient  a  et  &  les  premiers  chiffres  de  A 
et  de  B;  les  erreurs  a  ot  €,  en  calculant  A'  et  B'  avec  m  chiffres ,  seront  res- 

II 
pectiTement  moindres  que  et  ; •  Donc ,  on  supposant  «  >  », 


il  suffira ,  dans  tous  les  cas,  que  ces  nombres  soient  calculés 
avec  m  -h  2  chiffres  (  *  ).     , 

Occupons-nous ,  maintenant ,  de  la  division  des  nombres 
A'  et  6',  calculés  comme  nous  venons  de  le  dire^  si  l'on 
donnait  ces  nombres,  ou  seulement  Tun  d'eux,  avec  plus 
de  chiffr^  cju'il  n'est  prescrit  dans  ce  qui  précède,  on 
pourrait  supprimer  les  chiffres  excédants. 

Quand  on  a  obtenu  le  premier  chiffre  du  quotient,  puis- 
qu'il n'en  reste  plus  à  calculer  que  m —  i,  on  peut  con- 
server un  chiffre  de  moins  au  diviseur,  en  ne  prenant  aucun 
chiffre  nouveau  au  dividende;  pareillement,  quand  on  a 
trouvé  le  second  chiil're  du  quotient,  on  peut  supprimer 
un  second  chiffre  à  la  droite  du  diviseur*,  ainsi  de  suite.  A 
la  vérité,  on  commet  ainsi  des  erreurs  successives  qui 
s'ajoutent,  et  comme  chacune  d'elles  a  seulement  pour  li- 
mite Tunité  de  m*'""  chiffre  du  quotient,  l'erreur  totale 
peut  être  de  plusieurs  unités  de  cet  ordre;  mais,  en  ne 
commençant  à  supprimer  un  chiffre  à  la  droite  du  diviseur 
qu'après  avoir  obtenu  les  deux  premiers  chiffres  du  quo- 
tient, chacune  des  erreurs  produites  par  les  altérations 
successives  du  diviseur  sera  moindre  que  l'uni  lé  du 
m  -f-  1 '*"*''  chiffre  du  quotient;  et,  si  l'on  n'a  pas  à  calculer 
en  tout  plus  de  douze  chiffres ,  l'erreur  finale  sera  moindre 
qu'une  unité  du  dernier  chiffre.  Cette  erreur  augmentera 
le  quotient ,  puisque  le  diviseur  sera  successivement  dimi- 
nué ;  l'erreur  qui  résultera  de  ce  qu'on  négligera  tous  les 

Terreur  alMoIue  du  quotient  est  moiodie  qne  . — \,^^  ^  et  puisque  le  pre- 
mier chiffre  de  q  est  moindre  que  fr,  la  fraction  r — ^ est  moindre  qu^ine 

unilé  de  m^^">«  4:hifire  de  q. 

(*)  Toutes  les  fois  que  le  premier  chiffre  de  A  est  autre  que  i ,  en  cal- 
culant A'  avec  m  -+-  i  chiftres ,  on  a  a  < • 

u.io^ 
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chiffi^es  du  quotient  au  delà  du  m'^"" ,  diminuera ,  au  con- 
traire, le  quotient;  ainsi,  ces  deux  erreurs  se  compense- 
ront en  partie  (*). 


(  "  )  S^il  fallait  tenir  compte  de  ce  qoô  le  quotient  ^^  pourra  différer  do 

D 

quotient  rr  de  près  d^une  unité  du  m'^**'  chiffre  ;  comme  on  ne  serait  pas 

assuré  du  sens  de  l'erreur  à  Pégard  du  quotient  des  ▼atours  approchées ,  on 

no  pourrait  pas  répondre  que  Terreur,  par  rapport  au  quotient  ^r  »  ne 

s^élèvera  pas  à  deux  unités  du  m'«"«  chiffre.  Pour  éviter  cette  incertitude,  il 
faudrait  calculer  les  valeurs  approchées  et  leur  quotient  avec  un  chiffre  de 
plus.  Biais  il  sera  ordinairement  d'aune  très-médiocre  utilité  de  a^astreindre 
à  une  exactitude  aussi  minutieuse. 
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